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Ueber  den  Vortcflg'  der  Lehre       der  AuflA- 
raiig  der  CHeichmigeii  des  dritten  Graäes. 

0  * 

t 

-  dem  Herausgeber. 


T>er  in  den  FToTnpnt(»n  gewßhnlicfic  Vorfrnc:  Hpr  f>f»Iirc  vnn  der 
Auflösung'  der  Gicichuogeu  des  dritten  Grades  hat  mir  immer  der 
JKatnr  der  Soclie  nicht  recht  entsprechend  geschienen.  Vielleicht 
dürft«  rieh  die  folgende  Darstellung  einigemaseeo  sor  BerScksieb* 
fti^ng  beim  rnfrrriclitp  rin[)rrlilei), 

Die  aufialöBeiKie  Gleichung,  in  welcher  das  aweite  Glied  feUl;, 

sei 

1)   ,r'saa:  +  ^, 
wo  m  lad    reelle  Griteaea  liad.  Maa  aetie 

wo  auch      ^,  reelle  Grössen  seiu  sulleu,  so  ist,  wie  man 

leiebt  liadet: 

S(|^  +  \y=rV)  {p,  +  f.V^l)  Ip-^p.-h  (f-h  «r  JK^II 

oder 

Tbaa  VI.  ^  i  ^ 
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und  weBB  aIm 

*  s=  ;i  4- ;» ,  +  (7 -f- y , ) 

eine  Wnrzel  unserer  Gleich uDg-  sein  soll,  so  musseo  die  Grösitn 
P9  9t  P\i  9i      beidmmt  werden,  dass  den  beiden,  GUicbODg^ 


4.  ii  wie  BW  nadi  lelebter  BntwiekeliiDir'  findet,  den  bfiden  Glei« 
chnngen 

also  den  ?icr  Glcicliuugco 

iPPx  —99%  —4«»  P9t'^9Px 
P^-^Px^-  ^P9^  -  = 

geDÜfft  wird. 

Richten  vir  nun  aber  noeer  Augenmerk  zunächst  und  vorzüg- 
lich auf  die  Aoffindung  einer  reellen  Wurzel  naierer  gegebenen 

Glciclnnicr  t'lifio  uns  für*«  Erste  darum  zu  bt'küinincrn ,  ob  es  auch 
eine  reelle  ^Vurzcl  in  allen  Fhürn  'uiikürh  picbt,  so  IkOinnit  an 
den  vier  obigeu  BediDguugägicicbuugeii  uuch  die  Cileif^huog 

und  wir  müisen  also  die  vier  Grössen  p^  9\P\',  9x  zu  bestimmen 
sneheoi  ^lan  den  fiint  Gl^iebvngen 


.  4) 


+  ^1»  —  ^^9  —  ^i*9t  =0 


genügt  wird,  wobei  uuu  aber  die  zwei  folgenden  Fälle  von  einan- 
er  uaterielneden  werden  nSwen. 

L   Wenn  »an  der  ersten  der  fünf  yorbergebenden  Gleidinngien 

xufolcre  - — 7  setzt,  zugleich  nhrr  nnnimmt,  da^s  die  Grössen 
^'  null  y,  beide  verschwinden,  su  sind  ofteobar  die  lunf  Gleichun- 
gen i)  volistüadig  erfüllt,  wenn  man  die  Grössen /i, /r,  so  besUmn^t, 
ania  den  «wei  Gleiebnngen 

ffenflgfc  wird.  • 


Digitized  by  Google 


i 


'  ■  •   »  .  .'   ,   .1«        '     •       ■     *.   1      •  1:7*» 


Is^  M.kat  mn  ur  Beiümrag  foo     ti,  die  Iraideii  GleUhugt n 

•  —  ff,  =±1/^»  — ,v«S 
«ü  deoM  sieh  ■  ,    :  . 

»I«0  v'        .  ^  .  • 

crgiekt   WcDD  daher         -        t  ^ 

iit,  80  ut  ^  - 

eine  reelle  Wurzel  unserer  Gletciiung,  uuU  luiglicli  / 
Zieht  mau  dies  von 

ab,  10  erhält  naii  '  ^ 

oder,  wie  men  leicht  findet: 

nii4  die  betdea  aodereu  Wuraela  der  Glcichuiiff  *  "  ' '  ' 
ergeben  sich  daher  durch  Auflösung  der  quadfatischen  Gleiffliaiiir 


■  « 
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4  " 

erb&U.  Hier  fragt  sich  mn,  oli  illcsc  beiden  Wurzeln  reell  oder 
imaginär  sindi  welche  Frage  aui  ioigeude  Art  beautwortet  werden 
ktnii. 

Wenn  yv«'=^*  n^i  w  Ut 

also 

und  fol|;lich 

d.  i.  W9g9m  dtr  GltiefauDg  ppt==\a: 

odtf 

alio 

UDd  die  Warzetn  sind  also  in  diesem  Falle  beide  reell. und  ein- 
ander gleicb. 

Wenn  ^*         iit,  m  iat 

also 

P*+P,*>^PPif  •  . 

«•d  folglich 

d.  i.  wegen  der  Gleichung       =|4f : 

^p-*^p^y>h» 

oder 
•lio 

m'-{{P'hp,y<0, 

und  (He  Wurzeln  0)  sind  also  in  diesem  Falle  beide  imajriDHr. 

Die  gegcbeue  Gleichuog  bat  also  drei  reelle  oder  eine  reelle 
«nd  swei  imaginäre  Wuneln,  jenacbdera  j\a*  =  6*  oder 
ist;  im  enIeD  Falle  eiod  sw«!  der  drei  reeUea  WutmIb  «iuadir 
gleich. 

IL  Wenn  mau  lier  ersten  der  fünf  GleicboDg^en  4)  sufolge 
fi=s^f  Mbt,  zugleich  aber  «■■faiMt,  dtat  dit  Cfowttt  f  md 


id  by  Google 


Dicht  ver<?fbwind«n ,  so  folgt  aoi  der  drHtttt  dM  Bukt 
GleichuDgeo,  oäailicü  aus  der  Gleidmng 

r 

auf  der  Stelle  Pi  =Pf  und  die  fiiofte  Gieieiiuog,  nämlich  die  Glei- 
^nng 

-H  7.  •  —  3;,  V  -  3/1 ,  V.  =  0 

ist  nun  identisch  p^fpich  NoIL  IMe  swtite  ood  vierte  Gl«icliini|^» 
BMsIicb  die  Gleiciiuogen 

werden  aber 

und  die  GrÖgsen  p  und  r/  sind  also  jetzt  so  xu^  bestimmen,  dass 
diesen  beideu  Gieicttuugcn  aeaast  wird. 

Bierbei  aind  wir  nacii  I.  oflenbar  bereebligt  anuiDeliBeo ,  Ami 

also  ancb  a  nolbwendig  positiv  ist.  Oemnfolffe  köooeB  wir  die 
erste  der  beideo  in  erlmlenden  GleicbiDge«  auf  die  Form 

oVid' Wir 

bringen,  und  sind  abo  offenbar  berechtigt, 

■ 

F|/y  =  "n  9P»  ^-1/^  =  008  SP 

d.  i. 

^  =  sin  yj/j-,  ysscosy^^y 

SU  setxen.  Fttbren  wir  diese  Ausdrücke  voa  p  ond  ^  in  die  swtite 
der  beiden  zu  errülicoden  Gldchmgeo  eio,  SO  wird  ditielba  wnA 
einigen  leichten  Aeductionen 


WeU  mm  aber  Mab  cieer  bekneton  gMiemelriicbeB  Rehitiev 

* 

ist,  so  ist        '  '  ' 


P«!  fia«ii  der  V^rAUfU^^ng 

27//'  '  * 

ijV«*  also        <  1  * 

.  •  •  ' 

ist,  10  kann  aas  4w  whergAwUn  €]Minng  iouMr  ^«linpt 
werden.  Bezeichnen  wir  nun  den  seinov  »bgoiaten  Werllie  9ßfh 
in  nicht  übenteigendeo,  der  Gleicbiiog 

-«»—VW 

geniigende^i  Werth  von  ^  diixch  —  oi,  co  aind,  weil 

ist,  auch  w  —  n  und  la-^n  Wtrthe  von  3fyi,  und  für  9  erhält  man 
alio  die  drei  Werthe  —  |(i>,  \{ui  —  n),        -h       folglich  für 
die  drei  felgendeii  redien  Werffce: 

—  MO  TW^y,  sio  i(ai  —  ;r)y^  ^,  sin       ^  ^^j- 

Da  nvn  p^^p^^'S^  eise  Wnrgel  unserer  Gleichung  tel,  ee  het 
dieselbe  im  voriiegenden  Falle  jedenelt  die  drei  folgende!  reellen 

7)   ar=:  /  2siDi(a>— jrj^j 
«siofC«-l-^)|/f 


oder 


I        't     .  . 


Auch  erhellet  leicht,  dass  dir»  zwei  ersten  dieser  drei,  reellen  Wur- 
zeln immer  negativ  sind,  die  dritte  Wurzel  dages^cn  stets  pui>itiv 
iat.  Deel  die  dWi  Wurzeln  im  vorliegenden  Palle  jederzeit  säoimt- 
lich  nnter  etMnder  ungleich  sind,  faltt  eben  so  ieiclit  in  die  Aogeo* 
An<^  der  voi^eiyetendea  KitvieMliig  i«f gMit  ^  «ImiiilbN 

haupt  Folgendes. 

^1.  WeDnyy4sV=^^  o4er  <4tf '  =27^*  iai,  so  hat  die  gegebene 
Gleichung  drei  reelle  Woneln,  tob  denen  swi^  einnnder  gleich 
lind.  • 

2.   Wenn  ,V«'         o'^«'"       <27/>»  ist,  so  hatdi« 
Gleichung  eine  reelle  und  .^wei  imaginäre  .Wurzeln. 
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3.  WeDD  -^a*"^!/^  ist,  hat  die  ffegebcnc  Cileicbung  drei 
■tewtHdi  nttfr  ehmtider  uugleiche  reelle  Wurzeln ,  iwei  negative 
wtA  eine  poAMre. 

i   Dir  n^r^pFirnr  OlricliuDg  hat  «lio  liienisch  »och  iamer  mSn- 

deeteos  eine  reelle  Wurzel. 

Siod  uucli  die  im  Vorliergebenden  getundeucii  Resultate  nicht 
Hea,  Bo  fcbeiot  aiir  doch  die  obige  Darttellang  eine  heuere  Elfi* 
■lebt  ala  die  gewobotlcbe  in  die  eigcntlicbe  Natur  des  Gegenstan- 
des lu  gewäbreo,  und  deshalb  beim  ElementArunterrichtft  vielteicllt 
einiger  BerUckiicbtigung  nicht  ganz  unwertb  zu  sein. 


U. 

üeber  die  geometrischefi  Oerter  der  Mittel- 
jHinkte  einiger  BegrUnzuagscurven  des 

Sobattens. 

I 

Henm  L.  Mossbrngger, 

Lehrer  d«r  Mathematik  an  der  Kaaton«sehule  zu  Aarau. 


Bestimmung  der  Oerter,  auf  welchen  die  Mittelpunkte  der  Be«; 
gliismigtetirrfii  der  Sdiattei»  liefen,  die  eine  FlKcbe  sweittD  Gn- 
ies auf  eine  gegebene  Kbeoe  wirft,  wenn  sieb:  ' 

Aj  der  leuchtende  Punkt  nuf  f»iner  nii^scrlialb  der  Fl?i''!"'  GfC- 

8»beaen  Linie  zweiten  ürudes  hewo4(t  und  die  Lbcne,  aut  weiche 
e  SdiatCen  geworfen  werden,  fett  bleibt* 

B)  Wenn  der  leuchtende  Punkt  feat  bleibt,  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  zwci^pn  Grades  nber  (oder  wetin  diese  keinen  Mittelpunkt 
hat,  ihr  Scheitel)  &amait  der  Fläche  sieb  so  iiuf  einer  Linie  zweiten 
^vdes  bewegt,  duss  eine  ihrer  Hauptebenen  mit  der  Lbenc  jener 
libiie  «weiten  Grades  znsammenfällt  und  ihre  Achseti  sieb  immer 
para?le!  Meibcu,  Anrli  in  diesem  Fall  sollen  <|ie  fraglichen  Mittel- 
pnoktsürter  Lestimmi  werden,  wenn  4ie  BbeoOi  woiAuf  die  Schatten 
geworfen  werden,  lest  bleibt.     <     •     •       •  ♦  '    *  . 

Wir  aebiekeo  beaiem  Veratiadniaa  dea  Folgenden  efttig«^ 
wenige  Erklärungen  und  Sätze  voraus.  . 

1 )  Denken  wir  un»  irg-end  eine  Flache  F  arweitcu  Grades  und 
ansserhalb  deraelbea,  aber  auf  entgegengesetzten  i^eiten  dfir  Fiiiche 
#;  swei  pnnOhle  Bbewn.f  md^  (z.B.  die  crsteM'dllBrbab^itiid 


die  andere  unterhalb  der  Fläche  /^).  In  der  enteni  befinde  sich 
ein  F*iinkt  P\  wird  r\iis  diesem  eine  stetige  Folge  von  gcrnrlrn  Be- 
rührenden an  die  Flache  ge 2onren .  so  liegen  diree  hekauutlicb 
auf  der  Oberfläche  eines  Kegeb  A  z.weiien  Gruden,  welcher  die 
zweite  Ebene  Jß  in  einer  Linie  1^  »weiten  Chradee  ecbneidenf  die 
Fläche  F  dber  in  einer  nndern  Linie  U  deiaelben  Gradee  beribreii 

wird. 

2j  Der  i'uoki  P  beissC  4er  Pol  der  Ebene»  in  welcher  sjcb. 
die  Linie  iJ  befindet,  ao  wie.  diese  Ebene  die  PoUrebene  des 

Punktes  P  genannt  wird. 

3)  Bewegt  sich  der  Punkt  P  \n  riner  Ebene,  so  dreht  sich  die 
Ebene  der  Bcrübrungscurve  um  eiuf n  Punkt;  bewegt  er  sich  über 
auf  einer  Geraden,  so  dreht  sich  letztere  hbcne  ebenfalls  um  eine 
Gerade, 

i)  Ist  der  Punkt  P  leuchtend,  und  die  Fläche  F  dunkel,  so  ist 
ebenfalls  bekannt,  dnäs  die  T^inic  L,  die  Begränzunc;<;rurve  des 
Schattens  ist,  welchen  die  Fläche  F  auf  die  Ebene  Z«'  wirft;  fer. 
ncr  ist  die  BerSbrunffscnrve  L'  des  Kegels  K  and  der  pUlcke  #'die 
Trennuogscurve  des  Mieuchteten  und  dunkeln  Tbeiles  der  ietstern* 

Nach  diesen  vorniisijesrliicktPii  Erklärungen  gehen  wir  snr  L5* 
SUQg  der  folgenden  spccielieu  Aufgaben  über: 

1.  Es  ist  ein  EllipiiQid  der  Lage  und  Grösse  nach  gegeben; 
nnsserbalb,  und  zwar  oberbalb  der  Ebene,  in  welcher  die  beiden 
Hauptachsen  und  2B  des  Ellipsoids  liegen,  in  der  Entfernung 
h  von  dieser  und  parallel  mit  ihr  befinde  sich  eine  Ebene  A\  und 
ebenfalls  ausserhalb,  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  in  Beziehung 
nvf  die  Bbene  der  Hanptacbsen  %A  und  %B,  befinde  sieb  in  der 
Entfernung  ( — U)  von  dieser  eine  zweite  parallele  Ebene  In 
der  enteren  £bene  E  bewege  sieb  ein  lenebtender  Pnnkt  P  so, 
dass  er: 

a)  eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Ge« 
'.rade  bescbreibt.  Die  Mittelpunkte  der  beiden  erstem  und  der  Schei- 
tcl  drr  dritten  dieser  Curven  befinden  sich  im  Durchschnittspunkte 
der  verlängerten  dritten  Hauptnolise  IC  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene 
A;  und  die  beiden  ersten  Achsen  'iu  der  beiden  ^tern,  so  wie  der 
HMiptdnrebHesser  der  dritten  jener  Leiteurven  seien  mit  4w  Aebw 
2A  des  Ellipsoids  parallel.  Man  soll  die  in  der  Uebeiseiunft  vor« 
langten  Stücke  der  Aufpfatic  bcstiaimeo. 

Wir  nehmen  den  Mitteipuokt  des  Ellipsoids  zum  Coordinaten- 
anfang  und  seine  Achsen  zu  Coordinatenacbsen  j  alsdaon  Ut  dessen 

■ 


Beseiebnen  wir  mit       y  die  verihiderlicben 
Punktes  F  in  der  Bbene  F,  deren  Gleichung  %^  A  iit^  so  ist, 

wenn  dieser  Punkt  eine  Ellipse  beschreibt,  deren  Achsen  2o,  2ß 
respective  mit  den  Achsen  2^  und  21/  parallel  sind»  und  deren 
Mittelpunkt  im  Durchschnitt  der  verlängerten  Achse  2C  aüt  der 
Bbene  JS  iel^ 


Cieiebnog  jener  Bßi|pet. 


.  j      by  Google 


l'trDer  ist  liie  (wleicliuog  debjenijren  Kegels,  ileaüea  äicbeitei 
•ich  in  irgend  einen  Ponkte       y',      4jeMr  Ellipse  Irafindet,  «od ' 
der  du  BHipTOid  (1)  berilkrt,  folgende: 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichuag  «  =  —  so  erlialten  wir  die  Glei* 
chong  der  Curve,  in  weicher  die  Kegelfläebe  (3)  die  Ebene  E 
durchdringt,  oder  der  Curve,  welche  den  Schatten  begränat,  den 
das  Ellipaoid  (1)  «nf  die  Bbeoe  Ef  wirft,  wenn  rifli  der  lenelUeDde 
Puakt  in  einem  Pankle  P  der  ElÜpia  (2)  befindet^  deaeea  Goofdiiw- 
ten  a-',  t/,  h  s'md. 

Diese  Gleichung  ist: 

H-  I  /?  V/ '  -f- ^•»y"  —      6-»  j -H 2^» ( +  hf>  )y'.y 
Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  leicht; 


10 


p 


1 

+ 

+ 

.1 


\  I 


03  ) 

4* 
I 

>i 


f    - 1 

ff 


I 

«I 

+ 


I 


I 


II 


2  " 

-        d  5 

«3  **  g 


9> 
9  ^ 


o 

0) 

V  <■>  a 


a 


a 
-  « 


^ 

^  -  . 

cZ  2  II 


OD 


H  «  3  S 


4> 


2  s  .,s 


V  «>  ZT 


9 

I«  ^  CO 

•r  ^  o 

[S  :;  ü 


s 


2 
I 


I 

+ 

+ 


n 


n 


I 


-5! 


41 


+ 

I 


I 
«* 


II 


I 


er 

>^ 

« I 

^< 

M 

fi 

I 

H 
+ 


I 

m 

H 


41 

+ 


I 

+ 

n 


II 

V 


g      1    l*(t>Ä-;iH»'i  p< 


I- 

5'  9 

S  a 

O  'S 

^  s 

a  k 
2  = 

1-8 

_  a 
1.  e 


s.  ;\ 

'v 


5»  »  ....  ^^ 


II 


+  ! 


a 

Sa 

*  .5 
S  • 


^85 

VI 

J3  m 
V  9 

S< 

-2  0; 


S 

3  «3 


0)  u 

-  N 

(3  S 

3 


I  1  M 
+  ^   +  ^ 

•et 

+ 


I 


I 


a 

a 
s 


<=    3  W 


2 


s 
9 


I 

+ 

M 

>» 

r" 


>  I 

SS 

•h-, 
i 

I 


V  m 

I 

n 

+ 

m 


iai^ed  by  Google 


11 

erhalten.   Dadurch  wird  aber  auch: 

Subtrahiren  wir  die  Gleichung  (6)  von  der  Gleichung  (5)  und  di- 
Tidiren  den  Rest  mit  p'  —  p'\  so  erhalten  wir: 

also  V     >u«..  >Miv  Alt),  11b  oi 

.  .  „_2CCM:^ 

P  "T-P  = — 7n  Ti  ••••  (0) 

Addiren  wir  die  Gleichungen  (7),  so  erhalten  wir 

^r'  -t-     —  ....  (9)  ^nu•>^: J;./.  ü»it*:.L 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  MitteTpankts  der  BcgrHn- 
.  znngscun  e  PCUfiDA  des  ^)chatten8  mit  t  und  i/,  so  ist  bekannt- 
iich  ' 

2     •  2  ' 

Aus  diesen  Gleichungen  und  aus  (8)  und  (9)  erhalten  wir: 

Ist  jedoch  der  leuchtende  Punkt  P  nicht  fest,  sondern  bewegt  er 
lieh  auf  der  Ellipse  (2),  so  wird  auch  die  Curve  (3)  in  jedem  Augen> 
blick  eine  andere  Lage  und  Gestalt  onnehmen,  mithin  auch  ihr 
Mittelpunkt  stetig  seinen  Platz  ändern ,  also  eine  Curve  beschrei- 
ben. Die  Gleichung  dieser  Curve  werden  wir  aber  erhalten,  wenn 
wir  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (10)  die  Grössen  ä:^  uud  y  eli- 
oiuiren.    Dadurch  erhalten  wir 

als  die  Gleichung  des  Orts  der  Mittelpunkte  der  Begränaungscur- 
veo  des  Schattens,  wenn  der  leuchtende  Punkt  die  Kllipse  beschreibt, 
welche  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist.  Die  Gleichung  (U) 
drückt  aber  ebenfalls  eine  Ellipse  "aus,  und  zwar  verhalten  sich 
ihre  beiden  Achsen  wie  a  :  /9;  mithin  ist  sie  derjenigen  Ellipse 
ähnlich,  auf  welcher  sich  der  leuchtende  Punkt  /•bewegt. 

Es  ist  bei  der  Curve  (11)  zu  bemerken,  dass  dieselbe  tiir  jeden 
positiven  oder  negativen  Werth  von  h'  reell  bleibt,  was  begreiflich 
allen  Vorstellungen  und  Begriflfen  von  Schatten  widerspricht,  indem 
offenbar  weder  von  Begränzungscurven  des  Schattens,  noch  von 
ihren  Mittelpunkls-Oerteru  die  Rede  sein  kann,  wenn  z.  B.  die  Ebene 
E  sich  in  solchen  Lagen  befindet,  die  entweder  zwischen  dem  EN 
lipsoid  und  dem  leuchtenden  Punkt,  oder  gar  oberhalb  von  beiden 
liegen.   In  diesen  FAlUn  muss  die  Gleichung  (4)  nidit  betrachtet 
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werden,  als  drücke  sie  die  Beg^räDxuof^ourve  des  Sdiattens  ans, 
aondertt  sie  stellt  altdanii  offenbar  nur  die  DurchschniU^cttrve  des 
D^Uillttiigs^egels  (3)  mit  der  EbeM  JE'  vdr,  welcbe  Ar  aHe  posi- 

tivcn  UDd  negativen  Wcrtlic  vmh  //'  rnril  .s*-in  wird.  Bd' dieser 
Betrachtuug  kauo  uiau  mit  jenen  I  ntersucLuo|;eD  die  Frnn-e  verbin- 
den: „Auf  welcher  Fläche  Hetzen  die  sämmtlicben  Slitteipuaktscur* 
reo,  wenn  sich  die  Ebene  B  parallel  mit  sieb  selbst  bewegt?'' 

Wir  'ivprden  die  Gleichung  dieser  Fläche  sogleich  erballSD» 
wenn  wir  dn'  (Grösse  als  veränderlich  betracLteo  und  qtatt  dieser 
in  der  Gleiciiuug  (11^  eine  neue  Veränderliche  {dtzv)  einfährao. 
Wodarcb  wir  als  Gleiebong  der  gesoehCen  Fllcbe  erhalten: 

iJ2-Ä»)f|*        ((C'-Ä»)tr|>       \hv\^__^\hv\  , 

Diese  Gleichnnp^  drückt  offenbar  ein  eintheiliges  Hyperboloid  ans, 
dessen  Achsenrichtungen  mit  jenen  des  Ellipsoids  (I)  dieselben  sirid, 
dessen  Mittelpunkt  zwar  aut  der  Achse  der  x,  jedoch  nicht  aut'deai 
des  fillipseids  liegt. 

Eben  so  finden  wir,  wenn  sich  der  lencbtende  Punkt  P  in  der 
Ebene  E  auf  einer  Bjperbel»  Parabel  oder  einer  Geraden  bewegt 
derea  Gleichungen 

(14) 

y'  a4»-HMi^^*(15) 

siad,  dass  respeetire 

die  Gleichungen  der  IHittelpunkts-Oerter  der  Begränzungscurven  der 
Schatten  sind.  Auch  sehen  wir  aus  diesen  Gleichungen ,  das»  die 
erstere  eine  Hyperbel  ist,  welche  derjeDigeo  ttliniicl  ist,  welche 
durcfi  die  Gleicliunfr  (13)  darf2:PStcllt  ist;  (üc  zweite  aber  ist  eine 
Parabel,  die  mit  der  iu  No.  \\.  uustrpdrückteu  ähnlich  ist;  die 
dritte  endlich  ist  eine  mit  der  Geradea  (15)  parallele  Linie. 

Bewegt  sieb  die  Ebene  B  vrieder  so,  dass  sie  isimr  ia  paial« 
lelcr  Lage  bleibt,  so  erhalten  wir,  wie  vorhin,  fiir  die  Gleichungen 
der  Flächen,  auf  weicben  sieb  •  die  besiigUclien  fliittelpttnktsearfea 
befinden,  folgende: 

Mt^^{€^^Jk*ym^m-hm€>^.,..  (21) 
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IS 

Die  erste  druckt  ein  zweitheiliges  Hyperboloid  aus,  die  zweite  eio 
Paraboloid  uod  die  dritte  eine  Ebene. 

Cn  den  zweiten  Tbeil  der  allgemeinen  Aufgabe  auf  den  spe- 
ciellen  Fall,  wenn  die  Fläche  F  ein  Ellipsoid  ist,  anzuwenden, 
nehmen  wir  an: 

11.  In  der  Ebene  E  befinde  sich  ein  leuchtender^  jedoch  fester 
Punkt  y,  dessen  Coordinaten  c  sein  sollen;  ferner  sei  ein 

Ellipsoid  gegeben,  das  sich  so  bewegt,  dass  sein  IVlittelpuiikt  in  der 
Ebene  seiner  beiden  Achsen  und  IB,  welche  sich  während  des- 
sen Bewegung  immer  parallel  bleiben  sollen,  a)  eine  Ellipse,  b)  eine 
Hyperbel,  c)  eine  Parubel,  d)  eine  (>erade  beschreibt.  Welches  ist 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Uegränzungscurven  der  Mchatten, 
welche  jenes  Ellipsoid  in  seinen  verschiedenen  Lagen  auf  eine  mit 
der  Ebene  der  Achsen  '^A  und  2/?  parallele  Ebene  B  wirft,  wenn 
diese  von  jener  den  Abstand  h'  hat? 

Sind  X,  y,  Z  die  veränderlichen  Coordinaten  eines  Punktes 
des  Ellipsoids  in  irgend  einer  seiner  in  a )  angegebenen  Lagen; 
«,  t  jene  seines  beweglichen  Mittelpunkts  und  ^ 


Jie  Gleichung  der  Ellipse,  auf  der  sich  jener  Mittelpunkt  bewegt, 
•o  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids: 

=1...,  (23)  - 


x—tx  *  .  t  r—u 


und  die  der  urohülleDden  KegelflBche,  deren  Scheitel  sich  im  Punkt 
(a,      r)  befindet:      ^  ^  .        ,       _  ^ 


5-» 


-'2B^c{a  —  t)iX  —  a){Z  —  c)       5    .^f    *     jt  1         ]'  3 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  Z  =  —  A',  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung der  Curve,  in  welcher  die  Kegelfläche  (23)  die  Ebene  JS^ 
schneidet,  d.  b.  die  Gleichung  der  Curve,  welche  den  Schatten  be- 
gränzt,  den  das  Ellipsoid  (22)  in  irgend  einer  seiner  Lagen  auf 
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Diese  Gleichong  drfiekt  aber  eine  mk  Mif  4Mpk-*lto'QMdNtf^  (tt) 

4»rgt9te]\tea  Ellipse  älinliclie  Ellipse  aus. 

NelMUBo  wir  statt  der  Leitcurve  (22)  des  Mittelponkts  vom  EI. 
1ip«oU  eise  ^ypecbel«  eine  JP4nM^  oier  eise  Sende,  dereu  GleU 


fiad)  10  erhalteo  vir  «of  gleiche  Weite,  tti«'«le«')  Ar  die 
cbuDgen  der  Ortscnrreii  der  fregliehen  Hittelpupkte  r^ective  fot- 

-2^X^-+-^/0(<^-<^'jy      }=se....  (01) 

6-»  — c»  C*-— ^ 

fC  -I-  rA'P 


Die  erste  üieaer  Gleiciiuügea  drückt  eioe  Ujnerbel  aus,  die  mit  der 
Leitcurve  (38)  Ilinlleh  Mt;  dte.%welte  eineTanAel,  welche  eben, 
falls  mit  der  eBtsprechendeo  Leitparabel  (29)  äbniicli  iel)' dto drille 
endlich  eine  mit  der  ^iprnden  f30)  pnrnUpIp  Gcratlr. 

UI.  Wir  kooneo  uut  gleiche  Art  die  nämlichen  Aufgaben  in 
BeiiehaBfr  •«^  andere  FIKcbea  des  zweiten  Grades  löseo/  Vm  je- 
doch Wiederljoluugen  sn  mmeide^y  werden  wir  nr  neck  bei  einer 
derscHicn  dh'  Heaiulate  nngebto.-  ) 

ist  Dämlich 

die  Gleichaog  eines  eintkeiligen  Hyperboloidi,  eo  finden  wir  io  Be- 
zichunar  auf  die  in  Aufgabe  1.  ircstcHtr  Forderung  für  die  Glet« 
chaog  der  BegräDtungscurTe  des  Schaticos,  weieheD  das  H^perbo- 
leid  snf  eine  Bbeoe  dereu  GleicLuug  «  =  — jl'  ist,  wirft,  wenn 
(j^t  y;  A)  die  Coordinnten  des  lendttendta  takten  nind:  •  * 


It 

Di«  Coordinaten     «i  .dei  lliltalfanlUi  dieser  Cunre  eind: 

^qppT-«  ct^A^  ••••  (36) 

Beschreibt  der  leocbtende  Paokt  (ob'^  jr^,  h)  •)  in  der  Ebene 

eiBe  Ellipse»  b)  ein«  Hyperbel,  e)  eine  Parebel»  d)  eioe  Gerade,  de- 

ffo  Gleiehiiiig«»  teepeetire  . 


(37) 


find,  so  finden  wir  beziehungsweise  für  die  Gleichungen  der  Conr^ 
•  welche  der  Ort  der  »Schattencurven  Aiittelpankte  itt,  folgeade: 

i«(6-_AA')l  IjfÖ^ÄÄli  W 

—  C»-hA»        —  C-f-A» 

Wir  erkennen  aus  der  Form  dieser  Gleichuogen  die  Aclmlicii- 
keit  der  Curven,  welche  sie  ausdrückea,  mit  den  entsprechenden  in 
No.  37.  ...  I. 

Bleibt  aber  der  leuchtende  Pnokt,  dessen  Coordinaten  wir  jetzt 
mit  0,  ^,  c  bezeichnen  wollen,  fest,  und  bewegt  sich  das  Hyperbo- 
loid so,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der  Ebene  der  Keblellipse  a)  eine 
jCllipse,  b)  eiae  Hyferbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eiae  Gerade  beeearelbt, 
mid  .die  drei  Acheen  dee  beweglichen  Hyperboloids  immer  mit  ihrer 
afSt  gegebenen  I^age  parallel  bleiben,  so  finden  wir  bei  den  glei- 
chen  angenommenen  Deceichnunc:pn ,  wie  beim  KIlipsoid  in  Auf« 
gäbe  IL,  für  irgend  eine  angegebeue  Lage  des  Hyperboloids,  des- 
sei  Gleiebnngt 

ftr  die  Gleiehung  des  Sekatteakegels  aber: 

—  2r"(a— tf)(x— «)(r— '  ' 
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In  FftU 


•f-2^'#(cA'-r»)(C»4-c»)r  )— 0,...  (44) 

In  Fall  b):    .  ' 

-fr-  ^tß^aic/t'  —  r^)  ( -H  r»)T 


=0....  (45) 


Jm  FaU  c): 


....  (46) 


Im  Fan  d): 

Auch  diese  vier  ComD  med  Ihnticb  mit  JeaeD  in  (43).  fiel 
den  übrigen  Flächen  des  zweiten  Grades  wird  man  bei  äbnlichea 
Untersuchungen  Rr>«n)tnfp  erhrikon.  welebe  mit  den  bereits  gefnn» 
defien  im  Aligeoieinen  übcrciDstimiaeD. 
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III. 

Ueber  elliptische  Flächenrilume. 

'    \  Von 
'Herrn  L.  Mossbrugg<^r, 

'  f^rer  der  Mathematik  an  der  Kantonsschule  zu  Aaran. 


Es  bewegt  sich  eiA  Punkt  P  innerhalb  einer  Ellipse  DCBE^ 
(Taf.  I.  Fig.  2.),  deren  Achsen  2/7,  2/y  sein  sollen,  so,  dass  wenn 
■tan  durch  denseilten  parallel  mit  den  hcidrn  Achsen  DU  nnd  EC 
IJnirn  zieht,  wie  KS  und  J//,  dift  Flacliotiräumc  ACXLt  und 
AKSIS^  welche  zwisrheii  der  pdrallelon  Hnlharlise.  dem  von  jenen 
fjinien  aut  der  andern  Achse  altgcsclinitienen  .Stück  und  dein  zwi- 
schenliegenden  elliptischen  Uogen  bekränzt  sind,  einander  gleich 
werden.    Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  l*unk(es  7*? 

Es  sei  AL  =  x  ^  L0X  =  AK  zsz  ä-',  KS  =  y\  so  ist  be- 
!jk«DniIicL  der,  luiialt  der        ,      . .         .1     .  .  .  . 

Fläch«  ACiSL  =  ^^l^«»  —  or»  -f-  ~  Are  sin  —  . . . .  (1) 
aa»oT.)  ,t\t   


und  der  Inhalt  dci-^'''  "^''''^  '  '      •  ' 

Fläche  AKSß  =  ^y^/y'  —  or"  +  y  Are  sin  |^ . . . .  (2) 
Nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  muss  also  die  Gleichung 

2^\//^'-;t''-HyArcsin---Arc8in^=0....  (3) 

statt  (indeD. 

iJieüer  CHeichuug  wird  aber  (icniigc  geleistet,  wenn  wir  ent- 
weder die  transcendenten ,  oder  die  algebraischen  Grössen  einander 
gleich  setzen;  dadurch  erhallen  wir  im  ersten  Fall: 

Are  lin  —  =  Are  sin  y, 
a  Ii 

folglich  auch 

.5.  — 

.  •    •  «  ~  

nithio  ' 


Im  sweiten  Pull  aber  bekonen  wir 


bi«rain  iit  aber 


Nehmen  wir  deBiemm  Werth  tos  jt*,  welcher  eieb  bieraae  fSr 

das  Zeiciieu  +  eigiebt,  fo  eriiaUeo  wir:  o:'*  = ,  also  wie- 

denin       =  s  *:->■ 


Dieier  Werth  wird  olfenbar  die  Gleichnog^  (3)  befriedigen. 

sehen  aber  daraus  ferner,  dass  es  nicht  nur  eincTi,  sondern  eine 
stetige  Folge  von  Punkteo  i^iebt,  welcl  <•  Jor  in  tler  Aiifirahe  ^e» 
gebcDcn  Korüeruuii  cDUprcctieo.  BexeicUueu  wir  üalier  ilie  Cuor- 
dioaten  dte  veränderlichen  Puoktes  JP  mit  $  und  eo  haben  ^r 
x^t^  jr'sflr,  ehe  iat  die  Gleichung  det  geanehten  Orta: 


Bei  dieser  Gleiehuno;;  erkennen  wir  aber  oiirh  gfeicb,  dass  durch 
sie  die  beiden  As^iuutoten  einer  Hyperbel  dargestellt  werden,  die 
mit  der  gegebenen  Ellipse  denselben  MittelpnnVt  bat,  nnd  deren 
Scheitel  in  den  Endpunkten  der  grossen  Achse  der  Bllipee  idnd, 
deren  iainginäre  Achse  aber  die  gleiche  n];snti!fe  Grösse  und  Lage 
bat,  wie  die  der  kleinern  Achse  ^Ij  der  gegebenen  Kllipse.  die  also 
ailgcmein  uuler  dem  Maiuen  einer  xugcurtlueteo  Uyperbcl  bekannt 
ist.  VVeil  aber  eos  den  Obigen  auch  folgt,  daee  der  ellipCischa 
Ran»  CNnE  gleich  dem  eil.  R.  BSmD^  so  haben  wir  den  ailgc* 
nieiaen,  so  vl<T  mir  bekannt  ist,  noch  neuen  Sutz: 

I.  Üuss  wenn  man  aus  irgend  einem  i'uukt  der 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  welcher  innerhalb  derzuge- 
liörigen  Ellipse  liegt,  mit  den  Achsen  der  letztern  pa- 
rallele Sehnen  zieht,  alsdonn  diejenigen  beiden  ellipti- 
üclicn  Räume  einander  gleich  sind,  deren  einer  von  der 
kleinen  Achse,  der  ibr  oarallelenSebne  und  den  beiden 
alliptiaehen  Bogen,  welche  iwiachen  Jenen  liegen,  ba* 
gränst  ist;  der  andere  aber  ist  von  der  grossen  Achse 
der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  beiden  zwischen  die* 
sen  liegenden  elliptischen  liogen  eingeschlossen. 

Mitteilt  dieses  Sataes,  den  wir,  wie  beiaer  nnten  gezeigt  wird, 
noch  weiter  auidelinen  können,  sind  wir  \m  Stande,  die  Gleichheit 
einer  ^lengc  elliptischer  Räoae  bersnleilen  nnd  deren  Fliehen  aalbat 
ta  bestimmen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Allgemeinen  die  fernero  Be* 
itimninngen  nur  auf  Theiie  einea  einzigen  elliptiechan  Unadrant«, 
nimiich  von  ACFBA  beacfariUllien»  nnd  aoant  die  Farglaicbingw 
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swhcbcD  dfn  eiliptiiclien  Fläclietiriiumen  uqd  aildsoa  Mit  416 
bere  Be«timmuDg  ibres  Inhalu  voruelimeo. 
Wir  b«bea  Icfctr  bmI  Jsb  «bigeD  M«: 

ellipL  a«iuB  ^CiVZrS6lUpt.  UAun  ^Ai^iff ....  (5) 

Nefcmo  vir  von  jed«a  4iM«r  BSniie  4m  Bccbft«ck  ,^iJü»^  bu- 
W9g,  M  bJ6ibt: 

eil.  R.  KCNP=,  eil.  R.  ZP^y//  ....  (6) 

Aos  dem  ffefuDdeoen  aligeineiDerj  8uUc  fulc^t  feroer»  Wfnomili^ 
pardlel         und  FT  parallel  AC  zieiit,  üuss 

CiL  B.  ^CF7=tn.  B.  ^JPA....  (7) 

•itbio  ist  auch 

elL  B.  %CM^  eil.  B.  TPBB  ....  (8) 

BescL reiben  wir  endlich  das  Reckteck  BRCeDgEi  um  die  gege- 
bene Bllipse  uäd  verlängern  Tf*  und  bU  aie  die  Seiten  4eewl* 
ben  in  F  nnd  IF  treifeo,  ao  folgt  ans  (7)  und  (5),  daei 

eil.  R.  LM  T=i  eil.  R.  K^t  S  ....  (9) 

p 

■utbin  iet  eneb 

eil.  R.  GXFz=  eil.  R.  hFS ....  (10) 

nnd 

eil.  R;  £/AT/'  =  eü.  R.  FWJUS  (11> 

eil.  B.  CSPitssell.  B.  BJPjR.,..  (») 

Ana  (8)  folgt  aber  auch 

eil.  B.  jiFJVCsst eil.  B.  ^FiST^ . . . .  (U) 

Nebmeo  wir  ferner  ausserhalb  der  Ellipse  BCDE  auf  einer  der 
Asymptoten,  i.  B.  auf  AFR^  einen  beliebigen  Pnnkt  «»4  lie- 
hen RK'  parallel  »t  dB^  FV  parallel  nit  wtfC,  ao  folgt  ans 
(13),  daaa  aneb 

•RaoB  eX^PjPssBanM  jrjPP^'....  (14) 

ist.  Da  wir  den  Pnnkt  P*  %Vk  eirf>ni  gnnz  beliebigen  Ort,  jedoch 
auf  einer  der  beiden  Asymptoten  (legcud,  angenommen  haben,  ao 
crgieht  aich  ana  No.  (14)  ala  Erweiterung  dea  Sataea  I.  noch  fbl- 
geader : 

II.  Wo  wir  auf  einer  der  Asymptotm  oiner  Hyperbel 
einen  Punkt  a  □  jj  p  Ii  m  en  und  von  (!  cm  s  o  1  h  e  ii  auf  die  ver- 
läng.erten  Aclj&ea  der  zugeiiorigeu  Eilipse  Perpendikel 
ISlIen,  ao  ist  derBana,  welcber  swiicben- einen  aolcben 
Perpendikel,  dem  ihm  nicht  parallelen  Achaenstück,  das 
swiaeben  dem  Sebeitel  der  £Jlipae  nnd  des  Fnaaponkt 


jenes  PerpeudikeU  Hegt,  Ueiu  A^ymptoteuatuck,  diii 
swiscLen  dem  a ni^eDOBiiittneQ  Punkt  .««iiI  ibren  DuroU» 
s  c  It  □  i  1 1  mit  der  K 1 1  i  p  s  e  b  c  f  I  u  d  1  i  c  Ii  ist,  und  e  u  d  1  i  c  b  zwi- 
schen dem  e  1 1  i  [)  t  i  s  c  Ii  0  D  Bogen,  weiclier  zwischen  diesem 
Durcliscbnitt  und  jenem  Sclieitei  befiudUeU  ist,  gleich 
den  elliptiscben  Raum,  der  too  den  aonlogen  Stückeo 
auf  der  Andern  Seite  der  Aeynptete  bcsrrlinit  iel; 

Ziebeti  wir  BC\  so  wird  diese  von  AR  \\\  A  It.ilbirt,  und  wir 
büben  ^X=:  AX  =  /fX=  6^A[,  und  weou  wir  AF  parallel  mit 
AC,  OFI  parallel  mit  i9 ^sieben,  n»  tek  süch  AY^BY^  AT 
=  7T,  OF  =z  JF  =  AF.  Alto  Ist  I^AOF:=z  ^  A/F,  und 
^ACXss^AJSX,  mhbio  ist  auch«  wegen.  Ifo.  13., 

eil.  R.  OKF^ssell.  lt>7Ar/....  (15) 

und. 

eil.  B.  CAFX  =  (i\l  R.  BSFX....  (16) 

Diese  Vergleicbuns^en,  welche  alle  aus  dem  durcb  die  Gleichung 
(5)  dargestellten  und  in  I.  durch  Worte  »nssrndrückten  allgemeinen 
8atz  abgeleitet  siod,  lassen  sieb  uucb  aut  vielfache  Art  vermehren. 
Wir  welle u  jeducb  sefaliesslicb ,  um  nicht  allzti  weitläufig  zv  wer« 
den,  einige  Inhalte  der  bereits  verglichenen  elliptischen  Räume  be<* 
stimmen. 

Bezeichnen  wir  die  tuordinaten  des  Punktes mit  näm- 
lich AT=t\  TF=u't  so  Cndcn  wir  leicht: 

Da  aber  naeh  No.  (1)  ' 

eil.  R.  A€FT=  t-Va*  —     -h  ^  Are  sin 

so  finden  wir  wegen  No.  (7): 

eil.  R.  A^FB^^W,  R.  ACFTz=i^\n +     ....  (17) 

Aus  No.  (1),  (6)  und  (8)  fofgt: 

eil.  K.  KCM*=  eil.  R.  J.rsü 

=  ^1  l/jrr^  -  aarU- ^  Are  sin  f . . , .  (18) 

Aus  (17)  und  (8)  ist  aber 

eil.  R.  g  Cß/F^  eU.  R.  TF8B  ^  '^(n  —  2) ... .   ( 19)  * 

Am  (1),  (17)  und  (9)  falgÜ:  i, 

LAFT:=^\\.K.  K%FS 
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Ans  (18),  (19)  uüd  (10)  tüigt;  ^ 

=  -  Z)  l^ll/^T^"^  -  «i/  2j  -  ^  Are  sin  y  ....  (21) 
OBd  aneli 

elJ.  a,  TA^  =  eil.  R.  CiVC?/^ 

Pcni«r  finden  wir  noch: 

eil.  Ä.  JI!:AC  =  eil.  R.  uiFSB  =  ^  . . . .  (^) 

isU.  R.  C JV£  =  eil.  R.  BJFM^  ~(4    *)....   (24)  . 
elL  R.  €WjPÖ  ==  eil.  R.  ßSFJ=  j(*  (W) 

Aus  (24)  und  (25)  folgri  oucli,  ilass  (]i«>  rlli[iti8clien  Räane  CNFO^ 
MJSFf  C.XFR,  ßiUPH  elMindtr  gkM^  ikid. 
Ferner  ist  auch 

eil.  R.  r/*X  =  eR,  R.  ^(v — 2)  ....  (26) 

Aus  (10)  uiid  (26)  iiu^'T)  fi(>rvor,  dass  die  eHiptischen  Räume 

CäVFX,  JJSFX.  ^^iU  ,  JJ'iiFT  ebeDfalls  eioander  gleich  siod. 

Setzen  wir  endlich  uiU  =  ao  ist  FI/  =:  — and  wir 
finden  leicbl;,  das* 

dl.  R.  C/i'Ä  :=ell.  K,  Ä/'P'A  =  ^|  S.r"»  —  «»;rj . ., .  (27) 

«  .  •  . 

Wir  würden  die  nämllclien  Resultate  wie  in  (13)  und  (23)  er- 
hallen Jiabrn,  wenn  wir  die  FroLre  gestellt  haffpri: 

Wü  iät  der  Ort  des  Punktes  Fy  duss,  wenn  A/*L>  purullcl  ^IC 
gezogen  uud  JF  bis  zum  Durchsclinitt  mit  der  Ellipse  verlängert 
wird,  ulsdunn  der  Flächenraum  ACMF  gleich  dem  elliptieenen- 
Secior  AFSli  Wu\i 

Denken  uir  uns,  um  die  Figttr  nicht  mit  LiniiH  zu  iiiierladrn, 
es  sei  AFJi  uiclu  üie  Asymptote  der  Hyperbel  e'ßg^j  uud  setzen 
ÄL^»^  XL^y,  JT=s»\  FT=fj\  so  ist 

eil.  R.  JCJVFs=z6\L  R.  ACAL  —  ^JFl* 

■ 

and 

eil.  Seet  JFSS  sstil  R.  BSFT^^AFT, 
r  I  MTM^'s^m  s  y  ana  .rz# «  -j-  =3 

haben  wir 


oder  dn  jtr :  FL^^'i^  und  J»Zs:  ^  =5^1/«*  —  ^«  iat,  to 
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'  ■ 

«n.B.  ^OWasgl/Sf^  H-  f  Are  f-^W-»-**». 

« 

Folglidi  kibea  inr  die  BadiBgaogsgleieknog: 

^y'^^^^-'^y^^^^^^^lAiew^  (28) 

£s  ist  aber  * 

/  Are  cüs  —  =  Are  Mio   , 

mithin  wird  die  Gleichuog  sn 

'  SeCsin  wir  in  dieser  Gleiebug  die  tremoeade]ile&  GrBiieB  eineD- 
der  gleieb,  eo  »nee  «leh 


erlialten. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  ae'  in  die  letzte  Gleicdunp:,  so 
finden  wir,  dass  derselben  nur  in  dem  Fall  genüget  wird,  wenn 

ist;  mithin  muss  der  Funkt  P  auf  F  fallen,  und  es  er- 
geben aick  wie4er  die  GleicbuDgeo  in  Ne.  (13),  und  (23). 


d  by  Googl 


IV. 

Etttwiekeliing  der  beiden  im  UtorttrtielieD  Be* 
lAAte.  No.  XTIlt  S.  d78.  mid  S.  S70.  ange- 

fülirteu  Lelirsütze  des  Herru  Clausen. 

Von 

Bterrn  A.  Gdpel 

m  Bcriis. 


Man  erkennt  Mhr  leiebt»  dass  dicM  beiden  Theerene  tu  der 

Gattung'  derjenig-en  creTinrpn ,  wrlchc  man  aus  der  Vergleichung 
zweier  verscbiedeneD  Kntwickelunt^cn  von  finer  und  derselben  Fuuc- 
tion  nach  Potenzen  ihrer  Variahein  ab  Curuilare  erhält.  Sa  kuüo 
mmn  s.  B.  die  Ftanetioli  (iH-«)*^  entern  Dseb  im  bieoaiiieben 
LebiMlse  entwfekel«)  dies  glebt 

dann  kann  man  sie  aber  auch  iu  da^  Product  ( 1 -f- d?/"  (1  HH^)" 
verwandeln  und  jeden  Factor  entwickeln }  dies  giebt 

(1 -I- . . .  .)(lH-»,*H-  .  •) 

oder 

1 (M|  H- + -I- •l'Ät)«* -I- . .  •  . 

Diese  EntwickeiuDg  ist  der  obigco  glclcli ,  und  man  vrird  also  auf 
die  Gleichheit  dpr  Coeüicieoten  der  gleichnamigen  Potcuzen  von  a: 
scblies&en  künueo  und  als  CoroUar  den  bekannten  Hätz  erhalten: 

Be  ItoMBt  nun  im  Falle  onserer  beiden  LehrsSlie  enr  darenf  an, 
gerade  dicjeniire  Rf^ihenentwiekeiwig  M  iedtii»  au  ifeieber  iie 

gefolgert  werden  kooneD. 

lier  erste  Lehrsatz  ist  folgender: 

,  tfAMtt  OMibiMtionen  tm  gwm  Zabiw»  dem  Same  m  Wt, 


0.  M.  w. 


„und  die  Aaaakl  der  gkidten  a,  a,  ui',  ^tmw 

„der  gleicheu  /J,  jj',      . . . .  Mieo  /*,   ^  der  ^iebe«  i',  y', 

....  Sek»     i<»      . . . .  j  M>  ist  ' 


1 

1 

a  •  a' .  n"  •  •  •  • 

1 

1 

1 

1 

Zum  üeispiel,  wenn  ^»  =  7,  s»  hat  naa  ooter  awlern  die  Cen^ 

biatttioa  2  -f-  2  -4-  1  -f.  1  -|-  1.    Hier  wäre  etwa  a  =  2,  «'  =  2, 
o"  =  1  .   d"  =  1  ,   a"'  rzz  1.     fjtiter   dit.stüi  /alil**!!   kom/nf  ilie 
2  zvvtnmul,  die  L  dreiuiiil  vur;       wäre  duber  k=.'1^  A'  =  aj  und. 
dieser  Zerlegung  enUpräche  daber  n  der  m  liaweianMltMi  GloidHuig 
das  Glied 

•  > 

2.2'2lSr 

Um  nun  die  Riclitiirkoit  der.sel?)cn  darzutlinn.  betrackte  ich  deb 
Ausdruck  (./)  als  Coefl'uicntru  von  x"  oder  •r*'-*-;^-<^'+""  aod  liabe 
daher  für  &eiu  er^tett  Glied  d«»  Produci 

T  •  "5^  •   lu'irs....' 

Eid  solches  Prpduct  kovmt  aber  offenbar  vor,  weoji  kb  fine 
Beib«  «aa  luitar  Glie^  wie  — ,  d.  b.  dia  Reihe 

•P'        JF*  JT* 

bilde,  weiclie  der  Kürze  negao  iHk  ff  beteicbnet  sein  sia^»  und 
wenn  ich  di^e  R«^lle  eben  so  oft  setze  uls  die  Anzahl  der  Zahlen 

«,  «',  a'   aiJzeiKt,  und  dann  sammliichc  Krihen  mit  einander 

multiplicirc.    lüt  uäuilich  p  die  ^uzidtl  der  m  der  Cutuiunaiiuu 

a  +  cT'  + ....  wlh*lt««i  GIMer  lad.wM  lUi  Mens 
d.  h.  das  P^odact 
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X  II.  t.  w. 

<r*       u:'  X* 
X  "H  *j"  "fr"         . . .  •  / 

entwickelt,  so  liat  man  jede«  Glied  der  ersteo  Reihe  mit  jedeoi 
Gliede  der  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  bis  zur  letzten  zu  uuUipliciren. 

In  der  ersten  Reihe  komnit  aber  das  Glied        in  der  zweiten  dna 
Glied       in  der  drittelt  das  Glied       9.S.  w.  Tor;  et  wird  nlfloim' 
Product  das  GU^d  ^  •  ^  *  ^  *  •  •  •  vorkoAmen,  liiiwifl«fc#pi  da 
daa  Glkd  ^  nidit  attain  in  der  eraten,  sopdaia  in  allen  &Mgc» 


Reiiieo  mkonait,  und  da  dasselbe  aach  ?on  den  Gliedern  ^> 

. ,  ,  gilt,  so  wird  iui  Praduct  ancli  z.  B.  das  Glie(| 

Ä**   «r**"  , 
or     «i  «r 

TarkoDiaeD,  in  welcliem  der  erste  Factor  von  der  ersten  Reihe,  der 
«weite  TOD  der  zweiten ,  u.  s.  w.  berrübrC    Das  Glied  —  « 

tt  CT 

....  wird  also  in  Product  so  oft  Torkoaunen,  als  man  ans  den 

Elementen  a,  a\  a"  verscliiedene  Permututidueu  bilden  kann. 

Die  \Ti/ri!il  dieser  Elemente  ist  aber  p;  würen  sie  alfc  von  einan- 
der ycrochieUen,  so  wäre  die  Anzahl  ihrer  Fermutationen  gleich  pl 
Ifnn  zerfalleo  sie  aber  der  Toraussetzunp:  zufolg^e  In  Gruppen,  wef- 
ebe  XU  SU  X\  n.  s.  w.  unter  üich  gleich  sind.  Daher  beschränkt 
sich  die  Anzahl  ihrer  unter  sieb  verscbüedenen  Pennutationen  be- 
kanntlich auf 


i  •  i'  « 1"  •  / 


Tn  der  Entwiche! unc  von  yi'  erhält  das  Glied  —  .  —r  .  — ;r-  .  •  .  • 

f.'       «        ii  , 

daber  diese  Zahl  zun  toetiicieuteii,  oder      eiithäU  das  Glied 


foif[liGb  euthiüt  die  Entwickelnng  von  ^  das  Glied 

'         ^  1 


DttMlbe  gilt  natiriieb  von  dei  GKedaro 

X»  1 


io  (leaen  die  Anzahl  der  Zablen  /?,  jS',  . . . .  ebeofalis  gleich  p 
ist;  und  somit  wird  es  klar,  dass  der  Coefficient  von  ^r"  in  der 

Eotwifkeiung  von  ^  aug  denjenigen  Gliedern  de«  Ausdruck^  {A) 
bestebeD  wird,  welche  soicbea  CombioalioDea  • 


u.  s.  w. 

zur  Summe  n  entspreehen,  in  denen  die  Anzahl  der  Eleaente  a, 

a',  a"  (oder  ß,  ß\  /r  u.  s.  w.)  gleich  p  ist 

Gehen  wir  nun  dem  p  bämmtliche  Wertlie  von  1  bis  zum  ün« 
«idlicheo,  eo  wird  io  der  Entwickelnog  der  Sune 


nach  i^otenzen  von  a:  der  C'ocfücicnt  von  or"  aus  sammtlicheu  blie- 
dem  dee  Ausdrncks  {A)  bestehen,  weil  die  Combinationen 


a-f-a'  -4-  a"« 


ß^§f^§r^  

II«  S*  Wb) 

denen  sie  entsprechen,  entweder  aus  einem,  oder  aus  zwei,  oder 
«Ds  nebrereD  ElementeD  beatebes  aiiieeii.  Die  Siirae  {B)  ist  aUo 
der  fragliche  Aoedruck,  auf  deieen  Anffindnug  es  mnkaM,  aod  dea 

man  jetzt  nur  noch  auf  eine  andere  Art  nacl»  Potenzen  von  xu 
entwickeln  hat,  um  sofort  den  Werth  des  Ausdrucks  {A)  dujrcb 
Verglcicliuiig  mit  dem  Coefßcienten  von  .r"  zu  crJialtcü. 

1/'* 

Eigentlich  könnte  man  die  Summe  {B)  bei  dem  Gliede  ab- 
brechen, weO  die  boberen  Glieder  T^~rr\  u*     w.  obnebin  bi^ber« 

V**  "T*  *J  ' 

Poteasen  von  ob  ale  die  «te  eotbaltea  «od  daher  aaf  dea  Caeffi- 
cienten  von  a:'*  keinen  Biaflow  üben.  Indessen  können  diese  hö- 
heren Glieder  ans  demselben  Grunde  auch  heihflKÜfpri  werden,  was 
um  so  zweckmässiger  ist,  da  die  Kumme  (//)  nur  dano  leicht  auf 
anderweitige  Art  nach  Potenzen  vuu  entwickelt  werden  kann, 
wenn  sie  ue  ins  Dnendtiebe  fortgesetat  wifd*  Man  bat  nMalicb 
bekaontlicb 


1   


^ua  ist  aber 
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folglich 


e»  —  1  =  ,     j.  —  1  =  .r -f- o:'  -f- ^* 


Der  Coeflicietit  von  welcber  den  Amdroeke  (^)  gleich  leln 
■inss,  ist  in  dieser  Kntwickelunj^  aber  gleich  1.  Der  Lehrsatz  iit 
also  erwiesen.  Kin  rfozu  gehorip:cs  Beispiel  ist  schon  od  (Ipt  oben 
aogefiibrten  Stelle  geKeben  worden,  und  ich  will  nur  noch  erwäh- 
aeB,  däM  liek  dM  mJsouebe  Theorea  «oi  lofern  Lehnatie  wie- 
derum als  Corollar  ergiebt. 

ist  nämlich  rf  eine  Prin^znM ,  so  kann  der  Ausdruck  nur 
zwei  Glieder  eathalten,  wejciie  den  Factor  n  im  Nenner  haben:  es 
•ind  diejenigen  beiden,  welche  den  Combinationen 

»  nnd  1  + 1 -h  1  + 1 (Mnnl) 

entoprecbeo.  Denn  entweder  Itt  eine  der  ZnUen  «,  et' ... .  ffleidb 
ü,  und  dies  kann  nur  lief  tiner  einzigen  ConbiBstion  der  Falfsein, 
weil  a tt' -f- a" -+-,,, ,  genau  gleich  n  sein  mnss;  oder  eine  der 
Zahlen  a.  k\  A'', iat  gleich  t$f  und  dies  kann  wieUer  nur  bei 
einer  einzigen  ComkiniCiBn  etattfinden,  weil  X-^  X'  X' 
mindestens  gleiefa  der  Ansakl  der  Elemente  a,  a%  . . . .  sein  nmae, 
diese  aber  höchstens  gleich  »  sein  kann,  in  wclchrm  Frille  a  = 
=  «''=....=  1  ist. 
neu  entsprechen  im 


st.  t)fii  beiden  oben  nngegebeneu  Combinatio« 
Ausdruck  (^}  die  Glieder 


und  sie  sind  daher  gleich  der  Einheit  weniger  den  fibrigen  Glie** 
dem,  falglich  g|eicb  einem  Bruche,  der  keinen  Fnetor  m  im  Nenner 

bat,  Ana  der  Summe      +  A  nnia  daher  der  Faetor  m  im  Nen- 

ner  vertcbrwindeo,  folglieb  ancli  aus  dem  ProdncI  derselben  mit  der 

ganzen  Zahl  {n — 1)!,  d.  b.  ans   .  Dieser  Ausdruck  bat 

aber  keine  andercu  Fuctoreu  al«  h  iiu  Nenner,  er  muss  also  eine 
ganze  Zahl  sein;  und  bierin  besteht  eben  das  Wilaonaebe  Theorem. 

Der  zweite  der  angeführten  liehraitae  iat  folgender: , 

„Die  Summe  der  Reihe 

j___7i_    ^  (/I  — l)(n  — 2)         — — ■'JM/?— 4) 


1    '         ».S  2.t.4. 

» 

„bis  ein  Glied  verscbwindet ,  iat: 

'        '    .0.-^.0.  ' 


t  j«Mwbdea  m  beiiehnngawtuo  von  der  Form  iat: 

6r,     +     2»  3,  4,  S^. 
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Mit  der  Analyt«  des  B«weisc|,  wili  ieli  «ick  d«r  KBn«  w«g«i 

,  nicht  aufbaltjen. 

Eb  ist    '  ' 

(C)  /.(l -*)t=*»^^—^  =  *»f^. 

Wird  DUR  di«^  lioke  Seite-  dadureh  entwickelt,  dau  in  die  Formel 

y  der  Reibe  nach  gleich  a:  —  a:*  und  ar  gesetzt  wird>  so  ergiebt 
sich 

«(1—  ^  -^H  «--f-.,.. 

x»-i  —  (1 
^  ü  — 1  ♦ 

bei  diesem  Gliede  kann  man  abbrecbeo,  denn  die  folgeoden  wfirdeo 
doch  keine  «tcn  Poteozea  ?oii  ^  mehr  erbalteo.  Nun  iat  nach  dem 
binomiicben  Iiebrsatze 

l (l  -       1  =  (»  —  1)^  —  (• -h . . . . 

1 -8  (1  —  ^)«-4  =  (i,  —  2)^  —  (<•  —  2),ar« . . . . 

«.  s.  w. 

1— (1  —  ^)»  =  2.ir  —  2,ar» 
1  —  (1  —  ^)  =  1 .  o:. 

JMaltiplicirt  mao  diese  Gleicbuogeu  nach  einander  mit^—, 

*  *  *  *  T*  T  *       «Idirf  dann  aliei,  ae  bat  amn 

»  — 1  «I — 2  '       '         I  . 

.... 

tu  •«  w.  bis 

^™  •  «  •  • 

Dir  Goefficient  von  «*•  iat  in  dieser  Entwickelsng  alio 

1 

*      n-i         j»— <  is-4   


.  j  ^  .d  by  GüOgL 


'  *  »■ 

DM  ein  Gli«d  Noll  wird. 

Wird  «im  M€ii  die  Mcbto  Stito  4«r  C^Mdbmifr  aialieb 

/«l"*"^'  oder  +  /«O— •^*)  «ntwickek,  ao  tolipriii- 
geo  aas  /«(l-f-x*)  laoter  Glieder  voo  der  Form 

ood  ase  -^^•(1 —  d;')  fftiiter  Glieder  veo  der  Form 


Die  Potenz  ^"  kaon  daher  nur  UaiiD  YorkomiDen,  wenn  »  entwe- 
der durch  3,  oder  dnreh  2,  oder  durch  Wde  xugleich  theilbar  ist, 
also  wenii  1»  cioe  der  Fornen  ^v.  6r.'-h2,  3,  4  Lut.  Der  Ausdruck 
{D)  rerscbwiiidct  also,  wenn  1»  eine  der  heideii  Formen  Oer  + 1>  5 
hat.  ' 

Suchen  wir  nun  den  Co«  fticicuten  von  a:"  für  die  crätcrcu 
Falle.  Wefiii  n  nur  dorch  2  Üieitbar  ist  und  also  eine  der  Formen 

%c^2,,  ''i  nat,  »«  kommt     '  nur  unter  den  Gliedern        ror  und 

1  2 

sein  Coefficient  ist  —  oder       da  jetst  is=3i>  ist. 

Wenn  •  nnr  doreh  3  theilhnr  ist  und  also  die  Form  6fr 3 

hat,  so  kommt  or*  mir  unter  den  Glieders  ( — l)f*+^ —  vor  ond 

1  3  '* 

amn  CoeC&eieot  is^  (— '  U^^IT        Zlt  da  jeUt  »ss%»  ood  #1 

^pigerade,  mithin  fi-^-l  gerade  isf. 

Wenn  schliesslich  u  sowohl  durch  2,  als  durch  3  theilbar  ist, 
und  alüu  die.  Form       hat,  so  kommt  jt"  sowohl  unter  den  Glie- 

denn  (—  ly**^— j  oi»  oucb  unter  den  Gliedern  —  vor.  Dort  bat 

1  S 

et  den  Goefücienten  (—1)"+*—  oder  —  — ,  da  jettt  «=3/»  und 

fi  gerade,  uiilliin  un<?orude  iht^  hier  hat  es  den  Coeflicientco 

1,2 

—  oder  — ,  da  »  auob  =2v  ist.   Die  Summe  dieser  beiden  CoefiK« 

1  ^ 
denlOB  iit  a^r  gleich  7^* 

Faneo  Wir  alles  Totstehende  insammen,  so  ergiebt  dch,  daie 
der  Ansdrook  (p)  oder 

^    <s-t      (i»-4)(«-5)     (<t-H(^-6)(m-7)  . 
bis  ein  Glied  Noll  wird^  gleich 


ist,  jenoclidem  n  eine  der  Formen  Qv,  61;  + 1,  2,  3,  4,  5  hat 
Wird  hier  «  +  3  aosUtt  »  gesetzt,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 

,      n       (»~l)(i»~.2)  .   (<i-g)(ii-S)(ii^4)  . 
gleich  '        .  - 

i»^t>      m+i»  n-¥V  n+r  " 

jeDaehdoi  n-l-S  die  Pemee  60,  ^  +  1;  2,  3,  4.  5,  d.  b.  jeiaeb- 
dem  n  die  Fenen  Ov-f-^»  4,  5»  0»  1,  2  hetj  oder  jese  Swae  kit 

gleich 

n+t»  li^-r  "»     m-#-»»  üH-l' 

jeDaebdeB  •  diePoraea  6cr*|^0,  1,  2,  3,  4,  5  bat,  welehei  dersn 
leweiieiide  ti 


^ehrsatz  ist. 

Man  knnn  nber  auch  diese  lästipfe  Untersrlipidiinj::  der  Formeo 
VOD  n  vermeideD  vod  einen  geoerellen  8ummeDnusdruck  für  (ü^) 
finden,  weea  me  die  rechte  Seite  der  Gleichung  {€)  mit  BOlfe  dee 
InaffiDiren  auf  eine  andere  Art  entwickelt.  8ind  nämlich  a  nod  ß 
die  Dciden  primitiven  Cubikwurzclri  der  Einheit,  so  ist  a  =  co9  |7r 
-4- f  sin  l-jf,  ßssteot  ^JT  —  i  sin  a-^ß=S'^l,  c^s=l,  aod 
mau  ixut 

=  /«(^£+£!)  =  ^d+'fit+M 

In  den  BntwiclLelnngen  diewr  drei  Glieder  kernst  die  Petent 
mit  den  Coelficienten 


vor,  folglich  iat  der  Anidrack  {D)  gleich 

n 

Bm  iit  nher 

=s  (cos  |2r  +  •  lin  1^)'*  =  cos  9  sin 

ß-  =  (cos  |w  — « sin  |7r)*»  =  coa       —  i  sin 
a  •  -h  /S*  =  2co8  -j-Ty; 
daher  hal  mu  (uD)  gleich 


üigitizeu  by  <jOOgl 


n 


Wint  hier  wieder  m^^Z  atett  «1  gewtM,  ao  iit  die  Simm 
a  «.»  «tri  

wenat  wieder  die  obigen  eeeht  venebiedeneii  Werti»e  liervorgebcn. 
wenn  man  die  Formea  der  Z»ll  m  iu  Beeng  nsf  den  Hodulne  6 

nnterschcnJeu  will.  w 

kimr"'  ^»»^  Lernende  %e  ich  docJi  einige  ähnliche  Sätro 


2)   (»  -f  - 1),  -  2 . +  3 .  (•  -  1).  -  4 .  (•  ~  2)^  -t- .... 

t.S....w  ■■>'         1,2.... «—2  

1.3.... «^4  ••..-.-i^ 


— '     •  **•  —  2 .  ein  i .  etil  1 1     2  •  i 
iiDd  ..■  wiN  aU  kMt  nmcg^ii,  J«,«  „  „.der  reell  noch 


8 


M 


V. 

lieber  die  Redunngfispiderai  te  V.  Th^ 
S.       dlesM  Axtütvs. 

« 

Von 

üeriru  A.  Göpel 
u  Bttriia. 


1. 

Oie.su  lösende  Avi|gfabe  ist  folgende: 
„Haa  aoll  die  Zehlee  tob  1  lua  S  deigeatalt  io  dee  Seheo» 


er,  c 

„schreiben,  dass  die  Summen  der  drei  Borizqntalreiheii,  der  drei 
,,Verticn]rciTien  und  4er  eraten  Diegeaelreilie  («,     i)  gleiche 
„Wertbe  ergeben.'* 
Beaeiebnef  neu  die  drei  Benseetelreiben  der  KBrie  wegen  be- 

sieblicb  mt  h^,  4,,  ^, ;  eben  so  die  Verticalreiben  aiit  f^j,  f^,,  r«; 

die  atale  Diageeale  mi      ae  bat  aiee  die  Gieicbmgen 

1)   ^«  =si,  SS  r,  =5 

NoB  iat  aber  die  Siwiae  aller  9  Zablen  gleieb  45$  falglicb 

worana  aicb  ia  Verbindaog  aii  1)  die  Gleiebaagea 

ü,b15,  '«,s15,  </,=1S 
2)    ^,  =  15,   f;.  =  15, 
=  15,   f',  =  15, 

ergaben,  von  denen  eine,  z.  B.  r,  =  15,  weg^^elassen  werden  kann, 
weil  sie  sirli  M\vv\\  die  übrigen  von  selbst  ertullt.  Es  bloihen  dem- 
nach sechs  (ilcicbungen  snr  Beatimmung  der  aeun  Uubekannten, 
nnd  das  gcwSbnIicbe  Teffiibren  wfirde  ana  weiter  deria  beaCebea, 
daas  man  dreien  von  ihnen  veraaebaweiae  beliebig  Warthe 
aaa  der  Zableareibe  1 . « . .  9  beilegte»  Iria  aaa  aa  aiMtliehea  Com- 
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bioaHoDcn  relaigt  wftre,  welche  für  die  fibrigen  6  üeMLannten 
g-eeip:nefe  Werthe  licfprtpn;  nämlich  solche  Werthc,  die  nfhsf  t?pM 
ä  willkubrlich  angeDummcBcu  die  Zahleercibe  1 ....  9  erschuutten. 
lo  dieaer  Be«iehuo|f  wäre  noaere  Anfffilbe  «lao  nicht  des  Brwäiniens 
Werth.  Viefleiclit  tat  aber  flie  leteeMe  BebaodluDg  im  Stande»  ihr 
dadurcij  eitiigea  loiertaae  so  TerleilieD,  daaa  aie  die  Veranche  regelt 
sod  mindert. 

Die  Wirksamkeit  der  Auflösung,  welche  ich  zu  geben  im  Be- 
arriff  hm,  eratreeict  tltk  wUl  weiter  el»  «nf  die.  vorliegende  Aufgabe. 
Üm  gleich  ihre  ganze  Bedeutung  erkennen  zu  lassen^  stelle  ich  da- 
her (He  folgende  Aufgebe,  wikhe  jene  ela  beaondern  Fall -in  aicb 

acbliesst. 

»fMan  aoU  nenn  beliebig  gegebene  Zableii  dergenlalt  io  dae 

„Scbeaui 

.  •     *  mit  6f  4X  ^  s 

*•,/■ 

r.  *.  <  • 

„einschreiben,  dass  die  Summen  ^i-i-Vi,  ^a-H*'»»  ^t^hv^^ 
+  fii  gleiebe  Werfbe  beben/' 
Die  Bedeutung  der  Buchstaben  A^  bis      Jet  dieaelbe  wie  oben. 
Keaeicbneti  mka  ^  die  tSnnin  «Her  «enn  2nlleB  mit      ao  bat 

Bwn 

'^.■+-i4»  +  A,  =  « 

V 

«giicb 

nnd,  wegen  ^i+f^i  »il»-|-««=5i,H-r, :' 

I 

Die  Bedingungen  4er>An%nbe  aind  aieo  amgedräskt  4nrch  die 

GJeicbangeo: 

4)  ii«^frtsb|a 

5)  A,-*-.«f,=r|# 

SubstUnirt  man  hier  fdr  A|  bia  ihre  Warthe  in  a  bia  ao  er- 
hält  muD 


AMlrt  mnn  düü  7)  und  8)  und  zielit  davoB  tt)  im4  10)  ab,,  «o  er- 

giebt  sich 

11)  &'^ä=z2ii 

addirt  n^b  7)  und  9)  und  infct  dnron  8)  und  10)  nli,  lo  bnt  mn 

12)  c-^g=:2ei 

•ddirt  ann  8)  nnd  9)  nnd  nidit  daten  7)  ud  10)  ab,  w  wird 

13)  /^MtmUi 

oder  mit  andern  Worten: 
„die  Gruppen  6,  i,  d\      e,  ci  /,  a,  A  bilden  drei  aritbaetiidie 
„Proportionen". 

UoigekeLrt:  wenn  dies  der  Fall  ist,  in  lind  die  Bedingungen  der 
AnfVa))c  erfüllt,  d.  h.  wenn  die  GleicbuDgen  11),  12),  13)  stattfin- 
drii.  SU  ergeben  sieb  daraas  die  Gleicbune:en  7)  bis  10).  Denn 
addirt  man  11),  12),  13)  und  fiigt  auf  beiden  leiten 
biotiii  so  kni  BMI 

#  =  ««  +  «  +  #) 

oder  die  Gleichuni^  10).  Addirt  «nu  11)  md  IS)  mid  ftgt  n£  bei- 
den Seilen  2m  hinu,  ao  bat  tun 

oder  die  GtrirTiiiDg  7)  u.  S.  f. 

Dcsshalb  ist  die  Aufffabe  folgendemiaaasen  voHständig  gelöst: 
,,Man  bilde  nni  oen  gegebenen  Znbien  nvf  alle  niSglichen 
„Arten  drei  Gruppen,  deren  jede  eine  nritbmetiidie  Proportion- 
„sei  ,*  und  setze  jede  dieser  Temionen  von  Gruppen  auf  ;ille  adg- 
„liclieo  Arten  der  Ternion  6,     ä\      e,  c\f^  a,  h  gleich.** 


Wendet  man  dies  z.  B.  auf  die  Zalilenreibe  i  bis  9  an,  so  Sber« 
aiebt  «an  auf  einen  Blick,  dnae  eich  nna'ibr  anf  die  Toigeechrie- 
bene  Art  snr  folgende  Groppen  bilden  kuMent 

a)  1,  2,  Ii  4,  5,  6;  7,  8,  9 

/?)  1,  2,  3;  4,  6,  8;  5,  7,  9  ^ 

Y)  1,  3,  5;  2,  4,  6;  7,  8,  9 

d)  1,4,752,5,853,0,9. 

Man  würde  nleo  .unter  nndem  (ana  8.)  folgende  AoHSeungen  er* 
balten: 

*i  <i  «'f  g»  «f  «i/f  •»  * 
a,  4,  65  1,  3,  55  7,  8,  Ol 
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^1      gi     «!/»  <»,  /<  ^ 

2,  4,      1,  8,  5;  8».7; 

woraus  tlie  beideu  HnAufA^c  euUleiiea; 

8,  2,  5  8,  2,  5 

1,  9»  4  1,  7,  4. 

■ 

4. 

4 

■ 

Wenn  man  in  der  Aufgabe  (2)  norti  <!ic  Bedtni^unt^  IriazufUgt, 
daaa  ^,  =  r,,  ^,  =€^g  aeio  soll,  so  dass  also  sämmtliche 

BnehtUKen  bia  gleicbe  Wertbe  erfaalteD,  ao  treten  zu  den 
ÖleitibilBgeD  Ii)»  13^,  13)  nur  uocli  die  Gleichungen  ^,  ss  fr,, 

=  f, ;  denn  aus  dieaeo  folgen  sdir  Icicbt  die  obigen:  4,  stfi, 

=  =  tf,.   Ba  Biuas  aisu  sein: 

eder  ^ 

c  —  e  =  h  —  «,  0 — /"=•  — 

mtblti  eileidet  die  Auflösung  nnter  (i)  die  Beichrftnknn^,  daaa 

,,die  Gruppen  0 ,  f ,  d\  g",  e,  c\  a ,  h  nicht  nur  nnthmetiRche 
,)ProportiüQeu  mit  einer  und  derselbe- ti  Dillerenz,  sondern 
,,anco  zugleicli  fallende  oder  steigende  äciu  müssen**. 

1 

Wendet  man  diea  auf  die  Zahlenreihe  1  bis  9  an,  so  erhält 
man  die  Auflösung  jener  aogenaonteu  Rprhnun<T8<;|Mr]f>rei.  Bs  er» 
bellt  nämiicb»  daaa  von  den  unter  (31  autgetubrteu  Gruppen  die  j^) 
Mnd  aniair  BeUaebtvng  fallen  |  aoa  ton  den  beiden  andern  giebt 
•)  a.  &  falgende  AnflilaaBg: 

*i  «  »  '^5  C\  /,  ff,  h  ^ 

l,  2,  3;  7,  8.  9i  4.  5, 

aber  aneb 

<t  tl\  gy  «»  <?|  /.  •«  * 

3,  2,  1;  9,  8,  75  6,  5,  4; 

wofaua  die  tieidcn  (taadrate  entateben: 

3,  S,  4     nnd     1,  8,  e 

7,  6,  2  9,  4,  2j 


io  denen  sämiDtiicbe  Reiben  mit  Aiisnabiiie  der  (hier  su  geoannteB) 
sweitcD  DiagoDalreilie  gleiche  SoiiBee»  Oirlich  ^  oder  15,  geben. 
Das8  von  den  so  so  enietendeii  Aadösangen ^manche^  wie  z.B.  die 
eben  angeführten   nh  Hlentiscb  zQ  beiNwkIeo  sied,  ilt  ein  Anderes 

upd  überdiess  aiigeutällig  genug. 


VL 

lieber  einen  Satz  von  der  Couv^rgeuz  der 

KeiheD. 

Aus  einer  Abhaudlung  des  Herrn  Professor  C.  J.  Molmsten 
zu  Upsiihi  in  den  Nor.  Act.  Reg.  Soc.  scieutiaruin  Upsaüensis. 
Vol.  XU.  UpsaUae.  MDCCCXLIV.  p.  m  mitgetheilt 

Ten » 

dem  Herausgeber^ 


In  einer  „Note  «ur  la  convergence  des  s^ries"  iiber- 
seliriebeDen  sehr  lesemwertlien  Abbandlang,  welebe  in  dem  ao  eben 

erschienenen  neuesten  Bande  der  Schriften  der  Königlichen  Soeie- 

tat  der  Wissenschaften  zu  Upsala  o.  a.  O.  «hn-rdrurkt  ist,  hnt  Herr 
Professor  C.  J.  Malmsten  zu  Upsala  dea  toigendea  bemerkene- 
irerthen  Satz  tod  der  Couvergenz  der  Reihen  bewiesen: 

8oit  /(op)  ane  fenction  de       qui,  en  coBservaatIt 

m^me  sicruc  pour  toutcs  valcnrs  t r  c  s  -  r o  n  s  i  d  erab les  de 

va  toujours  en  dimiuiiant  et  a'ävaoouit  pour  ar==:ao;  gi 

> 

lea  adries 

Coö  a  OS  2«  ./T(2)H-Cos3a  ./(3)4-....-^Co8iw.>1(ji)-|-etc. 

Sio  a ./H)-i-Siu  2a  ./(2)-h&ia  ^  ./(3)-#-«^*|-Sin  ma  ./(M)-he(e. 

aont  toujours  convergentes  pour  toutes  les  valrura  dea». 
qai  ne  sont  pns  infiuimeDt  pr^s  de  0,  2nr,  4;r,  etc. 

Nachdem  Herr  Professor  Malmsten  diesen  Satz  mit  äülfe  der 
Iiitegralreebnung  gereobtfiertigt  bat^  sagt  er  «m  Sehloiio  laiMr  Ab- 
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bondlung;  A  pr^ent  noug  »lloD«  donner  pour  tb^or^me  impor- 
tant  une  «lemooatration  aus»  ainple  qu'^lömentaire,  qui  pour  cela 
■i^me  BOUS  aeqible  m^rUer  une  place  oans  les  Trait^s  dl^eotaire« 
des  a^ries.  Diesea  elementareD  Beweif  wenie  ich  im  FolareDdcn 
den  Lesern  dm  ArcbiTi  Bit  dM  Harra  Vwhmn  eigeneii  Wortmi 
iMtlbeilen. 

Dö«igDou8  par  St  et  £l'k  lea  aomiaea  respectives  des  Xr  premiers 
teisw  dM  alriea 

Co»  «./(!)  -H  Cos  2a ^2)      Cos  3a ./(3)  Cos  «o ./(»)+  etc. 


)....  (1) 

Lm  s^ries,  doot  il  s^agit,  sAiit  done  canTergmtoa  ai  poar  Im 
kam  infiaiiiest  grtmdM  4%  A 

Är„+*  — et  S'^  -STi 

s*approcbent  infmiment  d«  s^o»  quelqm  graod  soit  le  aosbre .Mi- 
tter    c'eat  a  4u-e|  i^i 

'  Ii«       -  Sil  a»o, 

liafir^^^iS'iilssO. 
,A  Mii«e  dca  ioranlM  coaiiiief 

Cos  a=  aam^   ' 

=  äSkÄ  » 

on  p»m  actlr«  Im  foröRilM  (1)  soiti  eette  forat 

S^^Sk= — i— .  I  Sin  (iH-H-i)«  -  Sio  {JH-MÜ^U 

d^iäf  m  te  rappelaot  qoe  - 

Sia(j&-i-s-|-i)a= ii^io  {Jk-^i-^l  )tt .  Coa  j — €oB(iH->+i)a  •  Sin  l*» 


issm 


—  i^/(X:  -i-  i )  I  Coa  (X:  4-  i     l)a  —  Cos  (X:  -t-  > 


a 


—8k=i    iCotaog     .  A  —  iA' 

« 

eil  nppomBt  poBr  Bbr%tt  Itt  cxprBidOBi 

A ^'f/iJk  +  0  {Sin (>t  + 1 -*-!)« — SIb -I- aa\, 
A  =  2/{Jk •+-  •)  ICos  (it -I-  •  -f-  l)a  -  Coä(it  -f.  •>}. 
Mais  les  quautites  A     A'  p^uvent  ausst  ^tre  mises  sous  cette  fonne 
A  =^}^*j^SiD(^t+l)ay(^H.H.l}-Sin(^i>./(^^^^ 

^*oä,  ^Bt  i^soo'  et  «Ubs  ce  €•■ 

OD  aura  imai4diatemeDk 

A  =  ^  iSin(Ä-4-f-t.l)a./(XrH-»-f.i;-SiB(ife-i-»)o./(X?-i-ij| 


*eatfidira 

A  =  Sin  (^-h«-|-l)a./(^-f-»-|.l)-Sin  (^4-l)o./(*-M). 
A'  =  Coi(Xr  +  M-f>l)a  ./(^-♦-«-♦- 1)  —  Cos(i&+l)a  ./(^t  -h  1). 
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(ela  Haut,  bi  /{a;)  s'^vanouit  poar  les  voleun  isliDiBeiit  graodet 
ile      il  s'eniiuit;  ^fideniaieiity  qne 

il  parlaiit»  w  i^it«  dM  fbramlu  (8),     .  ^ 


Cir  totttw  Im  valeui  ie  a,  qni  ne  s'npiecfcMt  fnfiniMit  de 

C.  <t  F.  Pi 


m 

Note  8or  rintögrale  finie  S^'y* 

Par 

Monsieur  C.  J.  Malmst^n^ 
FkvfMsevr  dM  Mtcb^oMtiqu«  4  rUniTtniU  dUpnla* 

(Am  deo  Novis  Actis  Rente  Soctttati»  •cienturum  Upnliensis.  VoL  SSL 
üpnIiM»  ItU»  inilgttlidlt  ▼ob  Hanmi^b«;) 


Etant  |f  Ulla  finctiaB  aiti^  4e  4r*  od  aait  bi«»>  'qae  riafel- 
grala  fioia 

peat  tonjoiurt  ae  troover  soni  la  forme  finie  par  ]a  fonanle  conmia 

•4- etc.  ....  (1) 
9k  laa  coiffieiaiia  aoat  ädtaraiinda  far  las  dqaatioiii  *) 


•)  Vojez  L«eroi»  Tinit4  dai  Differ.  et  dei  8^  Pam.  ISUk 
pag.  lOÜ. 


4t 

/He*_l)+i..^«*+^=-0 

■  *  etc. 

La  tont  emiito  k  tromr  jim  exprtssion  g^n^rale  poor  calculer 


1 


Cest  cette  relation  cjoe  je  vais  faire  conoaitre  dans  la  oote  pr^ 
sente,  et  qui,  je  crois,  doit  dtre  d'autant  plus  importaDte,  quelle 
noas  fouroit  un  mojen  aise  de  di^nootrer  rigoureuaeoieot  la  for- 
aide  ayifboliqiie  •    .  •    *    ^  •  - 


1 


0    '  — 1 

V 


y<  dtftot  uae  fonctioa  «a/iere  de  4?- 


Soit  y  uue  iuüctioo  eotiere  de      de  jTiieuie  degre,  et  substi- 
(1) 


au  Heu  de        '  ' 

1»  formale  (1)  poarr»  6bo  pr^tent^  tom  cette  fdraio  , 


*)  Gfundldinii  4n  hten  Amlynt  von  J.  A.     fcelwtin.  U.  Bd.  ^  578. 


Digitized  by  Goo^I 


Mais  par  la  formole  connoe  > 

V-  e^ff  —  ei^Xe'bif 


d'on,  ea  rabititOMit  pm  ^jr 


,    tt»  «B.pMBBt  9(0  BQ  Hill  4« 

•  i  - 

SobstitnoBi  ii  prteil  tette  valm  de  t*i/.^  daoi  (9D|  «1  «e 
lant  qne  '  " 


on^  si  Ton  pose  daos  la  derniera  somme.  i  au  iieu      r  -|->  Xr, 

Od  eo  couclura  tres  CacileaeBt,  poujr  U  d^tanBtnatioo  des  coäfii* 


O 


et  gdadnleneni 

BB 
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Ott  eafiii 

Ed  meUant  m  —  1  a  ia  place  üe  «v,  od  anra 
d'oü,  eo  difffrBBliant  par  rspport  k  i&» 


(5) 


Mnltipliong  a  pr^ent  la  fornole  (4)  par  et  eo  retrancboD«  (5); 
■Ott  amui  riqntioa 

qni»  poor  toe  Mtiafaite»  eiige  ^vidMBBenC  ^« 

,  ^  Arft?— i 

SS -r-^p-, 

•  ^nt  un  Dombre  entier.  En  posant  ici  succeiiive  '1»  •  —  2» 
d— etc.  aa  lien  de  i,  ü  en  rdaultcra 

e'Mt  ä  diit,  «■  votn  de  (8),  ' 


ToIIk  r^aation  tr^s  simple,  qui  fait  dependre  Ia  d^termination  des 
coefficiau  A  de  rexpreuioii  gdoMe  des  ddrW^  de  U  foectiee 


1 


Qnatt  t  e  le  veleur  de 

~4B  * 
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eile  pourra  se  trouver  imin^iiteiiient  par  une  tornule  que  ooiit 
STOUB  aatrefois  deBonti^e  *),  savoir 

«r  =s  (-  1)T  .  Ä  (-         a  Z,* 


1 


1 


"       *      fc=i    - 1)*' 


•)  TiMOMMt«  Nov»  40  InlMB.  Ma.  fM.  Ui»mUm.  1842.  Cfr.  ArduT 
4cr  Httfaenatik  und  Pliyiik  w  GfOiMit.  UL  Th»  ^,M, 


VlII. 

4 

lieber  das  r^poliUre  Siebzehneck. 

Naoli'  einem  Aufsätze  des  Herin  B.  Aoiiot,  Ptofessear  an 
CoU^ge  Saint -Louis,  in  den  NouveUes  Annales  de  Math^ma- 
tiques.    Journal  des  canftidats  nux  dcoles  polytechnique  et 
normale,  r^g^  par  Terqucm  et  G<^rono.  T.  IIL  Faria. 
1844.  p.  27i.  frei  bearbeitet 

tea 

d^m,  üeraaägeb^r. 


Wenn  auch  die  folgeutie,  uui  die  Auflösung  von  fänf  auadrati- 
aeben  Gleiebaogea  we^rmAa  BereekBung  des  regaliU«s  Sieliteba-' 
ecks  im  KreiM  nieot  cliea  viel  Neaei  enthält,  so  scheint  dieselbe 

doch  (IpshaMi  zu  rerdieneii,   allgemein  heknnnt  und  hci'ni  Tntcr 
richte  bcnatzt  xu  werden,  weil  sie  bloss  die  elementarsten  ttätza 
der  ebenen  Geonetrie  in  Ansprach  nimmt. 

Wenn  in  Taf.  I.  Fig.  3.  der  um  den  Mittelpunkt  0  mit  eiaett^er 
Einlicit  gleichen  Halbmesser  beschriebene  Kreis  voo  dem  Punktet 
eii  la  «ebMhn  gieic|ie  Tbeile  eingetbeilt  ist,  und  die  Begea 

Jßy  Je,  AD,  JE 

leijpeetive 

i  *  ±  1. 
17»       17'  17 

der  t^^nnzen  Peripherie  hetr^ig^en;  so  ist  nach  dem  pjtbagoräifchen 
Lebrimtz.e,  wie  uui  der  iiitelie  erbellen  wird: 

1  =  ^AC*  +  (1  —  V^AB*  — 
1  SS  M^*H-  (1  —  VAC^^\AD*\\ 
1     \AE^  -4- (1  —  VAD^  —  \AE*Y^ 
1 8=5  a — VAE^'-^B^Y  ; 

woraus  man,  wenn  man  die  Quadrate  auf  der  rechten  Salto  der 
GieickkeiteMi€ke&  gebttiig  entniekell;»  leieht  eikält: 
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Mao  getaugt  za  diesen  GieichtiuB'eB  atich  onmittelhar,  wenn  man 
■Sei  von  4en  Pnnkten  B,  C,  £  auf  den  Durchiuesser  AA^  Per- 
pendikel gefällt  4«nkc,  weil  man  dann  nadi  «inut  bctoteten  geo- 
jMlriiciieB  Saite  <ie  fftlgaadin  l^pbftlonlfit'  bah 

•  i, 

%iA^^Aß%  VAB^-^iAC'*, 
t  iACm:AatV^:ja*  -  ^i>^ 

2  :AEr:=AEi  VAE*  — 

Hackt  naa  ilie  obigan  GlelebniigaD  rational,  aa  0tblUt  aan: 

AB*^kAB^^  —  AO^ 
AC*-'AAC*:=z^AD\ 

aad  bierant  ergiebt  aicb  weiter: 

Aß*  SÄ 2  :i  1/4-^6'% 
A€*sat%shi^4^^AJ^\  . 
-rfü»  =s2db  1^4  — 

«  ;7:  V  ' 

wo  sich  »OD  fragt,  wie  die  Zntcheo  zu  nabmo  aind,  waa  laiebl 
«nf  folgende  Art  enUchiedeii  werden  kann, 
WaanSialieb 


.JJ! 
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.und  das  Uuadrat  der  Hehne  dea  vierteo  Tiieiia  der  Peripbfrie  2» 
dsi  <|iuiAf«t  des  DnrekafliMn  oder  der  Mae  der  kalben  Periphe- 
rie 4  lek;  eo  in  olbabar 


C4; 

and  man  muss  also  in  den  drei  ersten  der  viep  obiffcn  Glciclinngen 
das  untere,  in  der  vierten  Gleichung  daa  obtfe  J&Lelieii  aebmea» 
d.  b.  man  mnaa 

oder 

4  — ^Ä*  =  2-»-l/4  — 

4-^^i6*  =2  —  k7=^7* 

Beaeicbnea  Wir  aaa  die  vier  Sebaea 

Jl,ß,  A,Cy  AJ},  A^E 

dnrch  %  ri  jr|  io  iat  effeaber  aacb  den  pjtbaserKieebea  Lebr- 
latie 

,  •  sk4^2fi9*, 

ff  =1/4  — 
«rs=  1/4  —  ^/1% 

;r==l/4  — ^iB»; 

und  wir  babea  deber  aacb  dem  Obigea  die  vier  feigeadea  Qlei- 
cboagea; 


1) 
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7Aeht  man  d>e  dritte  Gleiebong  fon  4»  M«t«to,  Ae  vitrta 
GleicliuDg^  Too  der  xweiten  ab,  so  erbfilt  tob; 


also ,  wenn  nan  nokiplieift  ood  dann  aofbcbt,  wai  lieb  aiiaabaii 

2)  (f#-icr)(»-i-*)Äl 

Zieht  man  die  zweite  GleiciiuDg  von  der  ersten,  die  dritte  Glei 
cbmig  von  der  zwaiteo,  die  vierte  Gleieboug  von  der  dritten,  und 
die  ente  Gleicboag  ves  der  Tiertan  ^  ao  ZhSH  aaac 

#•  —     =  f  —  «>, 

dr»— «•  s  — (li^tOs 
all«,  weBD  aan  aiBltipIteirt  vad  aafbebt,  was  sich  aufheben  Jäsit: 

oder 

5)  («w— r^H-M— fw)(sw9— tf^H-.M»— i0jr)-3]. 

Mao  setze  nun 

Q«adrirt  mam  die  erste  dieser  drei  Gieicliungen,  so  erhält  maa; 

•iso»  weil  Bacb  1) 

1»»  4. 1,»  4- 1^»  ^  ^» jj^  ^  g 

Ist»  BBd  wegen  der  GleicbaBg  3)  OBd  der  sweiten  der  Gleicbon- 
geo  9ßi 

Die  GleichuDg  5}  kann  man  auf  folgende  Art  daratclleii: 

(        MT-h ns)  ( SIT + M)  « 1 , 
1  !•  .  * 


alsoy.  wenn  man  ntiltiplkiitt 


d.  i.  nach  3) 

Naeb  1)  ist  aber»  wie  na»  leiebt  findet: 

n^vx  —  v~in/  -\~  w^vop  —  je*tfw 

«s  —  («r  —     -I- «ar — i«r) 

+ a(— •»  H- IT    1» -h    -1- 4(eMt — idf ) 

und  folglicb  aaeb  dem  Obigen 

8)    r>^.3y4-2Jt  =  5i. 
Quadrirt  uiao  die  zwcile  der  GIcichungeu  6),  so  erhält  inati: 

•  1« 

7^  SS        +  8Z. 
Nach  1)  ist  aber,  wie  man  leiebt  findet: 

d.i. 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

Weil  nun  aber  nach  8) 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung 

0)  2(X+y)-f-Z=:-3. 

Zwischen  den  Grüsseu  X,  1,  Z  iiat  mau  daher  jetzt  die  drei 
folgenden  (Ueiehimgen: 


üiyiiizea  by  Google 


51 

10)   ]  r*H-SF-t-9X=2, 


oder 

H) 


X(X-l)  =  2(r-|-3), 


Multiplidrt  man  die  beideo  «rstM  6lti«liangfa  m  «inandcr,  lo  er« 
bilt  ■an  die  GleichnDg 

«eiche  für 

xy=--4,  x=i,  ys=s^3 

erfSlIt  ist.  Für  X  =  1  folgt  aus  der  ersten  und  dritteo*  der  Glei» 
chungeo  11)  »ogleich  r=:  —  3  und  Z  =  !.  'Für- F=  —  3  folgt 
«US  der  zweiten  und  dritteo  derselben  (Tieicliuiiiron  \'  =  1  und 
Z  =  1.  1d  beiden  Fällen  wäre  folglich  Z  positiv  ^  was  ungereimt 
ist,  de  necli  dea  Obigen  Z  =  —  mpt»:^  nothwendig  eine  eegatire 
GrSeee  eelii  ainse.  Ano  kenn  mir 

13)  xr=-4 

sein.  Eliminirt  miiD  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  ersten  der 
Gleicliuogen  10)  die  Gres6e      so  eriult  mmn  die  Gleieliung 

14)       — X*--6X+8b=0, 

und  wenn  mun  aus  der  dieicbunj^  13)  uud  der  zwritpn  der  Glei- 
cliutigeu  Iii)  die  Grösse  X  eliminirt,  so  erhält  mau  dte  Gleichung- 

15)  y»-+.3y»  — ay— 8s=o. 

Eine  Warsei  der  GleiebuDg  14 )  ist  2,  und  eine  Wnrsel  der  Glei- 
cbuDg  15)  tet  8w  Dividirt  man  also  die  Fanctiooeo  dieser  beideo 
Cileichtuiirfn  ros^pccHve  durch  X  —  %  tnd  JTHh^»  le  erhält  mmn 
die  beiden  folgenden  Gleicbuogeii: 

1«)  (Jt  — «)(X«H-X-4)  =  0 

nnd 

17)  (y+2)(y»4- y  — 4)  =  o. 

Die  Gleichung  16)  ist  für  X  =  2 ,  und  die  Gleicliun-T  17)  ist  für 
y  =:  —  2  erfüllt,  welchem  letzteren  Wertlic  wegen  der  (jieictiung 
13)  wieder  der  Werth  X  =  2  entspricht.    Nun  ist  aber  offenbar 

I 

•      -f- »:>  1), 


i. 

und  folglidi  am  so  mthr 

d.  i.  Xl>2.  Also  kann  nach  dem  ObisreD  weder  X  =  2,  nock 
y— — '2  srin.  iinü  nach  16)  Und  17)  kabfu  wir  duker  die  beiden 
iulgeudea  Gleiclmugeo;  ' 

18)  — 4  =  0 

und 

19)  F»-^r— 4==0. 

Auoii  crhcllf*f  nus  dorn  \  orlicrcrf  l^^ntlen  auj^loicli  ,  dass  A'  positiv, 
tolgticU  weg;i-n  der  (jieiciiuop^  lo)  die  Grösse  >  negultv  ist,  uuü 
aus  den  Gleicbungeo  18). und  19)  ergtebt  sich  daber  jetzt,  dass  X 
und  Y  rcs{)ective  die  positive  UDd  negative  Wurzel  eiiier  und  der- 
selben quadratischen  Gleicbnng,  weleke  wir  überhaupt  durch 

20)    t»-i-Z7  — 4  =  0 

beteicbnen  wallen,  sind.  Mittelst  der  dritten  der  Gleichungen  11) 
Üodet  man  leicht  Z  ss 1. 
Setzen  wir  nun 

«  =ss     «9  — er, 

j         =  ■ —  VlCf 

^    I  II         f-'«y } 

so  haken  wir  nach  de«  Obigen  die  folgenden  Gleiekvngen: 

Nekmcn  wir  kienu  noch  die  GleichuDtj^  2)  und  beachten,  daia 
Z  =  — 1  ist /so  erkalten  wir  die  beiden  folgenden  Sjstene  von 

Gleichungen : 

23)  SP, +fr,  s=  JC,  Wtf.s^l 

und 

24)   SP,  H-ar,  =  F,  fr.or,  =s  — 1. 
Aua  den  beiden  ersten  Gleichungen  crgicht  sich: 

W,«*Xsr,*-l=:0, 
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004  ttu«  «leu  beiden  letzten  GleicbuDgen  folgt:  ' 

F»i  — 1  =  0, 

or,*— y^r,  —  1=0. 

Weil  Bim  Pi  =5  r  -I-     offenbar  positiv,  wegen  der  Gleichong 

«r,ri  =  —  1  also  «»,  negativ  ist,  so  sind  v,  noa  fl^i  retpectivf  din 
negative  und  positive  Wurzel  der  Glcicbuog 

23)  — 1=;0. 

Weil  rzzvx  offener  poeitiv,  wegen  dfer  Gleiebnn^  «&|^,  ss  —  1 
also  tr,  negativ  ist,  so  sind  t^i- uoif  retpective  die  negative  oad 
positive  Wunel  der  Gleichung 

V  2«)    CT,«- ri7,  — 1=0. 

Kacb  21)  Laben  wir  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Gleicliongen: 

und 

28)   fr-f-«  =  rM  far  =  ^,. 
Ans  den  beiden  ersten  GleiehnDgen  ergiebt  sieb 

4- »1  =0, 

l^*  —  «Tj  w  H-  Wi  =0; 

nad  ans  den  beiden  letzten  Gleicbuugen  folgt: 

— äO, 

a?*  —     :r -+- o:,  =  0. 

Weil      negativ  ist,  so  haben  die  Wurzeln  der  Gleichung 

S»)   r,*— ir.l7,-|-te»is:0 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  niid  es  erbellet  aus  dem  Obigen  leicht, 
dass  die  negative  und  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  respective 
die  Grössen  — u  und  w  liefern.  Weil  femer  dr,  positiv  ist^  lo  ba* 
ben  die  Wuneln  der  Gleicbnng 

30)   l7,»-f,6'«  +  x.=0 

gleiche  Vorzeichen,  und  sind,  weil  auch  r,  positiv  tst,  Lrif?*;  posi- 
tiv. Weil  pun  offenbar  v"^  ist,  so  erhellet  aus  dem  Obigen, 
dass  die  grossere  and '  lileinera  der  beiden  jiositiven  Wnrseln  der 
vorbergebenden  Gleichung  respective  die  beiden  GrUssen  v  und  » 
liefern. 

Nach  dem  Vorhergehenden  reducirt  sidi  also  (1Il<  Herechnunff 
des  regulären  Siebzebnecks  im  Kreis>u  aui  die  Auüösuug  der  fÜM 
folgandeo  quadratlieben.  Gleichungen: 
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— 4=;=0, 
31)    {U^*'—  Yt\  —1  =  0, 

1/4»  — »»£/4  +  ar,=50. 

Die  poiitive  und  vegatire  Wort«!  d«r  eratea  GlelehODg  Ifcfcrii  r«- 
B|»cctive  X  und  Y,  Di«  negatifc  und  p«iiiive  Wurzel  der  swciteo 

filelchung  liefern  w,  und  t»,.  Die  negative  und  poBJfivo  Wurzel 
der  dritten  Gleichung  tiefern  tOg  und  o:,.  I)ie  negative  und  posi« 
titre  Wnrael  der  vierten  Gleichnog  liefern  —  m  und  »,  Die  grösaere 
and  kleiaere  der  beiden  poaitifen  Wnneln  der  liinften  Gteicknag 

liefern  r  und  a:. 

Die  (irässc  ^  ist  die  Seite  des  regulärei)  Vieriinddreietigecka» 

Die  Gleite  des  regulären  Siebzehuccks  ist 


Durch  die  wirkliche  AuUüsuog  der  obigen  ^uttdratischen  Gicichuu- 
gen  erhilt  man  naoh  Herrn  Anlott 

X  =  liy^n  - 1),  1 = -  Hi/n  h-  i), 

=  ^11/17  •  1  - 1/(34  ^  «1/^7)1, 

f».  =||i/n-H- V/(34-2\/17)|; 

ip,  =  -  ;}|/n^- 1  +  v/(34  +  2v/17)|, 
=  - i||/17  +  l  -  1/(34  +  21/17)}  i 

^/17-_1— ^(34_2l/l7)  j 
— V/[68-|-l4l/17— 4v/(l70-26l/n)-f-16^/(a4-2V/n)J  i 

I  V/n-l-i/(34-2\/(l7)  ( 
I  +i/IW-*-14i/l7-4V/(l7a-a§|/17H-W|/(M--2V/17)J  I ' 

•=»1  H-^/(68-4-14\/17-|j4V/CnO-26l/n>— 101/(3^1/17)1  i ' 

l  V/n-H-V/(34-2i/17)  j 
i  -  |/i^l4|/17-|-4V/(170-M|/n)^l§i/(a4-|.2|/17)]  i  * 

Um  aus  den  GIficLunsrPn  31)  p'u\e  Cuustruclion  des  regulären 
Siebsehnecks  abzuleiten,  wullcn  wir  dieselben,  ludeu  wifi  den 
Balbaener  iaiBer  der  Binbeit  gleich  antiebniend, 

1. (—«'•>  =  "%  1.^1=«', 

d,  i. 

1  :airs«e:  — 19,, 
1     ssn  : 
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s^eo,  zuerst  auf  die  folgende  Form  briogen: 

Id  T«f.  L  Fig.  4.  BdAen  wir  Dun  taerat 

to  ni  nach  einea  bekansteii  geometrischen  Solse 

also 

l)  =  4i 

oder 

H-d£^){(-»-ö£/)4-lj=4, 
Dalier  ist  oach  dem  Obigen  ^ 

Nno  nehme  mm 

■o  iit  nach  demeelben  Satse  wie  vorher 

A^U^.A^iP^:=l  UDd  A^U^.A^Ü'^ 


A,U^  .  {J,  F)  =a  1> 

.1. 1?»,) .  |(+  A,  17',)  -  yj  s=  1 


oder 


Alfo  iat  nach  i%m  Obigeo 
und 

f0>l  l/^f  ^1  U\» 

Aua  coustruirc  mau,  wie  uus  der  Figur  oboe  weitere  Erlauteruug 
mit  hinreichender  Deotliehkelt  ersichtuch  iet,  die  GrSieen 

■w  * 


nnd  Dehae 
so  iat 
nIsQ 


(-  .i.r.)  .  |(-  Ji,ü,) 
und  folglich  oacb  dem  Obigeo 

Ekidlieh  nehme  man 

und  anche  die  Conitrnction  weiter  wie  die,  Figur  leigt,  ee  iat  of* 
fenbar^ 

•Ito 

A,V^  .(r, --^,i7Jr=s#S 

oder 

und  Ibiglich  ntch  dem  Obigen 

Aof  dieee  Weise  sind  also  die  Grössen  fi,  i^»  4r  döreh  Om*» 
■tnvtioa  geinnden»  indem  dicaelben  nach  der  Reihe 

A,U,,  A,t\,  A,V\,  A,L\ 
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sind,  UD<i  dass  sieb  dud  auch  das  reguläre  Siebzelineck  leicht  cod> 
■trtim  llttt,  crb«llet  »iif  4«r  Stelle,  iiMleai  man  bloss  AxB 
^  AjC/,  zu  ronchen  braucht,  wo  dann  der  Begeo  jiif  4tr  «wb- 

sehntc  '1  ln-il  (Ut  Prriphrrin  spiu  wird. 

Nach  Pauker 's  Fuudamenten  der  (•  <•  et  r  i  e.  F  ii  n  M  r  r 
bis  Siebenter  Cursuä.  Mitau.,  1842.  S.43;  ist,  weuo  der  Durch- 
atwer  der  EiDbeit  gleich  gesetst  wiH, 

«=0,98297309908390 
0  =  0,93247222940135 
»ss=  0,73900801722065 

■nd  die  Seite  des  reffulären  Siebzehoecks,  ebenfalls  io  Bexng  auf 
den  DuebneMer  eli  Biabeit,  iat 

0,l$37495178i657. 

In  des  genanntei»  Tectreflniebeii  Buche  fiodet  Maa  ttberhaopt  eise 

grosse  Aoxfthl  genauer  nnmerischer  AsgabeB«  wekhe«  keiner  .der 
geriBi^aUn  Vorzüge  deaselbeo  ist. 


IX. 

Allgem^es  Kriterium  fttr  die  Fälle,  in  welcliea 
die  Logarithraen  rationale .  Brüche  sind ,  nebflt 
filier  Methode»  die  letztem  aubnlinden. 

Von' 

Herrn  F.  Arndt, 
Lebimr  am  Cvyronasiam  sa  Stralsand. 


Wenn  in  der  ( nrirliuna;-  /»-^  =  .7  gegeben  sind  fj  und  ^i,  so  ist 
meine.  Aufgabe,  die  üediugungeu  des  gegeoseitip^eo  Zutfamoieoliaugs 
switcbee  e  nod  Jt  eaftuiuebeii,  damit  ae  ein  ratiooaler  Bruch  werde. 
A  ist  eine  positive  ganze  Zahl,  und  6  die  Basis  des  logarithmi. 
nrh^n  Systems,  welches  also  eine  pn<«lf;vo  ganze,  die  i£inbeit  über- 
steigeode  Zahl  ist.  Es  beisst  behau i)(iicli\iP  der  Logarithmus 
ven  Jt  m  Betng  anf  die  Baaia  'L 


I 
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Begreiflicherweise  kann  diese  meioe  Aofgabe  nur  4lfdi  4i4 

i'riQci|>icn  der  höhern  Zablentheorie  gelöst  werdent  und  wir 
erhalttso  somit  eine  neue  Anwendung  dieses  schöneu  Zweiges  der 
MaCheoiatik.  Die  Methode  der  Betn^tnii«  wird  zugleick  eia  Hit^ 
toi  w  die  Hand  ^eben,  die  LogarithoieEi,  tulls  sie  rationiü«  Bruche 
sind,  auf  eine  ziemlich  pinfachf  Art»  ohne  Ustfe  der  kSbeiB  Aae* 
ijsis,  ganz  genau  aufzulioden. 

Der  Bedingung  der  Aufgabe  geaiEss  setze  ich  Jt  =  ~,  ned 

nehme,  wozu  ich  berechtigt  hin,  an,  dass  dieser  Bruch  auf  seine 
kleinste  Benenoung  gebracht  sei,  oder  die  genseo  Zehlea  et  und 
«1  relative  Primzahlen  seien. 

I.  Ntto  sei  suvdrdertt^>-^.  Da  ^£=su#«,  lo  wird  m  klei- 
ner als  «,  oder  ~  ein  ächter  Bruch  sein.  Weil  letztere  G)eichuD£r 

erfordert,  dass  ^'^  durch  j4  theilbar  ist,  so  kunueu  u:i  und  ^  nicht 
relative  Primzahlen  sein«  sondern  müssen  ein  grösstes  gemeinschaft* 
liebes  Uun  der  Einheit  vertchmdeBes)  Maast  S  haMD,  se'daea 
h'=iQu^,  und  A=.Q)A^  gesetzt  werden  kann >  und  zu  re- 
lative Primzahl  ist.  Hierdurch  geht  obige  Gleichung  über  in 
^0m-mji^m,  Es  muss  also  wieder  ^, <"  durch  theilbar  sein} 
da  aber  Ai  wa  relati?e  Prlnaakl,  so  k«Mi  At  nar  die  Btekeil 
sein»  vad  dana  ist  .^  =  0,  alse  iss^^g. 

Die  Gleichung"  ä««=^-/'»,  in  wcicitor  S'^A,  kann  also  nur 
dann  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  werden ,  wenn  ä  durch  A  okoe 
Rest  theiloar  ist. 

Die  Gleieknng  s:^-"*^.'*  geht  durch  die  Substitutieoea 
von  ^,  =  1  und  A  =  0  über  in  =  .i"—'".  Ist  also  noch 
grösser  als  -4,  so  darf  auf  dipse  Gleichung  derselbe  >ichlu5s,  wie 
auf  die  ursprüngliche  angewandt  werden,  uamlicb  es  muss  von 
Neuem  dnrek  A  theilbar  seia«  aad  weau  dieses  ist,  so  kornnt 
es  auf  die  Gleichuag  ao,  iadea  S^=:A6^  gesetst 

worden. 

Ist      auch  noch  grösser  als        so  muss  es  durch  A  theilbar 
sein,  und  wenn  demnach  b^^s-Aff^  gesetzt  wird»  so  ist  zu  lösen, 
die  Gleichung  3, "rn.df 

Diese  ScMüHsc  dürfen  so  laage  fortgeaalat iV9fden,  akidiOBene 
Wurzel  noch  iirii.sser  als  A  ist. 

Trifft  es  sich  also,  dass  eine  beliebi|;e  Wurzel  und 
nldit  darek  A  theilbar  ist,  so  kaaa  die  ursprüngliche  Oleiehuag 
ißt^Jb^  ia  gaasen  Zahlen  nicht  auflSsbar  sein. 

Kommt  man  aber  durch  die  forfg-e^^et/tc  Division,  wie  sie  oben 
angedeutet  ist,  endlich  auf  den  Quuticmeu  1,  in  welchem  Falle  b 
eine  genaue  Potenz  von  A      A^  ist,  so  wird  Ä*r=^**»,  also 

^«  =  n-=.km^  {'olfjliih  /  =: — ,  und  —  eine  irauic  Zahh 

da  aber  ss  zu  »  prim.  so  kann  ss  nur  l^seio,  X;  =  ji,  also  b:=^A'*t 

i- 

oder  ^"  ^A.  Fiadefc  «an  also,  dass  die  Basis  h  eiM.vollsfiliidiie 

Pfoten?;  von  A.  %.  B.  =  ist,  so  wird  die  Gleichung  =  A 
atets  und  nur  aulgelöfit  durch  n^k  und  e»=:i,  Z.  B,  1353ss5*, 

also  ms=S. 
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Kümint  maD  endlicli  «uf  eioen  Uuotieoteo,  der  kleiner  aU  A 
ist,  m.  B.  6s=ji^,6k9  wo  itk<.  jit  ao  li«t  MB  Mdi  4e«  Obigep 

m 

Da  nun  A  ^  lik%  so  lasaeo  sieb  alle  vorigeo  Schlüsse  auf  diese 
GleieliiiDg  ?od  Nenem  anwendfD^  wenn  naii  nar  A  mit  &  ver^ 
taoscht. 

Naiiilli  li  ist  A  gar  nicbt  durch  Ii  ohne  Rf»«5t  flieinjnr,  sn  knnn 
die  (»iricliung  io  ganzen  Zahleo  nicht  aufgelost  werden.   !>t  ^^U^'^  A 

durch  /vx  tLeilbar,  so  sei  6^  die  höchste  Potenz  von      ,  welche  Id 

A  autireht;  ist  der  Quotient  1,  so  penüj^ea  uaserer  ursprÜDglichen 
Gleichung  ganze  Zahteo,  ist  der.Üuotieot  grösser  als  At,  so  ist 
die  Gleichnmg  unlösbar,  ist  or  endlich  IcteiBor  «Is        oder  A 

s=r  ^-^ju  WO  Ai^^if  so  hut  wmm  der  fSleiebnog  ui  geaügen: 

lind  da  jetzt  li':>        so  werden  «nf  diese  Gleicbong  wieder  die 

Yorigeo  Schlüsse  angewandt. 

Demnach  haben  wir  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

b  sssA^h 

In  denselhcn  ist  l^i^CAf,,  Aj^^Ai,  f/ft^Ai  u.  s.  w.  Soll  niso 
UDsere  obige  Gleichuoff  in  ganzen  Zahlen  autlösbar  sein,  so  muss 
der  sweiCe  ractor  «nf  der  Reebten  endlieb  die  Bioheit  werden,  wel- 
ebee  mit  ^o,  ^esebeben  Ist 

Jpdoch  folgt  aus  unserer  Ana?v?ie  noch  niclit,  dass  die  Glei- 
ehuDgen  (a)  wirklich  ausreichend  siad,  um  behauj»teu  au  dütfeo, 

n 

dass  die  Gleichung  ^"  in  ganzen  Zahlen  nnfldshar  sei.  Dass 

dir??  sich  ahfr  Tiirklrrh  so  verhalte,  rrsielit  man  aus  den  Mllaeniei- 
nen  Ansdrückcni  iiir  m  und  m,  die  ich  aus  ohigeu  Relationen  auf 
auf  folgende  Weise  herleite. 

1.  Snbstitnirt  «an  den  Werth  von  A  ia  der  iwellin  RelnÜnn 
in  die  enCe,  »d  lelit  der  Rfinn  bnliier 

io  entsiebt 
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2.  SubKtiCuirt  miiD  den  Wcrtii  von  6k  dus  der  dritten  R«lttiioo 
in  diei«  Gleiebnag,  ••  wird,  fiir 

3.  Substituirt  man  in  diese  Gleichoog  den  Wcrtb  von  nnt 
der  vierteo  Reltttioo,  so  wird,  für 

*=^^'^*- 

4.  Substitnirt  maD  in  diese  Gleicbong  den  l^ertb  Ton  /yi  nui 
der  fiiiiften  Relation,  eo  wird«  für 

^  =  <*- 

..  .  ' 

Geht  non  niekt  von  der  oriten  Relation  ani,  aondern  von  der  sw^« 
teo,  so  erbilt  man  gaos  ebenso 

veuQ  iiucIj  und  iiacti  ;^eset/.t  wird: 

Xsa;  ;i>+is/*\  ^v+ii=sy,  ✓«i+^'=c»'. 

Setzen  v<\t.  dud  die  für  //  und  gefuodcuen  Werthc  iu  die  Glei- 
chung ö"^  =  -ri",  80  eriialteu  wir  A*^^  =       ^  also  iww,  =  «u»', 

folglich  M so»', 

Umgekehrt  werden  filr  «•  ond  m  diese  Wcrtlie  angenoMoOt 

.0  ist  ^  =  ^-  =  oder  *-r=: 

folglioli  ^'"1=^«.  »  • 

Zugleich  ergiebt  sich»  dass  nnr  die  einsigen  Werth«  von  ns 

m- 

=:  ut'  uud  »  =  der  Gleicliuo^  b**  =i  xl  geniigeo;  deou  da  m 
und  m  relative  Primaahlen  sein  sollen,  so  können  tSkt  m  nod  m 
nicht  Vielfnciie  vou       und  o/,  ongenommcn  werden. 

Isi  J'^b^  so  braucht  man  nur  A  mit  zu  vertnoscbeOf  uod 
alle  vurlicrgebendeo  Sdiiüs&e  behalten  ihre  Kraft, 

Nehmen  wir  onn  Alles  Vorhergehondo  sttSMnoM»!  so  ergiebt 
sich  folgendes  Resultat: 

Um  sn  prüfen»  oh  die  Gleichung 

m 

6"  =:A, 

in  welcher  b^A  'ia  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist,  oder  nicht,  di- 
vadire  man  mit  der  höchsten  Potons  von  A  in  6,  mit  der  höchsten 
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Potenz  de«  Quotienten  ^     ji,  mi  der  liSekiten  Poteni  dei 

Quotif^nten  yl^  in  öit  u.  «.  w. 

Geht  die  Uivisiun  eiumai  nicht  auf,  t»a  ist  ubige  Gleichun^i^  in 
gans^B  Zftlilco  aieltt  aultftban  koennt  nee  aber  eodlicb  auf  den 

Quotienten  1,  so  ist  sie  auflösbar,  und  nachdem  X^,  /.,  ^,  y,' (n  durch 
ilir  Rphttionrn  fa)  bestiinint  sirul,  wrnlen  die  Zl|bteil  Uly  M  dsrch 
folgende  zwei  Reihen  recurrireud  bestiiiunt: 

Bei  dem  ersten  Anblick  erkennt  man  übrigens  sog-lelcb,  ditss  diese 
Relationen  denen  ganz  ähnlich  sind,  durch  welche  die  Partialwer- 
the  eines  endlichen  Ketten hruchs  bestimmt  werden. 

NiBMt  naa  aüwlich  sa  deo  vorbergeheadea  Gleieliuagen  noeb 
die  Arsl,  Issl,  te  folgt,  daas  - 

I   r  ^ 

T»  A,' 

die  Partialwertbe  des  Ketteabracba 


aiad. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass  der  mittelst  dieser  Kette  berecbnete 
Brach  acboa  ioiBier  ia  deo  kleinsten  Zahteo  auagedrückt  ist. 

Tcrwaodelt  HaD  alte  eioen  beKebigeo  lebten  Bmcb  ~  io 
einen  RetCenbrneb,  ao  data  f»,     a»  die  durch  die  Diviiien 

M 

entstandenen  Quotienten  sind,  und  bestimmt  den  Werlh  A  von  l/** 
(wo  ö  eine  wilikühr(ichc  positive  ganze,  die  tiinheit  übersteigende 
ZabI),  ao  lassen  sieb  ateCa  die  ia  (a)  dargeetellten  Glelebungen 
bilden. 

Irh  heschliessc  rüese  Ahbandloncr  mit  ein  Paar  Beispielen. 

1)  Es  ist  zu  untersuchen,  ub  der  Logarithmus  von  243  für  die 
Basis  6951  .ein  rstioaaler  Braeb  Ist,  oder  niebt,  und  ioi  arslerea 
Falle  fordert  man  seinen  Werth. 

Hier  ist  ^=«101,  J  =  243.  Nach  den  Gleicbnngen  (a)  bat 

k^\,  h  =27, 
r  »3»  j^sl;  • 
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folglich 

;i«s=l. 1  +  1=2,  V=5l, 

daher  0561*=:243,  und  J  =  Iüfr  2^3  (IJagis  65fil). 

2)  Itt  der  Logarithmus  vou  5  für  die  Bü&is  10  ein  rationaler 
Brach  oder  Dichte 

Hier  iat  ^asia^  ^s=5,  aUo 

it  =  l,  ^i=2 

Da  aber       keine  gant«  Zahl  ist,  ao  kann  log  5  (Baaia  10)  keio 

ratiooaler  Bruch  seiu. 


■  '  X. 

Ueber  Systeme  von  Linsenglasern. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1. 

lo  der  im  zweiten  Theile  dieser  Zeitschrift  abgedruckteo  Ab- 
haodluDg  Nu.  XV.  Labe  ich  eioe  streoge  und,  so  viel  es  die  Nutur 
dta  Gaganataodes  zulasst,  allgemeine,  nameotlicb  nuch  die  Dicke 
der  fJIHsrr  gehörige  bcrückisicbtigeude  Eniwickelung  der  Formeln 
zu  treLen  vcr«ucbt,  durcb  welche,  nach  den  alleren  ^  rrdienslliclieD 
Ariieiteo  von  Cotes,  Euier  uuü  Lugruuge  über  Utesco  interea- 
aaotOD  Gegenataod,  in  neuerer  Zeit  von  mebrereD  ausgeceiebn^aa 
HatbematikacB«  namentlich  von  Fiola,  Möbius^  fiessel,  Claii* 
SCD  und  Gauss,  die  Hnupteigenscbfiftm  der  Systeme  von  Linsen- 

Siäsern  vorzüglich  mit  Hülfe  der  keticnbrücbe  dargestellt  worden 
nd.  Ifaeb  weiteren  DoterancliMffen  fiter  dieaen  wiebtigfen  Thelt 
der  Optik  bin  ich  aber  jetzt  de#  Hoiniiog,  dass  sich  die  erwähnten 
merkwürdigen  Austlrücke  auf  eine  einfBchere  und  elegantere  Form 
bringen  luhsea,  welche  insbesondere  dadurch  sich  vor  der  älteren 
Form  auszeichnet,  daas  die  Anzahl  der  Glieder  der  betreffenden 
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Kettenbrüchc  *ine  weit  crenncrprc  ist  n!«  hei  jenor,  woflorch  d€tin,  ■ 
wie  ea  mir  wenigBteos  «clieiut,  xugleicti  aucli  bewirkt  wird,  daM 
mcb  dw  allgemeiDeD  Gcwtse,  4^tn  jedes  bdiebise  LioteotjtteH 
mtenrorfcn  ist,  noch  deutlicher  und  (»e.ttinter  als  hei  der  n*3he- 

rpn  Dnrstf'IIii iijxswrisr  lirransstellen.  Diosc  neuen  ^'on  mir  aufge- 
funden« n  I orrru-la  wcrdc  ich  dnlier  zum  Ccgeuütande  des  vorPie- 
geodeO)  au  meiue  frühere  obeo  erwäLote  Abhandlung  insofern  sich 
aoicblieiseodeii  AufiwUea  machen,  alt  ich  in  denuclben  vou  den 
nämlichen  Fundameotalformeln  wie  dort,  wciclie  natürlich  joder 
(jernrtrgen  Untersuchung  zur  Grnndlug^e  dieueu  müssen,  ausgeben 
werde,  ohne  diese  Formeln  jetzt  V4»u  Neuem  zu  entwickeln. 


Die  am  fciuiic  des  vor  hergehenden  Pftra«yrapl»en  erwähnten  Grund- 
formein  sind,  mU  iUeibeimltung  aller  iu  der  früheren  Abhaadlunir 
eingeführten  Bezeichnungen,  die  Tbl.  II.  8.  159.  nnd  Tbl.  II. 
8.  168^  gefBademn  Formeln  58.  nnd       nlmlich  die  Gleiebungen 

l=ti--(.-Oa=.i;)=±^(l-"--i)(l-=-I) 

lld 

Um  aber  die  durch  die  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 
Torkommenden  doppelten  Zeichen  herbei  geführte  Unbequemlichkeit» 
wr!rlic  namentlich  hrj  dem  vorliegenden  Ge^i^cnstande  nicht  unbe- 
trächtlicb  ist,  zu  vermeiden,  iüt  in  §.  11.  der  mehr  erwähnten  Ab- 
handlung eine  Abänderung  der  Bezeichnung  vorgenommen  worden, 
iher  welche  man  du  snm  Yentlndniase  den  Folgenden'  196tbige 
dort  lelhflt  nacbaehen  muss.  Dieser  Abänderung  der  Beseiehttvng 
infolge  »BH  man  in  den  beiden  .obigen  Gleichungen  für  • 

jenacbdem  mon  in  der  ersten  der  bviilcn  in  Hede  stehenden  Glei* 
cbnngen  die  oberen  udcr  unteren  Zeichen  nimmt^  res^ective 

spi»,  dbÄ,  :4=Ä„ 

oder' 

^D,  sfcil,  =iSÄ„  =F#i,  d=/r. 

letsen,  wodnrcb,  wie  man  leicbt  üodet,  die  beiden  obigen  Gieicbua-  , 
gen  di«  folgende  gnni  allgemein  gültige  Geetalt  erhaltent 
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and 

2)  i=  ^. 

Dfes  sind  die  Foraeln,  ton  deoeo  wir  in  Folgenden  onsero 
Attikiif  nehnen  werden. 


§.3. 

Bezeichnen  wir  die  Wertbe,  welche  erBaltep,  wenn  re- 

spective  ,  p  unendlich  werden»  respecd?e  dnrch  /,  lo  i«^ 
wegen  der  (jleichuog  1) 


3) 


p 

ff—l 

1       n  —  t 

M  — t 

-1-  JL  _± 

Pt  fi 

«  —  1 

1  1 

1 

ff  — 1 

'  Pi 

Zieht  man  jede  dieser  beiden  (ileichuogen  vnn  der  Gleidbrag^  1) 
ab,  ao  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


n\p  '  Pi  ' 
oder 

.2.  i.  i- 

Dil 

■         •  •  ~ 

Nun  iit  aber  nach  3),  wie  man  leicht  findet: 
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II 


folglich 

1 

Ä  *  «  —  1 — i — i — r  •  r» 

I  I 

Fährt  uaD  diese  Aosdrficke  io  einen  jeileii  der  beiden  obim  Aae. 
drucke  von         •  »  """^ 

^  J-  i_ 
ein»  fo  erbilt  man  die  Gleiebnng 

aus  welcher  sieh  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Foraeln 
ergeben  •  » 


•) 


,  _(7-i^)^-K-»(4-_jj£ 


IM  VI* 


5 


» l 


oder  $wk 


1) 


f  _(7-;r)/.t-(>-i)(^-^>.^ 

I  —  y  i  IN'  * 


voraus  mn  ferttflr  ohM  ScbwiengkeU 


(  -_7-7:+(»-'>(:g-% 

V  also 

1_1 

erhält 

Weil  AOB  Bftcb  8)  * 

I»— 1  w — 1  i>   ,    iiT  *  -l.-L^ 

1 — -3;— •  — 

ist,  10  ist,  wie  man  leicht  findet; 
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also 

\      J__  1 

1+  i-Z.  


■nd  folglicli 


1  1 


I 

w  JaM  «Im  mA  •)  «wk 

oder 


ist 


Hieb  t)  in 

■Iw 

MitteUt  der  im  vor]ieigebeDden  Paragrftpheu  ff«fuideneii  Foradil 
cffgiebfc  tieh  ibet  «hie  Schwierigkeit 

5* 


wi  folglich»  weno  der  Kün«  wegen 

1 


gesetxt  wird: 


13}   


14)  X  =  .  


Neck  11)  iit  snii 

d.  i.  Dftcli  13) 

IS)  (;»-/)(;'. -/.)=(f^)' 

md  folglich  , .     *  ,  ^ 

♦ 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  — in  dieGleicbVDg  14)  ein, 
viid  Jiebl  «nfy  was  eidi  anfliebeii  liest,  eo  erhält  aea 

^  Terbiodet  ww  m  aber  biernit  die  Gleiebsiig  15),  io  erbUt  mn 

fUr  ^  die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 

Die  Grösse 

KRR,  

(W-1)(Ä+Ä,^^^i^ 
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häug't  nur  tod  der  GrSiie  »,  den  beiden  Halbmessern  des  Glases 
nod  der  Dicke  desselben  ab,  uod  soll  im  Poigendco,  weil  sie  für 
jede«  Glas  offinbar  cbarakteristiscb  ist,  der  Modulus*)  desselben 
ffenanot  und  darch  M  baMieboet  werden,  ao  daaa  alao  iiacli  den 
Fl 


^orbergelnadeii 


17)  jlTss 


Os-l)(Ä-*-^,-^^-i/l) 


ao  wie 


19)  = 
also  aucb,  wie  biecaua  laicbi  folgt: 


ist. 


20)  a)*  =  j^ 

Den  BMnhn  kann  nun  andi  anC  tilgende  Art  anaMekeni 


21)  JV= 


oder 


22)  if=t(— i)(x-^Ä;)-^'-sr--ir^ 


■tnift  aan  die  Gröeae    -  »ittelat  der  an*  deai  verbeigehenden 


Ptaagnif  fcen  tokannten  Permi 


1  1 

7^77 


t    %\C  ^    ^  11 


) 


ae  erkült  mn 


23)  JTss 


1 


IL 


*)  Dieear  toh  mar  Uer  «inffefübrte  Begriff  dea  Hodulus  einer  Li 
mx  für  die  guia  aptkaha  Xkaoiia  nicbt  lawidbtig  an  Min. 
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oder 

at)  ü-l-Ä'/.-Ä.V- 
Auch  crp^icbt  sich  nns  0)  DDd  18)  für  dM  IlMdnt  dea  Hodflliit  no- 
miUelbur  der  folgende  Ausdruck:  ' 

Will  man  bei  der  Berechnnog  des  Modulus  bloss      /,  f,  hn- 
k an Dte  Grössen  anseben,  so  muss  man  aus  diesen  Grössen  die  Halb- 
messer     und  iZ,  berecboen,  was  auf  folgende  Art,  freiheb  nur 
Bit  Oiilfe  cioer  auudratiMAiS  Gtoielimig»  geidieken  kann. 
Nack  dea  Ougon  nt  . 

also 

*      '      /i      'im/  1  -I-  '  »  '     r'  j-  'i  •  I 
y       =  (1  -  +  g;)  7  -ij  X 

Bestioimt  man  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleicbungen  die  Grösse 
» 

ans  der  sweitao  die  Gröeia 

'  JL 

Und  führt  die  criialteoeii  Ausdrücke  io  «iie  zncite  der  Glen  liuiip;en 
3j  ein,  so  erhält  man  nacb  einigen  ieitjlitea  HeductMoen  die  Uiei* 
CBOng:^ 

-    /-Ä    n-ilN'      fe,      D     \\     J>  H—l 
1       1    .    -0  1 


—  1 


und  dnrcb  Auflösung  dicaer  -yiadfalischaa  dSiekteag  ergiebt  eick 
obue  Schwierigkeit:  • 
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n  '  R 

an4  der  ersten  der  beiden  GleiclMBgeD^  von  dem  wir'«bBli  «■« 
g«gMg«fl  aiad,  «uek  iU«  CröMe  •  ' 

■         IL  ^ 

so  erliält  mau  zur  ßestimmuug'  der  Ualboiesser  Ii  uud  Ji^  uber- 
baapt  die  lieiden  'folgenden  Ausdrücke,  in  deaeo  die  obera  und  im« 
ton  ZeieheB  sich  tm  eilender  iKsielieii: 


26) 


I  —  . -Tf- Ä 1  -  i  .  ^  .    1 1  =!=     1  4- } , 
oder^  weDD  wir  der  Kürze  wegen 

„«♦.^iidri/Ti:^, 

I 

MteeB,  die  beiden  Aoidrficiie: 


oder 


Auch  erbellet  aus  der  .Torhergebeodeo  EntwickeluBg,  daes  bei  je- 
dem LtnaeDgiase 

inn  rnnss. 

In  dem  Foju:en(leu  werden  wir  nun  immfr  deo  Modulus  eines 
jeden  in  einem  2!»j-stei|ie  von  Lansengiäaern  vorkommenden  Cilosea 
all  bekeDBt  BBBebneii,  wosq  wir  berecbtigt  Bind,  da  denelbe  ttil- 
telat  der  im  Vorhergehenden  entwicitelleii  FenaelB  jederisit  ebn 
UdfierigiLeil  bereeaiiet  werden  luuin* 


72  ' 

•  * 

f.  5. 

Indem  wir  jetzt  zu  drr  Uetraclitiintr  ptnrs  durch  ein  System 
TOn  Linsciiirlasprn  voo  der  gewöbolicheii  hekannteo  Hesclinftenlnit 
ffeheadeu  htruhls  übergeben ,  führen  wir  zuvörderst  die  folgeoden 
Bet^ehomigeD  ein. 

Die  Anzahl  der  dos  SjsteB  bildeoden  Gläser  sei  i,  und  die  in 
Vorherp^ehendcn  durch  ^,  ,  ^, ;      /\  beieichoeten  Grössen 

sollen  Vür  die  einzelnen  GJäser  des  Systems  vom  Isten  bis  tut^  «teo 
jetzt  durch  ^  ' 

^(1),  ^,(«s /w, /.(»r 

0.  i.  w. 

^(0,  ^0;  ;,,(.),  y.(0;/fä>,/,« 

bezeichnet  werden*  Die  Modnii  dir  «iuelDCB  filter  nach  der  Raihf 
vom  liteQ  his  sum  tten  mögeo 

mi),  Mtmy  M9i,  Mfi»,  ....  ßfiO 

sein,  und  din  säinintlicli  als  positiv  hctrachteieu  KiittVrnaagen  der 
einzelnen  (jiläser  vou  cinttoder,  welche  von  der  hinteren  Fläcbe 
eines  jeden  GIstet  hii  so  der  vordern  FlScbe  des  nächst  folg^odeii 
GlalMs  gerechnet  werden,  woÜen  wir  nftch  der  ILeihe  durch 

£Xi\  J^<-),        Ei*),  ....  JSi*-» 


hezeichnf>Ti    wo  \\ir  dann  die  folgenden  gans  tllgeMein  gttltigcn 

GleicbuDgeti  h»heu'J: 

n.  s.  w. 
Nach  18)  int  nun  fiherhanpt 

md  nach  90)  haben  wir  die  Gleichung 

ana  der  eich  leicht  die  CUeicbuag 


*)  Man  vergi.  Tbl.  11.  S.  Uh. 


4 


Digitized  by  Google 


•   .     •  7»  ■  , 

oder,  wenn  wir  der  Kurze  wegfeo 

s  4SI*-«  H-  /,<*-*) 

Mtsen,  die  Gleichaog 

eigiebt.  *  Daher  bftbeo  vir  nacli  den  Obigen  die  Oleicbong 

•u  welcher  eich  leiser  leicht  die  ^ieicheng 

ergiebt 

SetMB  wir  Jetst.eeelog  vit  den  VorfaergeheBdeB 

u.  «.  w.  ^ 
we  die  GrSMCB 

iVd),  iV(2),  AW,  AU),  ....  A^'(*-» 

natürlich  chen  so  wir  dio  Motluli  der  einceloeii  Gläser  als  gegebeoe 
Grössen  zu  bptrnclitcn  ^iofi}  so  habCD  wir  oecb  31)  und  18)  die 
folgeodeo  GleicbuugeD: 


(if(»-«))» 

1,  «.  w. 

* 

(Af(2))' 

;,.(.)_/.(«=  ;ib:>05;  -    .  , 

nnd  nach  18)  uod^)  behea  wir  «nf  iboUche  Weiee  die  folgenden 
GkicbuDgeD : 


74 

Aus  dipscn  liniilrn  Systemen  von  Clricliuug'en  efgcbCD  .uell  aber 
ttonUtelbar  die  beiden  folgeiideu  Mtleoltriidie :  . 


m4 

35,  ;.U_/,0:^_M^„„, 


( W)' 


<Jftf-D)» 


Auch  ist^ 

34-J  /.(0_p.CO=^2L^^,^. 
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s 


M«r  dieier  Mden  KettenMehe  bestellt  »4,  h.  gerade  »■§ 
eben  lo  vielen  Gliedern,  als  das  System  Linien  enthält  Znr  Bnt* 
denelbea  iat  bbt  die  Berechnaag  der 


Mt^K        Mf»,  MW,  ....  Mio 

* 

der  aiaselaeB  LiaieDt  «ad  der  obra  daieb 

A'W,  ACO,  Ai»>,  A'C«,  ....  JVC*-«) 

bezeichnften ,  TOn  den  Kntfcrmingcn  der  eiuzplaeD  Linsen  von  tin- 
aotler  abliängeuden  Grüsäcu  eriurderlicli,  welche,  wie  wir  aus  dem 
Vorbergebeadeo  whsea,  beiner  SebwleTi|ffceh  nnteriiegt 

Bezeicboen  wir  bei  unserem  aus  t  Tv-ioscn  beetebenien  Sjstene 
die  Wertbe,  welrfi«  die  Grössen         /»(U  erhalten,  wenn  res|»cctive 
p^if)  uaeiiülich  werden,  respective  durcb  /^i^'^t  -^'^i  so  is^ 
aach  S4)  nnd  35)  effenber 


aad 


we  jeder  Ketteabrucb  aar  aus      I  Cttedm  bestebt. 
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Für  eta  Glas  int  uü'eobar  ' 

»od  daher  pack  18) 

38)  0»'»)  — jFtU)(^,tiJ-#',(i))  =  (j|fO))«. 

Für  ein  ans  zwei  Oläsera  beBteheades  Sjstem  ist  nach  dem  vorher- 

gebeodeu  fttragruphen  * 

* 

«od 

Au«  der  ersten,  dritten  ood  vierten  Gleichung  fol^: 

f 

-  pc^*—j%      ^^^^^  ^  (3/(1))*  —  ^    im))^  I 

—  (y.w>>/,<ioy(y(i)-/(i)) 

und  eben  so  er§;iebt  sich  «us  der  zweiten,  dritten  and  vierten 

GleicbuDg:  ,  . 

—  /<«>         _  -./(!)) 

Also  hat  man  jetat  die  heiden  folgenden  Gleichungen: 
aua  denen  aieh  ilarch.  KNviaion  ' 
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oder 

crgiebt.    Weil  nun  aber  iiacb  dem  Obigen  ufl'eiibar 
■t,  so  iat  aneb 

Aoft  38)  uod  41)  siebt  aian,  daM  für  ein  Glas  das  l'roduct 

für  ein  System  vod  zwei  Glase ru  das  i;uuz  ähnlicbe  Pruduct. 

coQttaBtcB  Haadrat«  gleicti  iat,  mä  ei  frSgt  sieb  aoo,  ob 
diäter  allerdiof^  sehr  merkwürdige  Sati  allgemeia  fir  jcdea  Italie« 
bige  Liüspnsvsfpin  nfs  irültig'  hetruclitPt  werdpn  kann. 

Vm  hierülier  iix  einer  bestimmten  Kiitscheicliinsf  tu  i^olanrrPn, 
woUea  wir  den  Satz  für  eio  System  vuu  i  —  i  liianeru  uls  gültig 
aooebmen ,  nad  oDtaraacben ,  ob  deiaelbe  ^aaa  aneb  immer  für  ein 
Sjstera  von  i  Gläsern  früilig  seia  mUBB,  I^enken  wir  ans  non  einea 
Strabl  durcb  nlle  i  Gläser  hindnrrb  croTiend,  so  ist  nach  der  Vor- 
aasaeuuDg,  weoa  Sii*-V  eiae  gewisse  constaote  Grösse  bezeidiaet: 

uad  für  das  letzte  He  Glas  ist  uacb  18) 

48)  OW  -/tO)  {p,iO       (0) = ( Jf«)«, 
oder,  weil  nach  30)  r 

iat:  '  ' 

44)    (£J(if-i)-4-;,,(^-i)^/(0)(;,,(0— /;W)  =  -(iV(0)».  - 

I/risst  m.in  jetzt  ^,(0  unendlich  wardaSf  so  gabt  |pO)  io  JFXfi  aod 
f^i)  in        also,  weil  aach  30) 

ist,  io  —  £(«-iJ— /W  Uber,  uud  aus  der  Gieicbung  42)  er- 

Ult  Biaa  daber,  weil  die  Grösse  StC^O'conitaaC  ist,  die  GMichungt 

45)  (#XO--ir^)).(JS(<-i)-HJ',(Hi>-|./W)=s-*(«U-J))». 


.  78 

Lässt  man  aber  pf^>  nneadtieli  werdeo,  cq  geben  offenbar  Pi^*~^ 
und  PiCO  in  wnd  F,V>  8W,  und  «u  det  Gleichnog  44) 

erhält  »in  dahar,  weil  dia  Groaea  JftO  conatant  iil^  die  Gieidiattg: 

Aus  deu  üieicbuDgan  42)  und  45)  erhält  man: 
vnd  aaa  den  Glaicbnngen  44)  und  46)  ergiebt  aich: 

Alaa  iity  wie  mui  dnrck  SobtracUon  laicht  findet: 

 —   /ajr>\t 

woraus  sich  durch  Mnltiplicatioo  auf  der  Stelle 

oder,  weil  nad)  3$) 

I 

iai, 

48)  (;,a)-*W)&,.»-F.(0)= 

argieht. 

Hieraus  aiebt  mau,  daas  der  8ata,  vod  welchem  oben  die  Rede 
gewesen  ist,  für  ein  ans  i  Linsen  liMtahendes  System  gilt)  ^eon 
er  für  ein  aus  i  —  1  Linseih  bestehendes  System  gilt,  und  daher 
allgemein  güliiK  ^^^i  '^^'^^'^  '^'i*  eine  Liosc  und  ein  nu«;  zwai 

Linsen  bestelicudes  System  bclioo  als  richtiß^  erkannt  worden  ist. 

Zugleich  hat  sich  bei  tJer  vorhergeheBden  Betrachtung,  wenn 
aUgamatn 
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gtitt»t  wirdy  die  brnerkeatwertbe  ReUtieu 

ei|^ebM,  mit  deren  Hülfe  wir  hvb  eiaen  iodependcnteti  ilaidraek 

der  Gro'^s^'        aafzntiiKlen  vcrsucheo  woUeo» 
Bei  dieser  UatersucbuDg  wollen  wir 


im- 


nnd  zngleicb 


Mtxeo,  d.  ii.  Zähirr  und  Meoaer  des  dem  Kettenbruche  auf  der 
rtditen  -Seite  det  GlelebbeitoMieitens  der  Gleiebong  51)  gleichen 
geaeinef  firaebi  durch  3(0  nod  $^0  beteicbeen,  ued 

3(0)  =  1,  gi(«)  s=  Oi  3U)  =  MD,  9i(i)  —  1 

ietseo. 

Weil  wegen  der  GleicboDg  51)  olfenbar 

m — (^^^)  •  s  - 

iel^  fo  btbeii  wir  die  beiden  folgenden  Relatidnens 


[«W3ö3i*-in 


welehe  wegen  der  GleiebnngeB  52)  oflenber  nnda  noch  fdr  last  nnd 

1=2  gfUeo. 

Weil  nun  nach  38)  und  41)  offenbar 


AUA 


iit>  io  iit  naiih 


Weil  nncb  30) 
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MO  * 


d.  i.  Dacb  51) 

ist,  fo  ist  nach  50) 

™— — p=ir~» 

uuU  fulglicb,  weil  oacli  der  zweiten  der  Relatiooeo  53) 


iit; 


Also  ist 


*  =^ — st» —  ^   S^'J  ' 


11(2)^(11  v(3)  ir(i)^(2)^tf(i) 


—      S?ii       —  * 


U.  8.  W, 

1184 -fdglicb  allgemeio 

54)  «Wä  > 

oder  wegen  der  swetten  der  Gleiehaagen  53);  ' 


55)  R(0== 
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Nadi  49)  i«t  aUo 

*  ■ 

oder 

IK«  Grössen  3^^*^  fUf^  k9mnm  noch  ileii  «ni  «fer  Theorie  der 
K«tt»Meho  bslwratvo  Regiln  i«Mr  lewfat  bveohMi  wwdtn. 

Hfscb  19)  hat  nai  die  fülgenden  Gleiehoogea: 


yd) 


iKD  -/(« 

üfd) 

ifOO 

;,(3)  _/(2) 

p(J)  —/(I) 

Jf(i> 

u.  s. 

W. 

MO 

f.« 

aus  denen  sieb,  weil  offenbar 

ist,  4vfeh  HvItiplieatioB  aaf  der  Stelle  die  beiden  Gleicbun^en 

5«  1  — .  (;>0)-/0))(p(aJ-/CO) (;>(3) -/(»)),.. .  -/TO) 

aad 

SA)  ^  —  j/(2)^/(3).>/(  t) ....  jtm 

ergeben,  woraus  dauo  i'eruer  auch 


WfiDD  man  dud  einige  der  Gröeien 

« 

ff 

O.  8.  W. 

^  vom  Anfange  ab  mit  Hülfe  der  Gleicliunfifen  18)  and  ^6)  rntw'rckelt 
und  dofch  p^^^  — y^*^  ausdrückt,  wobei  man  am  Leichtesteo  rechoet» 
wenn  man  jedes  dieser  Producte  für  sieb,  unabhängig  tob  den  vor» 
hergehenden ,  und  mit  der  Mulliplication  der  einzelnen  Factoren  in 
einnndor  von  Hinten  anfangend,  entwickelt;  so  bemerkt  mm  sehr 
bald  daa  allgemeine  Geaetz^  dasa  aich  das  Prodiicft 

{p,u}  -/.o))  {p,m  -/.»>)  .  dl,»  -/,(0) 

dnrcli  einen  Ausdruck  von  der  Form 
wo        und  JfCO  cwei  hloas  tod 

itf  (0,  iii(2), . . . ,       j }  A^u),  A^^), , .  • .  A^(^i) 

•bhSiigeode  Grdieen  beseichoen,  darstellen  läset. 

Cm  die  nllgemelne  Ricliiigkeit  dieses  durcb  Induction  gefunde* 

Den  Gesetzes  711  prüfen,  wollen  wir  untprsuchen,  ob  dasselbe  unter 
der  Voraussetzung,  dass  es  bis  i  —  1  gültig  sei,  auch  immer  bis  i 
gelten  müsse.  Der  Annahme  svfolga  ist  \A 

0»,  W  -/t«>)  (Pi^        )  b.«  -/.«) ....  Cp.<^«  -/.^'-«) 

t    tu-a  (jtfOM«)«») ....  iW^g))' 

und 

0,^(0 (ii.ca) (^.(») (^.(.^^ 

—  /   n-2  (Mojtyc2)M3)....jy('-i))» 

—  1—        •         H-Ät^l)  (^1)  —/tu/ 
folglich,  wie  sich  hieraus  durch  Division  ergiebt: 

iit  aber  nach  31) 

^  M     ^  (0  —  
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und  folglieh  mittelst  dea  Vorbergebeodun  oacb  gehöriger  Subatitn« 
ti«B,  wmn  wir  4«r  Kftna  w«g«D 


ftetxen : 


Alto  ist  nach  dem  Ohig^en,  wie  man  dnrrh  MuUiplicatioD  dieser 
Gleicbang  mit  der  zweiten  der.  beiden  GleichungeOi  von  denen  wir 
ausgegangen  sind,  sogleiell  findet: 

62)  (;»,0)  -/.CD)  {p,W  -/.(!)) ....  {p^iO  -./,(.)) 

-     {mimi2)m*)Mw ....  mco)» 

und  die  Allgemeinheit  des  bemerkten  Gesetzes  ist  folfflicb  hierdurcli 
•ffeobw  bewieien.  Zngleieb  belen  wir  4ie  ift  den  GleiefciiefieD  61) 
eoiCpeeprecbeneB  Geaelie  der  AbhKBgigkeit  der  GrSeien 

■ 

€70),         17(1),  (4)  


jm.  Mm,  m\      . ; . .  jsru 

von  einander  entdeckt. 

Ann  dea  Ql^ebugCB  tO)  and  62)  ergiebl  neb  nn  aber  se- 
gleicb 

^  f^IÖ— *  if  (DJf (»JtffDirC«) . . . .  JftO* 
Naeli  dea  YorbergebeBdeD  ist,  wie  mo  teiebt  findet: 

e,  w.  ' 

nad 


84 

4 

Setet  mn  mm  ftberbaapt 


MO 

und  uuäserdexu  zugleich 

io  Ut  nack  eioen  ailgemeiD  bekauutea  isaUe  von  den  Ketteobri- 
eben:  ' 

3.  w = 3 .  w  jvw  -  3 .  (^^^(«)% 
3,ö)  s=3,c«  AM)  3i»HifW)% 

^  t.  w. 

9r ,» = 9».  coiir«  -  «,(0(  jf «)•, 

n.  fl*  m 

Vergleicht  man  dies  mit  Uem  Torbergehenden,  so  ergiebt  sich  auf 

der  bteile 
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alto  uaeli  l^j 

JTw— '  MÖ)M»)Mmin^ ....  jrO ' 

•iUcUt  welcher  Formel  sich  dai  Verhältnin  -^^^  berecbnen  and 

ancb  benrtheilen  litat,  «b  ^  voii  f  gleiclie  oder  logleiche  Vor^ 
leickeD  beben. 

f  8. 

Nach  42)  uod  45),  and  BMil  43)  and  46)  heben  wir  die  beiden 
folgenden  GleicbnDgeo: 

nnd 

=  _  (/»^W  — /,  W)  ( JSO^l)  -f.  #',<jM)  +/W), 

oder  die  beiden  Proportionen: 

■■4 

W  —    (0 :  —  ( jEt.-i)  +  /'/f-D  ^-/CO) 
=  F^iO  — /,C0 :  p(0  — /(O , 

ene  denen  sich  nach  einem  bekennten  Setse  von  den  Propdrtionen: 
die  lieiden  folgenden  Proportionen  ergeben: 

ud 

Weil  nno  aber  nach  30) 

iit,  so  werden  die  beiden  forbergebeodeB  Proportionen: 
^)-.^n:— (jPM)+#',C(-i>^/»)=^)-.#\i):|K4— /^^ 

t—(Ä(^I)-|-F,(*-i)4-/(0)=;,,(«)-/',(0:;>,(*-l)-/',<H>| 

nd  fiibren  dorcb  Difiaion  tn  der  Proportion- 


'woraus  tich  die  Gleieluiog 

ergifibt  Daher  liat  nan  jetzt  die  folgendeo  GleicbuDgen : 

V.  t.  w. 

l>i f*>  —  /»»l"  —  -^,tU  *  ^^caj  —/jCa)» 

Hultiplicirt  Man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Glelebkellaseieheii,  und 
hebt  anf,  waa  aich  anfbebeli  iiait,  ao  vaat 

Also  ist  nacb  00) 

Ki\   ^J^iLV  —  ;>(!)  -  FC») 
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XI 

BemerkoDgen  zu  zwei  Abhandlang«  io  diesem 
Archly  in  Betreff  der  SteUiersehen  Sfttze  über 
die  conischen  Sechsecke  und  Sechsseite. 

Voo 

üerm  A.  Göpel 

vä  Berlin. 


Im  dritten  Bande  des  Archivi  beweist  Herr  Dr.  Scklöaitok 
einige  Sätze  Uber  die  conischen  Sechsecke  ond  Sechsseite ,  welche 
Herr  Adams  im  dritten  Hefte  des  fünften  Bandes  wieder  auluiiuiDtj 
•UeiB  «i  seheint  mir^  nb  h&ttea  Md«  4itm  VMit  ditMr  Sitae  ver* 
kennt.  Je  mehr  die  mntbeaetiscbeo  WiMenicbaften  in  den  neuesten 
Zeiten  materiell  an  Umfang  tTPwinnen,  um  desfn  «Irinji^rndrr  ivird 
«üt  li  die  Pflicht  des  .^1at!irm'itikers ,  (Jen  gewonnenen  Stoll  in  eine 
nhemclitliche  Ordnung  zu  brinffen  uuü  das  Zusamoiengeiiurige  an- 
eiaeDdersuTeilieo.  Ans  dieser  ^iickeieht^  wird  ei  den  Lesero  dee 
Archivs  vielleicht  nicht  nnwillkommen  sein,  noeb  einen  andern  Ge* 
Kicht^pnnkt  für  die  üraglicbeo  Sitze  i^ennen  in  lernen.  Bs  sind  die 
iolgeoden. 

Ist  er  Lebrsatx.   „In  einem  coniteben  Sechseck  ABCDEF 

wird  jede  der  drei  Uauptdiagonajen  AD^  BE^  CM*  von  den  beiden 
nicht  anliegenden  Seiten  des  Sechsecks  in  zwei  neuen  Punkten  ge« 
schnitten,  so  dahs  luau  zusammen  sechs  neue  Punkte  if/',  A\  7*'; 
itf",  A"  P"  erhält.  Von  diesen  sechs  Punkten  liegen  die  ersten 
drei,  nftmlieh  M\  A',  P'y  auf  einer  Geraden^  nnd  die  drei  andern 
M",  A",  anf  einer  andern  Geraden." 
Bewein.  Die  Punlite 

M')  iCF  lAB 

r  sind  die  Durchschnittspunkte  \jw\  mit  den  )  pw^ 
l        der  Hanntdiagonalen  Seiten  j 

P-)  ,    '     ^  . 

Sie  sind  folglicb  die  Dnrchschnittspunkte  der  gegenfib erliegen* 
den  Seiten  des  eenischen  Secbseais 

ADCFEB, 

Felglicb  (Paienlsf ber  Sata)  liegen  sie'  in  einer  Gemdea.        *x  « 
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Ebenso  siod  die  Paokte 

Jl^"  (  iCF  iDB 

mjf,  J  die  Durchschnitte  der  J         mit  den  1 

^   1      Baoi»tdi«gonaleo  Seiten  j^^ 

Sie  liiid  folgtieh  dieDofehichnilte  der  gegenüberliegeaden  Seiteu 
des  coDiielieii  Sechsecks 

AFCBED, 

folglich  liegen  sie-  eheofnlls  enf  einer  Gereden. 

Aus  dieser  Dnrstellnng  ersieht  man,  dass  der  aufstellte  Sats 

nicht  ctomul  eine  Pol^crnuc^  niis  flcm  P:i<;rnl8cheD  SetSp  SOBdem  ie» 
diglicb  der  PascttUche  Sutz  seUst  ist. 
Bin  äholiches  gilt  von  dem 

lllten  Lehrsatze,  welcher  der  polare  Geirensats  des  vorigen 

Ist  uoH  (Irn  icfi  hier  nicht  lu  wiederholen  brauche.  Er  ist  ledig* 
lieh  der  ii  r  i a  ti c h o u sehe  Lehrsatz  vom  conisehen  Sechsseit 

Um  uuu  zu  dem 

Ilten  Lehrsntae  nehst  seinesi  poleren  Ciegensets  sn  konineo, 
wollen  wir  nncb  flerrn  Plfickers.  Vorgnnge  altgenein  das  cottiscbe 

Sechseck 

ABCBEF 

dvteh  das  Schema 

A  CM 
BD  P 

anlhsseii,  so  dass  also  s.<  B,  das  conische  Sechseck 

« 

ABCFEB 

durch  das  Schema  ' 

ACE 
DFB 

dargesteltt  wird.  —  Wenn  wir  jetzt  noch  die  Geufcnsciten  des  ur- 
üpruQglich  gegebtuen  conisehen  Scclisecks  ^/^jp  verbinden,  so 

erbalteo  wir  drei  Durcbschnitlöpunkfo  N,  P,  welche  nach  Pascal 
wieder  auf  einer  (yeraden  liegen.  .\ua  lautet  der  zweite  Lehrsatz 
dahin,  dass  die  drei  Geradea  MUfP,  M*N*F'  und  M^h'^F*  sich  in 
>!Dem  Punkte  schneiden.  IMit  Beuutsnng  des  obigen  Schenus  wer- 
den wir  ihn  daJier  fulgeodermassen  aussprorhen  können. 

Die  Pascalschen  Linien  der  drei  couiscbeu  Sechsecke 

'  ACE  ACE  AgE 

BDF  DFB  FBD 

•«cliueiden  sich  in  eiaem  Punkt. 


Digitized  by  Google 


Id  dieser  FasBUDg  erkennt  man  sog^kich,  i!n<is  dieser  Sntz  einen 
fferingeo  Theil  voo  dem  Steiuerscbea  isiutze  über  das  cooiscbe 
seehMek  •■■■Mclit,  weldiM  ditNr  GMirla  io  dea  Aalmnge  tm 
seiner  ,,EntwickelaDg  der  Abhän^igkeit'*  ffegebeo,  über  schon  viel 
früher  im  (wenn  ich  nicht  irre)  18tcn  Bande  der  Annalen  von  Ger- 

gönne*)  bekaont  gemacht  hat.  Herr  Plücker  hat  ihn  vor  langer  Zeit 
■  Siea  Baade  des  Crelle'seheii  Joareals  bewieseo  osd  derjenige 
Theil  seiees  Beweises,  welcher  anf  des  obigen  Ilten  Lehrsatz  Be» 
lutt,  sfisuBt  gaas  mit  dem  fon  Herrn  Adams  dafür  gegebenen 
überein. 

Der  IVte  uod  Vte  Lehrsatz  sind  wieder  nichts  weiter,  als  der 
Plsaealsche  nnd  Briauchonsche  Lehrsatx.    Der  erstere  läuft  z.  B.  ' 
darauf  hinaus,  dass  der  Durchschoittspunkt  der  beiden  Gegenseiten  . 
AB  nnd  Bß  snr  Bestimmung  der  Pascalschen  Linie  des  Sechsecks 

*  JtCJB 
BDF 

nad  auch  .xnr  Bestimmung  der  Pascalsehen  Linie 

A  CD 

■      B  B  F 

dient,  was  ohne  weiteres  aus  dem  Schema  ersichtlich  ist.  Man 
kaan  biasufiigen,  dais  er  auch  anf  den  Pascalschen  Linien  von 

AFB      ^  AFD 

und 

BBC  BBC  ' 

liegt.  Zn  dem  Vten  Satse  bemerkt  Uerr  Adams,  dass  er  sich  auch 
diract  MS  dem  Brianebenseben  Salm  nUeilan  lasse.  Br  ist»  wie 
icb'an  seinem  reciproken  Satne  (1?.)  geneigt  habe,  lediglieh  delr 

Briauchonsche  Satz  selbst. 

Cm  den  Lesern  des  ArcbivB  die  Mühe  des  Nachsclilagens  za 
ersparen,  will  ich  noch  den  Steiuerschen  Satz  über  das  Sechseck 
wiederbolen,  ans  welebem  man  sieb  dank  dnreb  pelare  Debertragung 
den  Ober  das  Sechsseit  bilden  kann. 

„Das  vollständipfG  Sechseck  hat  15  Seiten.  Diesp  15  Seiten 
schneiden  sich  ausserdem  nucli  in  4u  Tunkten.  Ist  nun  das  Sechs- 
eck einem  Kegelsebnttte  eingeschrieben,  so  liegen  diese  4S  Punkte 
sa  dreien  auf  geraden  Linien  und  swar  dergestalt,  dass  jjeder  die- 
ser Punkte  vier  solchen  Geraden  zugleich  finj^chörf.  Die  Anzahl 
dieser  Geraden  ist  dalicr  60;  und  sie  sind  die  Pascalschen  Linien - 
zn  den  60  eintachcu  iSecLsecken,  welche  man  erhält,  wenn  'man  die 
Ecken  des  volNtiindigen  Seehseeks  in  allen  ihren. möglichen  ver* 
scbiedenen  60  Reihefolgen  nimmt.  Diese  60  Pascalschen  Linien 
schneiden  sich  zu  dreien  in  einem  Punkte,  so  dass  man  20  solcher 
Punkte  erhält.  Diese  20  Punkte  liegen  zu  vieren  auf  geraden  Li- 
nien^ nod  «war  dergestalt,  dass  jeder  dieser  Punkte  drei  soleben 
Gemden  sngleieb  angebort  nnd  die  Ansnbl  dieser  Geraden  daher 
15  ist»» 


*)  T.  xvm.  p. 
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Wdclie  EalaiioB  dicM  15  Gerade d  sa  «inMder  faftbeo,  liat  Herr 
Stflitttr  bii  Jelit  «oflrVrlBrt  gelasseo ,  uni  4ieM  Pngi  Itt  ur 
■ocb,  wtkkn  ihrer  Srledigang  — tgagiafciiaht. 


m 

Einige  Bemerliungeii  Uber  die  Rectification 
mid  UuadratQr  des  Kreises, 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herra  E.  Catalan  in  den  Nouvelle« 
Annales  de  Matb^matiques.   Journal  den  cundidnlä  aux  eco- 
Ub  pol^teohoique  et  oonnale,  r^dig^  par  Terquem  et  Gerono, 
T.  t  Paiu.  1842.  p.  190.  frei  bearbeitet 

▼OD 

dem  UerauBgeber* 


Wen  wir  Ae  PUeben  «e«  ie  «nd  etm  nn  eimm  Krai»  b»* 
■ebmbMMo  rftgittriB  Videdti  vee  i^«  Seittii  rMpacHf e  dweb 

JFk  und  F'k 

bezeichiifQ ,  äo  (laben  wir  iiucb  einem  ttUgemeio  beiutnoteo  Salse 

die  Ijeideu  foigtudeü  GleicbuDgeD: 

«»  detten  dnrcb  Divinoo 
.  folgt. 

Aus  der  zweiten  der  i»leicliuogea  1)  erhalt  iii»a; 
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01 

'  ■  — 


und  folglick»  wenn  bmi  anltipUdrt  «ofbebt»  wu  eich  ««flie- 
kto  lässt: 

)  ^*  n#;-^F.)(i^+/5,)(^.-i-i^«)....(ük^n-Ä)- 

Mnltiplicirt  mau  die  Gteicbuogen  2j  uq4      in  eioauder,  so  erhält 

■Mit  *  - 

SeUt  man  hier  ^  —  1  för      eo  e^ebi  ueb: 

Diftii  DUD  4}  durcii  üj)  so  kommt: 

WM  man  aoch  leicht  in  Worten  Auupreelieo  kttiin« 

Man  kMn  difM  GleicbflD|r  «iw  Mcb  wi  foigande  Art  «na. 

«■4  biennfl  trgiebt  iieb,  Wemi  mii' 
•eist,  ferner  die  Gleichung: 

•)  Sollte  sich  .ucbt  eme  ätmliehe  betnerkeiuwerthe  Relatioa  bloss  zwi- 
sehen  dtn  Flachenraumen  der  um  den  Krela  btKhriebenen  regulären 
Vielecke  finden  laHent  * 


93 

SeUt  mao  üagegeo 

10)  Pk^V^i 

so  erhält  mao 

Cehen  wir  vom  riiic;pschricijciicTi  rcguläreu  Vierecke  aus,  und  ^^etzeo 
folglich  M  =  4,  so  ist,  wenu  der  Halbmesser  des  Kreiscä  ab  Eiu- 
heit  »DgeioiMta  wiid,  ofFenbar 

also  nach  der  enCen  der  Gleichongen  1): 

(/'J«  =  F.F.  =  8.  i^.  =  »V/». 
Folgllcli  im  aadi  8) 

nnd  iii»n  erhält  also  mit  Hnife  der  deicfaaag  9)  öberliaiipi  die  fol- 
geedeu  Aiu<'rä<\k.e: 

( 

Ol  , 

|4=l/(2^\/(2  +  V/5^)), 

1^  =:  1/(2+ 1/(2  + 1/^))), 

U.  8.  W. 
i 

Beieicbnet  man  dud  aber  die  rrn<!srn  auf  clnr  rechten  Seite  der 
Gleicliheitaseicbeii  der  Kürze  wegen  oadi  der  Eeihe  durcb 

/.(2),/,(2)./,(«).AP),  „ 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

§,=i/,(2jtA(«K 
§,=;/.(2)/,(2)/.(2), 

g,  =  i/.(2)/.(2)/.(2)/,(2), 

8.  =  i/,(2)/.(2)/.(2j/.(2)/.(2), 
tt,  t.  w. 
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ttiMi  folgiich  nacb  8),  weoa  wir  der  Riirse  wegen 


F,  =  29,(2)y,(2), 
;^,=2(p.(2)SP,(2)9>.(2), 
^   y,  =  ^^.(2)9.(%,(2)y,(2), 

n.  I.  w.  . 

Bezeicboen  wir  die  CJränze,  welcher  jPc  sich  nähert,  wenn  X.- 
in's  UDeodlicbe  wächst,  durch  so  ist  bekaootlicb,  wenn  7f  wie 
gewSkttlieh  die  halbe  Peijpbem  des  Kreieei  beseieimet: 

14)  mstP^. 

BeaeiehBea  wir  aleo  die  Grinse,  welcher  dee  Prodact 

»ich  nähert,  wenn  Je  lun  Uaenilliche  wächst,  durch 

y.WSP,(2)9P,(2jy,(2)....9.,(2); 
10  iit  Usch  13)  ' 

Leicht  überseugt  bud  sieb  oud  von  der  Richtigkeit  der  Relatioa 
MS  deriich  ferner  nsch  12)  sogleich  die  lUistioli 


ergiebt   Nud  ist  aber  Dach  12) 


SP.(^}  — (75  —  (75  =  sec 


Also  ist 
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n.  g.  w. 


Wie  man  auf  diese  Art  imm^r  weiter  gehen  kaas ,  uterliegt  k«i- 
B«m  Zweifel,  uad  es  ist  folglich  ullgemeiik 

Stt(2)==8cc 

Bezeiciiuen  wir  dia  GräDze,  weleW  das  Product 

n        ^        ff    ^    ^  '  ^ 
•ae  1^  aec  ^  sec  ^  sac  ^  mc 

■ich  aftherC,  wcpb  k  m>  üaaiidUeba  wMs^  durch 

MC  |;  iec  ^  aaa  1^  eee  ||r ....  aec^« 

aa  iai  naah  15) 

16J  |;r  =  sec  ^  »ec  ^  aec  ~j  ....  sec^> 

Dies  iit  fliaa  längst  bakaoata»  von  Balar  gafiindaiia»  hiar  abar  gaas 
ateaaDtar  bawiasana  Ponaal. 


* 
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XIIL 

Allgemeiner  Beweis  der  bekannten  Au&drQcke 
<  :ay  i«f^  sin  imd  ces  («±ß). 

Von  . 

Herrn  F.  Arndt, 

Librar  am  ^fflmarinm  ^  SintMiiid. 


.  1. 

,.IJb  zo  einer  allgemetnen  Definition  des  Sinus  und  Coktouä  z.u 

f »lau gen,  iat  «a  aatkig,  folgende  Betncbtiiag  über  4«i  Z&blen  der 
reiibü((en  anzustellen. 

In  (Irr  Peripherie  eines  mit  der  Einlieit  als  Radius  beschriebe- 
nen Kreises  werde  ein  tester  i'unkt  A  angenommen.  Ist  dann  M 
ein  beliebiger  anderer  Tunkt  io  der  Kreislinie,  so  verstehe  icU  un- 
ter dem  zwischen  A  und  M  liegenden,  oder  dooi  dem  Punkte  M 
zngeliörig-cn  (entsprecliendeD )  Bogen  den  Weji[,  wclclien  man  auf 
der  Peripherie  zurück  !r<;en  muss,  um  von  A  nach  M  zu  gelangen. 
Diese  Bewegung  kann  ntcbt  nur  von  A  aus  nach  zwei  verschiede- 
■OB  Riebtongeo  gescbeben,  deren  eine  poailivo,  dio  andere  negative 
Bogen  bestimmt,  sondern  einmal  in  m  n^;<elangt|  wird  man  noeb 
beliebig  oft  in  diesem  Punkt  nnkornmen,  wenn  man  die  Peripherie 
mehrntal  durchläuft.  Es  gehören  daher  dem  Punkte  M  unendlich 
viele  Bogen  zu.     '  \    .  ' 

Nun  denke  man  neb  dnrch  des  Kreises  Mittelpunkt  ein  recht* 
winkliges  Coordinatensystem  in  des  Kreises  Rhene  c;ele2rt,  sn  dass 
der  positive  Theil  <ler  Ahscibsenaxe  vom  Mittelpunkte  tuuli  dem  festen 
Punkte  A^  von  dem  alle  liugen  an  gezählt  werden,  gerichtet  ist. 
IKoa  vomnegeeetet,  nenn«  ieb  ait  Gmiiort*)  den  Biniii.iiiid Co* 
Sinus  des  den  Punkte  Jf  »wrMiörigen  Bogens  resp.  die  Ordinstf 
md  .ihocieio  den  Piuliteii  m  in  Bcntip  mki  dnt  nngntooHiene 
Sjatem. 


^       Da  nach  dem  Obigen,  wenn  a  ein  ganz  beliebiger  (positiver 
'oder  negativer)  dem  Punkte  M  zugehöriger  Bogen  ist,  eben  die- 
sem  Pnnkto  iberbnnpl  der  Bogen  ad=2j&r  entspricbt,  wo  k  eine 


*)  Elemente  der  ebenen,  sphärischen  und  sphäroidischea  Trigonometrie 
tnn  Gebraocbe  bei  Vcvlesungeo. 
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positive  ganze  Zahl  beseiehiiet,  so  folgt  aus  der  0«fiftitioB  te  Sh- 
nns  und  Cosinus,  dass^ 


1 


>•! 


Hierdurch  nind  die.  Stonsae  und  Cusiuusse  zweier  Bogen  ver- 
glichen, die  sieb  um  z^%kit  unterscheiden.  f}m  nun  eine  Verglei- 
cbung  fiir  zwei  sich  um  =i=  (2i&>f- l)xr  unterscheidende  Bogen  an- 
zustellen, sei  JH'  der  dem  Punkte  ßl  diametral  gegenüberliegende 
Punkt  der  Peripherie.  Die  diesem  Punkte  zugehörigen  Bogen  zn 
finden,  stelle  man  sich  vor,  doss  man  auf  der  Kreislinie  fortschrei, 
tend  in  ßf  angelangt  sei,  und  der  Bogen  a  sei  das  Resultat  dieser 
Beweprun^.  Vob  draae«  Moment  an  gerechnet,  witd  Mn  «im  er- 
sten Biel  w  M*  ankommen,  wenn  der  Buren  ±9r  dnrcbinnfeo  iat, 
weswegen  dem  Punkte  ßf  schon  t!rr  ifogen  a  ±  tt  entspricht. 
Da  man  nun  von  Üf'  die  ^anzc  Peripherie  noch  mehrcmal  durch- 
laufen muss,  um  immer  wieder  von  Neuem  in  diesem  Punkte  an* 
zukommen»  ao  gehört  dem  Pnnkte  MT  ttberhanpt  der  Bogen  a  db« 
r*r  2Ajt  tu.  Jcnarhdem  "man  ntin  die  obern  oder  Tiritrrn  Zrrrfien 
auf  einander  i)o/iolit,  oder  nicht,  Ündet  man  die  Bogen  a^ir(2^-+- i)^« 
oder  adb(2X^  —  ijorj  da  aber  —  1  so  gut  als  S/r-f-l  jede  unge- 
rade Zttbl  reprSaentirt,  ao  iit  der  leiste  Boren  im  eralen  aelioii . 
enthalten,  und  aomit  enteprielit  dem  Pnnkte  M*  der  Begen 

Da  nun  Sinus  und  Cosinus  der  den  Punkten  ßf  und  üf'  ent- 
sprechenden Bogen  nbflolnt  gleich ,  den  Veneiehen  nncli  aber  wt» 
gegengeaetit.mnd,  ao  erbilt  man  die  Relationen  * 


I  sin  j  a  rb  (2/ -f- l)7r  j  =  —  BIO  « 
'    lcosladb(JU  +  l)ff|=  — cos  c 

Die  Auidricke  1)  nnd  2)  laMen  aleb  aber  lo  mit  einaiider 
nigenx 


"  I 


sin  («  =1:  Jht) = I)*  ein  a 
€Oi{adbilir)s(^l)*  eei  a 


in  (lfm  jetzt  ßc  eine  beliebige  (gerade  oder  ungerade)  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet. 

Dadnreb  sind  die  Functionen  iweier  Bogen  Tergticbea,  die  iicli 
um  ein  reradcB  Vielfache  von  'tt  unterscheiden. 

Endlich  betracliton  ^vir  zwei  Bogen»  die  sich  um  <eia  ungerades 
Vielfache  von  ^jt  uoterscheiden. 

Zn  dem  Ende  sei  wieder  a  ein  gans  beliebiger,  dem  Punkte  Jf 
zugehöriger  Bogen,  der  in  einem  der  vier  lUadranlen  (a.  die  laeh« 
folgende  i^igur)  endigen  kann: 
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0^  ist  des  Kreises  Mittelpunkt,  von  M  Rcbreitet  man  in  allen  F&l« 
len  nach  derselheo  (uositiven)  RicLluDg  zu  lU'  fort  durcii  den  rech, 
ten  Winkel  ^0 Jf '  kindnrcb.  Dann  ist  111  + eb  des  Punkte 
M  rntsprecfi ender  Rogeo.  Sind  MNy  M'ßf'  auf  AO  senkneht»  ao 
erhellt  die  Aehnlichkeit  der  Triangel  MON ,  M'ON\  wP8wci>-ea 
MN=  ON\  und  OA  =z  M'A  .  Da  nun  in  aJien  t^ällen  8io(a+],T) 
■nd  eoB  o  dnaaelbe ,  dagegen  cos  (a  \it)  und  sin  a  entgegenire- 
Mlile  V»n«kAt«  kBlieii»  lo.  ist.  q  o 

i  sin  (a  H- iTi)  =  cos  a 
f  CO!  (a  +  4^)  =  —  sin  o. 

Zieht  man  in  diesen  RelatioDen  fon  4«a  Bootli  ir  nk.  nnd 

keraeknioktigt      Fmeln  d)»  m  wtitakt  * 


i  sin  («  —  I»-)  Ä  —  cos  o 
)cos(a  —  47r)  =  8iD  a. 


Addirt  mnn  in  4)  zu  a  H-  ^if  die  Crdiee  and  keiwktot  die 
Fora^ln  3),  so  wird 


» I 


siB  1H»|  Är(- 1)»  cea  a 

«M|«H-(»*H-lMjrl  =  -(-!)*  ain  «. 


Sobtrahirt  man  dagegen  in  5)  von  o — ^^n  den  Bogen  ikir«  lud 
beachtet  ebenfalls  3),  so  entsteht 

|sin  ja  -  (2^ -H)^jr|=  «»«  * 

So  sind  nun  io  deo  Formelo  3),  6),  7)  die  Siaiiaae  und  Cosi. 
nnsse  zweier  aiek  am  ein  keliebiges  Vielfacke  yoa  sfeiir  nnter«' 
eekeidender  Bogeä  — 


Jelat  Uakti  «Ir  nock  fa  aateraeckea,  wie  eich  «lie  Sinaa  aad 
Cosinus  eines  nec^ativen  Bogens  zn  denen  des  positiven  verhalten 

Es  sei  deshalb  a  =  a'-H^^'''i  wo  £{>  er'  positiv  und  a'-<^27r* 
deaa  iit  —  o  s=  — ^    —  **jr,  und  folglich  sin  a  =  sin  a'  und 

m(— a)=s^(»sO»  «OBÄsaseee«'  aad  cee (— a)  =s eoe (— 
nach  1).  ^  ' 

Rechnet  man  die  Bogeo  a!  uod  — a'  beide  vom  Punktet  aus 

so  erhellt  durch  eiufacbe  geometrische  Betrachtung,  daas  dieselben 

ingleick  iai  erslea  aad  Tieften.  4»der  m  vw^Stw  aad  dritten  (ioa- 

dranten  endigen,  weshalb  räi      of)  es  —  ik    ,  aad  eea  (—  o') 

scoa  o'«  Uiuier  iil  aack 


sin  (— o)=s— eia  a 
aaa^fli)J=seo8  a. 


IHe  Formeln  3),  6).  7),  8)  reichen  Mia  vaUetladig  am  aa  dia  all« 

gemeine  Gültigkeit  der  Formeln  ' 

Tb«ü  VI.  7 


•  « 


»).  1 


iiD  (« •4- 1^  =  BiD  o  eni  ß*-^coB  a  sin  ß 
'  cos(a  +  /S?)  =  cos  a  co«  ^  —  sin  a  sin  jS[ 


In  den  Blcncttteii  d«r  TrigODOBetrie  wiri  oliM  WehÜifi^k«^ 
erwieMo,  daw 


10) 


cos(azl=/?)  =  cos  a  cos  ßzpBin  a  sio 


ist,  wenn  <11p  Bogensumm«»  « -f.     im  ersten  Quadranten  liegt,  so 
dnss  die  Bogen  a,     beide  positiv  sind,  und  keiner  von  ibuen  bin- 
sicbtlich  des  absolateit  Werths  die  GrSsse  ^  übersteigt. 
Für  dM  untere  Toiiei«]iea  man  heben  wir  nach  8) 

sin  (a  — =41111  a  cos  ( —  /S)  H-  cos  »  siii  (~  ßj, 

und  WCDO  wir  daher  a  —  als  Summe  der  Bogen  a  und  — ß  an- 
•eben,      !))oibt  für  diesen  Fall  die  erste  der  Relationen  0)  ricbtig. 

Ferner  ist  nach  8)  sin  ( —  a  —  ß)  =  —  sin  (a  H-  i^)  — 
—  sin  a  cos  ß  eoi  a  sin  ß^  welches  trvederoa  nach  8)  — 
ein  (—  u)  cos  (— /¥)  -f-  cos  (— a)>eiB  . 

Endlich  ist  sin  ( — a-\-^i)  =:  —  sio  (a  —  ß)  =  —  sin  a  cos  p 
+  COS  a  sin  nach  10),  welches  nach  8}  wieder  =:8iD(— «a)  cos/} 
-|-  cos  ( —  a)  sio  ^  ist. 

Deshalb  ist  die  erste  der  Retattonen  9)  ricbttfr  «H««  den 
Fällen,  wo  a,  beliebig  positive  oder  negnti?e  Bogen  siod^  deren 
keiner  bloss  mit  Rücksicht  auf  den  absnlntfn  Werth  die  Grösse  \Tt 
übersteigt.  Ganz  ähaltcb  wird  die  Richtigkeit  der  zweiten  Glei- 
chung in  9)  erwieiBn. 

5. 


Bo|(eD 

bes^nibt  werden,  daia 

11) 

ist. 

Denn  let  a  ««evtfl  positir,  io  ttebnn  man  i^r  m  eft  davon  weg, 
als  es  angeht,  z.  B.  Mflicl,  der  Rest  «t*  wird  nein.  Ist  vnn 

dieser  Kcst  auch  kleiner  als  \tv ,  so  hat  man  mir  w  7.\\  neh- 
meo.  Ueno  aber  a'  die  Grösse  \n  übersteigen  «olltc,  so  setzt  uiati 
am  —  {\Tt  —  o')  +  i»"(iw  +  1 ),  welches  ebenso  viel  als  a'H-in^.aw, 
und  oinmt  j|r=5sn  +  l),dn  nan  \n^^  itbts  kleiner  ab  \ts  ist 

Ist  ferner  a  negativ,  so  kann  nach  dem  eben  Bewiesenen 
— >  c  =  a'  +  |3r  .  ^  neeetit  Huden,  daie  a'  <  <|ir|  nad  iuD  'ptt 
a=  —  «'  —  ,k. 
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Des  >'ortg9iig;  d«r  Bf^apliCy^g  «rf#i4#ii  die  XJa^KJmwMwg 
dreier  Haaptfliile,  Dlalieh: 

I.  Sind  Jkf  ^^  htnü^  gerade  sM^»  V«     ut  enlw«der 

oder 

a)  lit  nmi.  If'>^\f  «iirt'*'**r^'  positiv,  npd  oe^li  9) 
MD  (a + =s  (—  l)*^ .  »in  (o'  ). 

  * 

Eatwiekelt  man  den  Sinnt  auf  der  rechten  Seite  nncb  welefcea 
■leh  4)  erUnlit  iat,  md  benolitet»  dnaa  aaeh  8) 

■in  «'  =  sin  (a  =i=  ^'tt)  =  (—  l)*'  sin  a 
cos  a'     cü8  (a  ^  Xr Vrj  =  ( —  1)*'  cos  (t, 

und  ähnliche  hM^xwkib  Ar  aia  jf  nnd  cea  anta|rlBgeB,  io  er- 
hält man 

rfBC«i+A^(^l)M^      l>»^(iitt  «  eee  p^tm  ft  «in  ^. 

Da  Don  das  Prodnct  (—  1)*'^'. (—  If  -^  entweder  a=  (—  1]^*^ 
eder  s(— ip^,  also  stets  die  positive  Einheit  ist,  so  Ueibt  die 
ent«  der  Edadonen  9)  ricbtijp. 

h)  Ist  dagep^en  sö  wird  man  nur  a  nnd  p  mit  einander 

verwechseln,  wobei  aber  sin  u  co»  ß  +  cot  o.ain  aeinea  W^tli 
Dicht  ändert, 

II.  Sind  ^,  Q  Mde  angerada  s'fi^' + 1 ,  V+l« 
evtwadiar 

oder 

Dod,  wenn  iK'^ll'pailllx»  nach  2) 
entweder 

ala  («+ ^  =s  (-  .  ain  (of -I- 

ate  :        ,     .  . 

iiai(«u|.^(^l>»H9'  .^,(a^^^>. 

Entwickelt  man  die  Fit&ction  auf  der  rechten  Seite  nadi '9),  and  be- 
achtet, daaa  aach  d)  nad  7) 

aia  <^=ssaia{a:i=|7r(2^'-f-l){=::7=(— 1)^  coa«  ' 

1* 


m 

und  Sbnliche  Aüsdriicke  für  sio      und  cos  ß'  entspriogen,  so  folgrt, 
dosB)  ^enachdcm  maa  die  Vorxeicbea  in  11)  auf  einander  beziebt 
oder  niebi» 
«Btweder 

sin  (a        =  (—  .  (—  l)*'+?'-M(iin  a  cos  ß-^  cos  a  sin  ß) 

oder 

sin  (o  -hiS)  =  (—  1)* -e' .  (—  l)^+^(8io  a  cos  /?  +  cos  «  sio 

weswegen  die  erste  der  Relationen  9)  riclitlp:  bleibf. 

Ut     — ^  negatif,  so  vertauacbt  sian  ß  mit  a,  und  es  ändert 

sich  nichts.  k^.  .  •  " 

HL  Ist  i&  gerade  ss  W>  und  ^  migmäe  esS^  +  l;  «o  ut 

entireder 

oder 
oder 

«+^  =  «'+/J' ±iari2(^' -     H- 1 1. 

IKe  erste  Gleicbnog  estspringt,  wenn  man  in  11)  die  obero  nnd 

untern  Vorzeichen  auf  einander  bezieht,  die  zweite  und  drttfc,  wenn 
dies  nicht  geschieht,  und  es  findet  die  erste  von  dcii  beiden  ierz- 
tern,  oder  die  andere  ihre  Anwendung,  jeaachdem  /c'  ^  a  oder 
^'<^'  ist.   Daher  ist  loeb  •)  iwd  7) 
'ontwiler  ■  . 

oder 
oder 

nnla-^nssizsfii'^iyMA  eos(a!H*n  < 


Entwickelt  man  die  FuDction  onf  der  reehlen  Seite  nacb  d),  und  be> 
ocht^t,  desB  nach  3) 

■ttt    SS  sin  (a  :f:  il*ir)  s=s  (— «in  a, 
eos  a's=co8(o=f:*'jr)j:=2(— 1)**  cos  m,  ^ 

und  nach  6)  und  7) 

sin  ^«sntn  )^sFi3f(V+lH  »«^<-l)^  i'» 

eos  <P=«o8|/J=fMV-^1)I  ÄsfcHW  «in  ß,  ; 

so  ergiebt  sich 

entweder  *  - 

sin(a*hJ»)sdb(-^t)^.=t;('-l)**^(sHitt  ^tmt^tfmn 
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oder 

IIB  1)^-«'  .qp(-l  a  cot  /r+era«  iin  A> 

woraus  «rticbtlich,  daos  die  erst«  der  Relaüooeo  9)  ricbtig  bleibt. 

l<;t  pndllrli  une^orade  und  o  gerade,  so  würde  nar Mit  a 
tu  vertauscben  seio,  udU  altes  uugeändert  bleiben. 

ISsBi  ifcolicb  kann  der  Säte  fiir  eoi  (a  +  Z^)  bewimB  wvffden, 
eisfeelwr  Jedoch  oaf  fol^do  Weite: 


7. 

Nach  4)  ist  cos  (a  /?)  =  sin  (a  +  +  y^)*  welches  nach 
üem  bisher  bevriesenen  allgemeinen  ifatze  ^  sin  a  cos  iß l^) 
>f-  cus  a  sin  iß  -i-  i^)t  das  wiederum  nach  4)  =iin  o  .  —  sin  p 
-I- coo  u.cM  ß  iäL 

Wit  dober  «Mb  die  Bogeo  •»  ß  bMebaffoa  mIb  nV^«  «■  lit 
jederxcit 

*    sin  (a -f- /?)  =  sin  a  cos  /?-4-c()s     sin  /? 
eos(a  4-  /SD  =  cos  u  cos    —  sin  a  sin 

Kndlicb  verdient  iierauggebubeo  zu  werden,  was  sich  aus  5)  und  8) 
ergiebt»  oHalicbs 

1%)    I*'"  tt^^  — •)  =  —  «■(«  — « 
'   IcotÄ»*^«*)»    coe(a— |)i)s:m  «. 

Du  die  Bogen  —  a  und  a  sich  compIeroeDtirnn  (d.  b.  zu  j7r  er- 
gänzen), so  folgt,  dass  i»inus  und  Cosinus  eines  BogCDi  rcap.  der 
CofiBOt  Oed  Sinaa  des  Complementarbogens  sind. 
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XIV. 

Eine  Bemerkung  über  den  Beweis  des 
Bfohrresdieii  LeiuMtees  ekiie  UMfe 
des  Imaginftreb. 

Ton 

Herrn  A.  Göpel 
wa  Berlin. 


Die  B(!Tniibiiii|^B|  Um  laagioäre  bei  ao^lytiscbeD  üeductioneo 
zu  umgeben,  dürften  Mancbem  als  völlifi^  antiquirt  uod  io  jeoe  Zeit 
ffebÖrig  erscbeioen,  wo  man  das  ImagiDäre  Doch  ebeo  so  teht,  «It 
Seatigeo  Tag«  die  divergeoten  Mm,  perhorreicirte.  iDdemn 
liiinoeo  sie  zuweilen  durcli  ausserwissenscliaftliche  rmstande  £rrbo- 
ten  »ein,  und  aui  dieser  Rücksiebt  ainimt  die  folgende  ttemerlLung 
einige  Nacbsicbt  in  Anspruch» 

Lagrange  arguamrtitt  «i  dni  sageAnlolra  In  4m 

Le^oDs  sur  le  calcnl  dea  fooetioat  |i.  143  vti  diMS  hH% 

Die  beiden  EeihoD 

h «'♦"ir» *       «  •♦"SJ»  •••• 

und 

icos  a,  Seoe  Sa,  tee  3«^  . . .  • 
e&Upreclien  eiDeni  und  denselben  recamolen  Geeets:         ^  ' 

und 

WO  Xr  und  Ar  im  AUgeBeinon  besieblieh      +  ^  uod  Scoi'#« 

bedeuten.   Setzt  man  alio  «-i-4r  =  2cos  a,  so  werden  jene  bei- 

1 

den  Reibeo  ideotiieb  uod  non  bot  Xr=s^f,odflr  jr^H-zr^^^^'^ 

Mit  andern  Worten ,  weuu  jc*  —  2a!  cos  a  -f-  |  =  0«  so  iit  ooeb 
a^^-^toß^  eoi  ra-|-l=0,  uod  folgtieh  ist  ^^tx^  leoa  f«f4-l 
dnreb  jr*  ^Slr  coi       1  tboUbor. 
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Hier  ist  ai»er  das  IttaguiiUe  cur  scbewbar  verDiedeo,  tten 
kmm  aidit  gleich  2coi  a  g^setst  werden,  weil  2cos  m  Je- 

lenfellt  ioBerlialb  der  Gr&nxeo  — und  +2?  dagegen  :r  -f-  — 
iuituer  ausscrLalb  Uerselben  liegt.  Oder  besser  gesagt »  mit  dem 
Setzeo  voD  ^  >f-  =  2cos  a  ist  eben  eio  laagioärea  gesetzt  wor- 
den, was  doch  vermieden  werden  sollte. 

Lagrange  würde  aber  seinen  Zweck  mittelst  einer  ganz  {(criu* 
gen  Abliideffviig  erreidit  bales.  Wean  man  nAnliek  Mittelst  jeoea 
reearrenten  GeMtiee  ellailig  X%t  Xg       Xr  vnd  twar 

m 

erhält,  so  noat  ma  lllr  idae  allgeneine  Glied  der  udera  Reibe 

Jfr  ebenfalls 

ji,^p0tß9B  a)^-|-  ^(Seoa  0)^1  + . . . . 

erhalten,  weil  es  durch  eben  dasselbe  recurrente  Gesetz  enteteht. 
Fel^Miet 


Wird  nun  rechts  und  links  mit       mnItipKeirt,  so  hat  man 
45*'— Zar»"  €08  ro+l=  -f-l)'— (2.r  cus  «)' j 

•••if 

wo  «irf  der  rechten  Seite  J^mIcs  Glied  durch  (.*'^ -j- 1)  —  (2*  CO»  «) 
ihcilbar. i«t,  was  mUhia  auch  i'ür  die  iioke  Seite  ^ÜL 
Man  erbült  mch  durah  «ine  theilweite  0ifi«on: 

—  2^""  cos  rg  »f.  1  ^  , 

er*  —  2d7  cos  «4-1  ^ 


__  ^    — 2j^^  cos  (r  — 

j*"'  —  2.r  cos  ff  4-  1  '  "*' 

,  — cos(r  — 2)g^l 

3«?  OOS  «-f-i 


Weu  alea  iis«id  aiwi  «itf  abaadtt  folgaada^GMv  der  Mha 

*  y»>  ^11  ••••» 

wo  Tr  allgemein  den  Ausdruck  cos  ra  -4- 1  bezeichnet, 

durch  dr* — 2:r  cos  et  + 1  theÜbnr  sind,  so  ist  es  nuch  das  näch- 
ste, mithin  alle  übrigen.   Nnn  ist  es  aber  das  erste  y«,  weiches 


Noll  i»t;  und  das  zweite  F, ,  welehea  er*  —  coi  « 1  selbst 
ist;  folglich  ist  aucli       —       cua  ra     1  dnrcb      — 2j?  col  a  -t- 1 


XV. 

Bemerinnigmi  Aber  die  Lehre  Ton  den 

geometrlsdien  Progressionen*). 

VOD 

Herrn  E.  Ueis, 

Obaildmr  in  der  bSbertn  Burger-  nnd  PrttTin»«! « Ctimbtchwle 

BD  Aachen. 


IJpk^inntücli  lassen  sicfi,  wenn  von  den  fünf  Crösseo :  Anfaoj^s- 
glieti  tuiigiied  Au%ubl  der  Glieder  m,  l'Jxpuueot  e  uod  ^»uoime 
aller  jBlieder  #  eiBer  geomctrisebea  Prorreteioa  drei  gcg^e- 
ben  sind,  die  beiden  übrigen  leicht  finden.  Die  l^brbucher  der  AI- 
gebra  geben  zn  den  20  möpf liehen  Aufgaben  A'x^  Resoltete  tbeils 
diirect  an,  tbeils  stellcu  sie  die  Gleicbupffen  auf,  deren  Wurselu 
«nr  BcsHmmang  der  gesuchten  Grössefi  dienen;  &o  wird  sar  Ba- 

stiüimung-  \on  e  aus  a,  «,      die  GleichuniiC   a^~^  

Äur  Hestiminunc^  von  f  iius  r/ ,  «,  *,  ho  wie  zur  Bestiminiincf  von 
a  aus  die  Glcicliung  /(*  —         —       —  =  0,  und 

•Ddllch  nr  Bcskinunir  von  0  not  #  dio~  Gleicban^^ 

^  —  ^"I^Ä^^* -f- «j-^  ==  0  uufgtüti'lk.    Diene  drei  Gleichungen 

vom  Ilten  Grade  eDtUalten  alter  jede  einen  Wurzelwertb,  weieber 
der  dlniebaog,  nicht  aber  den  Forderungen  der  Aufgabe  snkoniait. 
Zar  Vereinfnebnnir  des  Ausdruckes  sind  nämlich  die  ursprüoglicliep 
Glcichunc^rn  vom  [n  —  l)teti  Gr[ido  durch  Multiplication  mit  einem 
binnmischen  tnctor  in  Gleichuu^cn  vom  /^tea  Grade  verwandett 
worden,  erhielten  aber  eben  durch  diese  Mulliplication  einen  Wur- 
iclwnrtb«  wflidler  nin  Antwort  auf  die  gegebene  Anfgabn  gnm  nnd 
gnr  nicht  pntal.  Dv  e  an  so  haitianen  dient  nnn  die 


*)  S.  mein«  Saauulung  von  Üeispieieu  und  .Aufgaben  aus  der  allgeiaeinen 
Arithineük  und  Algebra,  dritte  ▼ernehrte  Auflage*  KSln.  VM» 
Seite  271.  ^  ' 
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ssO,  welche  aucJi  antcr  der  Form  — a=0  «ich  «UnteJUa 

IM.   Malfiyligift.— B  dMM  letztere  Gleichang  ml       1,  m  «r« 

hiU  SN«  4i0  QtdekBBg  tf«—  ^e  +  ^^sO  van  «ton  Gnd«, 

welclM  io  deo  I^Midbera  rarMmtieb  ugeAlbrt  wird,  die  ab«r  4Mi 
WartelwertL  e=\  io  sich  eDtoftlt,  welcher  in  Bezuf^  auf  diePordemnr 
der  Aufgabe  aorichtig  ist.  Die  Gleichung  f{»  —  —  ai§ — •Jf'^ 
=  0  zBf  Beatiflunaiig  von  a  oder  t  eothält  deo  Wurzelwertb  ts=a.  aiese 
üleieboDg  iit  dcmiiaeh  so  verwerfen  nad  italt  ibrer  die  fSleSebuog 


vom  (ä—  Ijteo  Grade  JT"* -•- J^*"*-*- •  •  •  •  + 1  — '  — :=0  oder 

n-l 

— -J  sssO  aafiiBateUee,  wo  jf=^/^,  deren  Wnrseln  alle 

den  PordeningeD  geongen.  Die  CHeiebnngf  e»  —  tttj«*"*-**  t^it"^ 

sO  endlich  giebt  den  Wurzelwertb  es=  welcher  ebeofdlU  nur 
der  CrIeiehoDg  genügt;  gtett  öiner  6leleban(f  fon  «ten  Grtde 

ist  daher  die  Gieicboog  e^i(l  —  y)  +  . . .  ••4-  e  + 1 

s=0  oder  ^^^j^.-— ' -j-^imsO  MfinvteUen.  -In  .eipe«  gusbeiott* 

deren  Falle  kann  twer  esl  «od  a  =  t  sein,  aber  alsdann  liefert 

Mcb  die  Glelchifog  vom  {n — 1)tcn  Grade  diese  VVerthe  und  die  Glei* 
ibttog  von  «itea  Grade  würde  diese  Wertbe  doppelt  geben. 


XVL 

UebuDgsaufgubea  für  Schüler. 


Es  ist 

—  («I  4*  <».  —  «.)' 
-^(•i-h^s^^i)*' 


m 

Lassen  sich  äbaliche  GeieUe  fiirPMdKet«  mit  mehr  aU  drei  Facto« 
reo  angebanf 


Weua  die  Seiten  tweier  Dreiecke  einander  parallel  sind,  und 
lat  eine  dieser  beidan  Dreiecka  in,,  daa  aodare  110  aia  driflaa 
0jrdlecii  bcscbrieben  ist,  so  ist  der  Fläclienranm  dieses  letzterem 
Dreiecks  die  miüli  re  Froportiaoala  iw'iKbeii  dao  Flächaorftnnaa 
der  baideo  ersten  Dreiecke. 


Znsats  an  d«ft  s«  bev«ia#Bd«B  SJItstB*  Tbl.  S. 
Van  Bnrrn  A.  GKpal  nn  Berlin. 

"  I)  Van  der  Reihe 

ist  für  jedca  m  ' 

iite  i^umme  der  ersten  n  Ulieaer  =        g».4*  (2if— 2)*■^i^i^  ' 

_  tn 

nito  die  Subm  aäanitUcber  Glieder  = 

2)  Von  dar  Reiba 

,     at»~2»   .  ■  (#i»~2»H«»«— 4«)  , 

ist  für  jadaa  m.  . 
dia  SiiniBe  der  eritan  «  Glieder 

 I  1       (2»-iw«)  (4'^»).^(4ii*-iw») 

1 — —  sin  — « 

also  die  Summe  säqimtlicber  Gtfeder  as   ^  , 

3)  Wann  m  einto  gande  ZabI  iit,  10  iat  dif  Samnie  der  Reihe 


Ui  KU  den  ineadKidi  iierd«id«o  Giiedera  rertgeMtit: 
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wo  (Irts  obere  odt-r  untere  ZeicbeB  so  nehmen  ist,  jenocbdem 

gtrad?  oder  UDgcrnde  in. 

Welehe«  iBt  ihre  öamme  für  ein  beiiebigea  mi 
4}  Wm»  m  dif  iwgtnl«  ZiM>  gröMir.  »Ii  1»  iit,  m».  iH  4m 


bis  zu  deu  uuendlicb  werdeudeu  Gliedern  fortgesetzt:  '  ' 

  '2         ^1  2  .  4  . . . .  y/j  —  3 

m  te  dbera  «der  oiiter«  Zeiclieii  sv  mlimeB  ift,  |tiiiiebd«a  ' 

gerade  oder  nngerade  ift*  ' 
WalcbflM  iil  ihre  Siim«  fiir  ein  hcJlMbigw  «t 


XVH. 

i  s  c  e  1  1  e  a» 


Acad^inie  des  tcfeiieea  d«  8«ittt  •PItertboorg. 
(Sieneee  dee  Mail  de  janvier,  fevtier  et  «an  1844.) 

€m  pappartm  M  fair  a  fAaaddai»  anr  one  d^co«verto  bau 

net^rologie  per  M.  Nervaader,  profeMear  a  Helsiogfori;  les  nu- 
teurs  de  cc  rvpport  mit  JUL  W.  Strafe»  B.  £«8»  tt  Bm§,-  Eq. 
fai^i  ia  lexie  aiMie: 

«Jf.  ViarfMider,  ^rafniwr  k  BMagfora  at  iieMbva  «arrai^o»- 
daat  de  l'AfaddMe^-  vieut  da  lai  aaaHaaaic^aer,  sou«  forme  de  lettre,, 
le  r^ultAt  d'nti  travail  sur  nK^tPoroloe^tf» ,  qul  contitint  rexposi« 
tiaa  d'UQ  pbecooiÖDC  tellemeut  intportant,  vt  s\  parfaiteneat  igoor^ 
jBMni*a  ce  joar,  que  oüus  avuos  cru  de  uotre  de? uir  de  racomiaaa« 
dar  4  rüteiMiHi  de  ITJMdd^ 


Les  tfttvaux  ra^orologiqaes  qui  out  rauport  aax  ph^noraeaes 
de  la  chaleur  daoa  notre  atmosph^re  oot  4t6  toijours  diriges  ven 
le  bttl  4«  trottyer  la  loi  qai  nSgit  eertMBM  famtiona  d^pendantM 
d*one  caose  manifeste,  comtne  par  excmpte  les  variations  de  tem- 
p^rature  qui  resultent  de  la  poaition  de  In  Terre  p.ir  rapport  au 
äoieil,  ou  de  la  rotation  de  la  Terre  mftne  autour  de  son  axe. 
H»iB  eea  lob  d#r«i«tt  Üre  il^ttitM  4«  pMn^'n^m  nuiiiblii  «t 
CDBatenneal  Modifiea  par  PieflaeaM  4«  «anaea  perturbatrieei  4|m  hm 
faisaieot  paraffre  irreguliers.  T.e  moven  dont  on  s'est  servi  pOBf 
d^couvrir  quelque  r^gularit^  daos  la  müsse  des  variattous  produitea 

{lar  lea  dini^rentea  cauaea  pertarbatricea  a  6t6t  comme  od  le  sait, 
^applicaCioD  du  principe  des  graDdü  oeahrei.  Poar  appliqner  M 
priocipe,  on  distribuc  les  nbsfrvations  en  gronpes  qui  oaibrassODt 
uoe  Periode  ddtermiiK^e,  cuaime  par  exemple  uo  jour,  uoe  aimee. 

On  prend  alurs  iu  moyeoDe  dea  observatiooa  correspundautes 
Ml  tUmt  aoit  on  k  la  ndne  iMiir«,  aelon  la  darta  da  la  pModa. 
En  ae  aervaat  d'on  graod  nooibre  de  groapea»  lea  variatioM  irrd» 
gulieres  se  d<<truiseot  r^ciproquemeiit,  et  il  ne  reste  plus  d'appareol 
que  les  variatioos  essentiellea  proveoant  dea  causca  qui  agiiseot 
daaa  latee  aaot.  Dans  cetta  aorte  de  recbercbea,  qui  00t  oonr 
but  la  Bareba  da  la  cbaleur  paadant  une  p^riode  d'uo  jonr  on  d'nna 
anti(^p,  on  est  toujours  sAr  de  parveiiir  k  un  r^sulfnt  (I^trrmin<?;  car 
il  ne  peui  v  avolr  auciin  dontr  sur  I'cxislcuce  de  la  p^riodc.  La 
loi  ou  la  marclie  cherchce  de  la  temperuture  une  foia  d^termiD^e» 
OB  alt  cottvaan  da  eaaaid^r  coaiaia  dea  irregulariMSa  toato  d^tia*  - 
tioa  de  eette  laarche  iodiqu^e  pur  les  observationa  isoNea.  Per- 
soaaa  ne  pouvatt  cependant  douter  que  ces  irr^g'ti Linter  elles  m^mea 
aa  faasaot  la  cooaequence  n^esaaire  de  cauaea  determmdes,  comoie 
il  an  aak  aonr  la  pbaaoa^  doat  la  r^larftd  a  reconaoe.  Lea 
aalrea  ph&osbaes  ne  noaa  paiaiaaaat  irHgnIiers  que  par  Pigaoraaea 
ou  Dotis  srnnmes,  taut  de  causes  nux  qunllrs  il  f;iut  les  attribuer 
que,  pur  eons^queut  aussi,  des  p<^rio(ie8  qui  suivrrit  ccs  irreß-ulari- 
t^s;  Od  vuit  piir*la  ^u'tl  u'^  a  U'uutre  movea  de  parveair  a  cette 
coaaaisiaaea  que  celai  da  aonmettra  lea  dilKrents  pb^aoMiaaa  da 
pdriodialt^  que  präsente  notre  sjateiae  solaire  k  un  examen  com- 

{»ar^  Bvec  les  Tariatiuna  que  pr^aeDtent  les  pb^oomSnes  de  Ja  cba- 
eur,  d^rmiu^ea  par  de  bonoea  exp^riencea.  Maia  on  voifc  auaai 
qae  cetta  roie  pour  pamair  aa  bat  aal  trbi  laboiiaaaa,  et  U  oft 
d'autant  plus  diffidla  de  se  r^soadfo  a  la  suivre^  qa'U  aat  iapaan- 
h\e  de  prevoir  ai,  pnrmi  tniites  ces  reclicrcfic^«  il  €a  asiiti  ndlo* 
aaeut  uoe  qui  doive  ktrt  couronn^e  de  succcs. 

Quoi  qu'il  en  aoit,  c^est  le  aeul  node  de  proc^der  que  duus 
offra  la  aelaoaa.  D*aatant  plua  grande  oit  aotio  aaliafiMtioa  aa  Ta- 
jant  se  vouer  k  ce  travaii  uo  piiysii  i^'n  nus%\  consciencieux  et  d'oaä 
perspicacit^  aussi  reeonoue  que  Test  iM.  .\cnnnder,  et  aoua  nous 
l^icitoaa  ainceremeDt  de  voir  cea  recbercUes  couroon^  d'un  aoe- 
aba  auaai  dvidait  qaa  calal  qai  rdtalta  da  ptdaeni  ffa?ail.  - 

M.  Ncr^ander  avait  d^ouvert  aul^rieureneot,  yar aaa  tfalwiiba 
sTir  le  temps  de  la  debicle  de  quelques  rivieres,  que  ces  (^pnque;? 
iiianite.staient  une  p^riodicit^  de  aept  uus  qui  se  reproduiäait  avec 
une  aasez  graade  regubrit^  Soppoaaut  que  cette  pdriode  devrait 
wt  ratroavar  daaa  la  au»ebft  daa  taafdralwaa,  il  tbeba  de  la  raa- 
dra  Evidente  en  p^roiipant  les  observatioaa  par  p^riodes  de  aept 
aa«.    Cela  le  conduiait  a  ezaniner  la.  p^iiode  d'aaa  rdfolatia» 
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da  SoJeil  «utour  de  sin  Axr,  L«  ^foips  d«  r^üe  r^? »lution ,  pour 
M  obsenraleur  plac^  au  contra  d«  la  Terre ,  ou  le  temps  de  la 
rotntion  ^oMsptr^ue,  a  it6  ü%6  eo  deroier  lieu  par  M.  Laii^er 
n  *27,  23  joiirs.  M.  \ervander  ordouiu  U's  nhsrrvationa  tberronm^- 
rriqaeH  de  Paris  en  groupes  d'apn-s  cette  periode,  et  ohfinnt  poor 
resttitat,  qu'il  exista  r<^eUeoient  une  periode  seipibiabie  pour  les  tem- 
p^iaUwi»  La  '4wfH  B*««  <tait  iiavrtMt  jpM  «bMiiMat  ki 
eo  )a  nodifiaat  |ttflipi*a  ee  ^ws  la  pModioitf  a«  manifeiUt  da>l» 
Baoi^re  la  ploa  pronoac^e  par  les  tempdratares,  il  obtiat  uoe  da« 
i^e  de  27,2d  jours.  Cette  i\ur6t  approcbe  beaucoii|ik  da  «•Ue  trou. 
fde  par  M.  Lnugier,  et  li  Ton  eonsid^re  que  la  ddlenatnation  da 
eatte  dur^  au  aioyen  d'observations  aatronoaiiques  laisae  tovjoan 
une  iDcertitudc  k  cause  de  la  pobilit^  des  tachea  du  Solcil,  on  ne 
peut  b^siter  a  aditif'ttrf'  |i(>ur  la  dur«^e  de  Ir  riitntiou  du  iSoleil  le 
Dombre  fouroi  pur  Ic  meUieur  ticcurd  de»  ubiervatiuaa  ui^tearolo- 
gique«. 

Üoaa  foyoDs  donc,  peur  la  premi^re  faia,  ce  fait  reaiarquable 

qu'uo  jdn?nom('n<»  Qp[>artenaDt  ä  notre  gystteme  lolairp  n  ^t^  d^ter- 
Biiue,  par  tu  meteorologie,  la.  plus  vague  des  scieDcea  pbjsiques, 
«rcc  UM  prdeisioD  plus  g:raiida  qua  tem  qati  »it  dtd  poaaible  d*at- 
Aiiodre  par  des  observations  astroDomiques. 

La  supprficie  du  Solei!  oflVe  rinne  des  rndrotts  qni  (^irirttent 
plus  üu  rnnins  d<'  clinleur,  de  muDiere  que,  selüo  le  ci)tf>,  q^c  nous 
preäeute  le  SuleU,  la  Terre  cd  re^uit  plus  ou  moiDs  de  chuleur,  et 

pendaat  Im  dnrde  de  notre  dtd  I«  aiarelie  da  la  tenpdratora  est 
saoBiise,  k  la  surface  de  la  Terre,  au  moiDs  deux  fnls  a  un  abaia» 
sement.  La  Itmite  de  cptte  Variation  est  de  0",6  C.  Mtti-^  ep  qqi 
prouve  que  le  rdsuUut  obteo^  v'eat  pas  di^  a  uoe  cause  tortuite, 
mmh  k  BD«  edoa«  liimi  ddtenaiBde,  eVat; 

,,1.  ^Be  Isa  olMenrations  de  Paris  et  les  observations  faltw 
paBdant  50  nns  a  Inspruck  donnont  ht  nii^ine  mnrche  ]i^rft»dtqiie. 

2.  Que  la  premiöre  moitii^  des  observatiuiis  d'iuj^pruok,  caleu- 
iee  de  la  m^me  maiii^re  que  la  leeuade  aoUi^»  offre  le  meine 

3.  Que  ai  Ton  combine  ensemble  les  premiers  semestres  de 
cbat^ue  ann^e,  et  de  mdme  les  seconds  semestres  de  cba^a  Bande» 
ÜB  cooduisent  eucore  ä  la  mdme  narcbe  periodique. 

l/importtnee  du  rtenlttt  oMeBB  peBt  la  acieoee  mdtdorolog^iqun 
est  drldeBte»  et  il  ne  dous  reite  qu'ii  ^metlre  le  vaea  de  voir  eette 
d<<rouvcrte  publi«?e  par  >1.  Xervaiider  dans  tous  sPs  details.  Nuus 
desirons  le  voir  ^teudre  ses  recberclies  a  d*autre9  p^riodes;  toute- 
lois  il  serait  iodispensable  qu'oa  lui  fouruit  les  aio^eos  n^cessaires 
paar  driter»  dsBi  bb  CrnfBÜ  d«  eette  imperteBee,  eette  partie  fasti- 
dieaae  et  pareaieDt  m^canique,  mais  D^aoaioios  absoloment  Io- 
dispensable,  coniBie  r«muige«eBt  et  1«  copie.des  Besbrea,  leor 
sofliaiatioa  etc.'* 
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<  Sats  vpn  Trapesittfl. 
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In  Taf.  I.  FIpp.  5.  sei  AR€D  ein  Trapeuum  mit  deu  beiden 
parftUelen  Seiteo  AU  uoil  CD,  uud  sei  der  DHrckscknittspuokt 
•einer  Wi^M  DiM«a«lM.  Zicfc«  naa  von  £  ans  mit  AC  uai  /^/^ 
4ie  Parallelen  EF  and  ,  so  sind  Jie  Dreiecke  iltC,  CEF 
und  ACD,  DEF  enaadar  «Imliab,  and  aua  kat  ako  die  Cs^ew 
dan  Piaparlioaaa: 

ABiAC^CF\JRF, 
ACxCDT=iEF%CB-^€F\ 

auB  denen  «kli  Dttcti  einem  bekannten  Satae 

ABx  CD^CFi  CB^CFy 

abo 

ABiAB^CDtsCFi  CB, 

foljjlich  .  ' 

CF^  -^^-^^ 


aigiakC  Gaaa  aban  sq  Ut 

Also  ist  CFz=i  DFy^  und  »Hg-Ieick  sieht  man  Lieraiai,  dass,  so  lanffe 
die  lirossc  df  r  beiden  paralleleo  Seiten  des  Tra(>€xium«  svc!)  uicht 
ändert,  wir  siik  auci)  die  beiden  anderen  IS eiten  desselbeu  ändern 
mögen,  die  eiaauder  gleicken  iinien  CF  und  MkF^  conaiant  aia4» 
Fükrt  man  daa  gefnadenea  Wenk       CF  ta  die  PropopAio« 

ABiAC^CF^BP 

«in,  und  bestiomiL  EF^  sä  «rLiält.  raau ; 


•  f  •  • 

und  ganx  eben  s«  ist  . 

*  Ja 

Alse  ist 

Ans  allem  VorLerjijelieDdpn  ergiebt  sich  der  folgende  Sati: 

Der  geometrische  Ort  der  Durcbschuittspunkte  der 
Diagonalen  aller  über  derselben  Grundliaie  beackria- 
baaea  Trapexe,  darao  der  Grundlinie  parallele  8aifa 
coBstant  iat,  und  deren  beide  and e reo  Sailaa  aiaa  €oa- 
ataata  Samaia  bakea,  int  aiaa  fiUipae. 
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Dif  BrenopuDkle  und  die  Baiplite' ^Ci»r  EUipie  mii4  tMtk 
den  Obigen  leicht  mu  bestimneii. 


S«tt  fom  r«g'iiliirett  Oetll«dtr. 

•    (Voll  ikbekrd  Seriedieu  Lety*).  Bewiesen  tod  Herrn  H.  Breton.) 

Wean  der  körperlieli«  Win kel  i9  (Taf.  I.  Fig.  eines 
regitlärtD  Octnedere  von  einer  beliekig«iifibeie^'irC/l[ 
geichniUen  wird«  »o  ist  immer 

Beweis.  Die  zu  beweisende  Relaliou  wir4  bewiesen  seiBy, 
wenn  man  die  Ricbtigkeit  der  Gleicbung 

oder  die  Ricbtigkeit  der  Gleicbung 

SJ-.SCr         SB',  SIT 
'SA'  -H  SÜ'  *  J^B'  -h 

beweisen  kann.  Nod  überseugt  mao  sieb  aber  leicht,  dass  die 
Grdaseo  auf  den  beideo  Seiten  des  Gleichheitszeicbens  die  Seiten 
der  in  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ASC  und  ft'Sfy  80  beschrie- 
benen (Quadrate,  dass  ein  Winkel  dieser  liaudrate  mit  den  rechtem 
\Vjokeio  A'ÜC  und  BSD'  zusamiieorällt,  ausdrücken.  >  Daber 
kooiMt  der  Bew«M  darauf  tnrOek,  die  Gtoiehfceit  dieier  baiden 
uadrate  zu  beweisen,  was  lelclit  uuf  folgende  Art  geicbeheB  kann, 
ie  Linie  SO^  weiche  als  die  üurclisciinittslinie  der  Kbenfn  AHC 
nnd  BSD  notbwendig  durch  deo  Du  reit  seit  nittspunkt  O'  der  Dia- 
gonaleja  des  Vierecks  A'B'CD'  gehen  muss,  balbirt  die  rechten 
Winkel  AMC  und  BSD.  Alsu  balbirt  die  Linie  M€^  die  reektan 
Winkel  der  Dreiecke  A  SC  und  ß  SD'.  Da  nun  ober  die  Diago- 
nale eines  auf  die  oben  näher  bezeichnete  Weise  in  ein  reciitwink- 
iigea  Dreieck  beschriebenen  Quadrats  den  rechten  Winkel  diese» 
'Dreiecke  offenbar  balbire»  nuse,  so  iat  S€f  aowokl  die  IMagaaale 
des  in  das  rechtwinklige  Drclrrk  J'SC,  als  aud^  die  IKagonale 
des  in  das  rechtwinklige  Dr^mck  fi'SD  auf  die  angegebene  Art 
bescbriehenen  Quadrats,  und  diese  beiden  Quadrate  haben  folglich 
gleiche  Diagonalen,  sind  also  «ioauder  gleich,  w.  z.  b.  w. 


*J  A.  S.  Levy,  geboren  den  14cen  NoTember  1795  zu  Paris,  mr,  nacbdem 
er  sich  lange  in  Englsnd  und  Belgien  auf|cehalcen ,  sulecst  Profsssor 

der  ^Tathmi  itik  am  C(  lli'-fr*-  CliarleiuagnP  711  Pttris,  und  starb  am  21sten 
Juni  It^i,  wegen  seiner  Kenntnisse,  seines  ausgezeichnibten  Lehrtalents 
toid  seines  trefflichen  ,  Charakters  sllgeiueio  geachtet.  , 


m 

BeriektigiiBg. 


In  DieiDem  Atifsotze  No.  VIII.  in  diesem  Hefte  bitte  ich  S.  51. 
unten  und  S.  52.  obeo  die.  eine  Ünnchtigkeit  eothaltenden,  Worte 
von  ,,iN  un  ist  aber  offeubar  •* <^2,  t0^^2,  u.ü.  w. 

bii  und  folfrlielk  eo  mebr  •  «f«  er «f* et» 4r ^  2,  d.  i. 
X^2"  zu  streichen,  und  dafür  Polgeiides  zu  setzen. 

Nun  ist  «her  offenbar  j^^ßssa:  eis  die  iSehn«*  von       der  Pe- 
ripberie  kleiner  als  die  Seile  des  revalären  32ecks,  und  Jl^Dsaw^ 
^«ie  die  Seliae  von  ^i  der  Periebtne»  kleiner      die  Ssile  d«i  m» 
guttren  UdtM.  Die  Seite  dee  3Seeke  iet  bekMBtlicb 

l/p  -  l/OI  + 4-  V/«)))  =  0,IMOMS 

Wd  die  Seite  des  leeke  iet 

1/3  =  1,7320508. 

* 

Daher  isl 

a?<  1,7320508  und  a:<  0,1960343 

als»  «7 +  .ar<  1,9280^^51 ,  d.  i.  •r-H^"<!2,  und  folirlirb,  wef!  of- 
fenbar —  si-l-r  negativ  ist,  um  so  mehr  — u -f- v -i- w a:  Kit* 
d.  L  X<Ä. 

Man  kann  dies  aber  auch  auf  folgende  Art  zeigen.  Wenn  u40 

(Taf.  I.  Fi^^,  7.)  die  Seite  de»  lOeckn  und  JD  die  Seite  drs  ßOpcks 
ist,  80  ist  in  dem  Dreiecke  ADF^  fvie  man  leicht  findet,  <':^  A DF-^iz 
<  APD  =  84«,  also  AD:=siAF  und  folglich  oäeobttr  die  6eite 
dee  JOeelw  kleiner  als  die  HilAe  der  Seite  dee  lOeeka.  Alan  ist 
um  so  mehr  a:^  als  die  Ni  lmc  von  der  Peripherie,  kleiner  als 
die  Hälfte  der  Seite  dee  Zchneeks,  d.  i. 

Ferner  isiir,  als  die  Sehne  von  j*^  der  Peripherie,  kleiner  als 
die  Sehne  ^on      der  Peripherie,  Da  bub  bekanntlich  W^' 
dis  Ssits  des  FünMcs  iü,  «i  ist 

die  Sekss  mm     dsr  Perlphsiie,  abo 

Weil  aber  «ffeabsr  ei<9l,  #<2  ist,  eo  kil 

^«       V/5-f-l    1/5—1    .  . 
eiepi9iar-<2.2.  — gp— .  — j — ,  d.  i.  sfirfMr<<2, 

und  folgiieh  der  absolute  Werth  ron  Z  kleiner  als  2.  Für  Xr=z% 
ist  «her  y=:  —  2,  also  Z  — —  3,  noch  d^r  dritten  der  Gleichns* 
gen  II),  was  gegen  das  Vorbergeheode  streitet. 
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Berecbniug  des  Kiirperlnlialtes  der 

Tob 

Herrn  Professor  W.  M  a  t  z  k  a 

fto  der  k.k.  pbiio«opJuM]iai  I^eluanatttlt  su  Tiiniow  in  Galisicn. 


Die  Uerleltung  des  Ausdrucks  für  den  Kurperinhalt  der  VxX»" 
mtn^  wie  sie  in  dIeD  mfa-  bekannteii  Lehrbdebern  gexeben  wird, 
vcfOUig  durchaus  nicht  mich  zufrieden  z«  stellen,  weif  die  ihr  m. 
Grunde  Hcirerule  Untersuchung^  unter  «as  filr  ßedingungen  Pris- 
men gleich  »iiiid,  überall  mehr  oder  weniger  mühselig  durch  aller* 
band  particulSre  Fälle  «nd  Verwandbni^ii  sich  hindurchzieht ,  und 
die  Beweise  (l(>r  ProportioBalitat  der  Prismen  entweder  nur  obenhin 
f)der  gegentheiüg  scnlenpend  gegeben  werden,  loh  will  hier  zoi- 
ixeu ,  wie  sich  uieKem  Mangel  der  Stereometrie  un'indlicb  abhelfen 

f  und  zv\  ai  nach  zwei  v  erfahren ,  von  denen  da»  erstere  neu 
und  entscliiedsn  kflncr  int»  und  das  svrcite  mehr  an  das  ili»ljclie 
sich  anncUienst 


Erstes  Verfahren. 


A»  VcrglciidiiBiig^  der  ihrimien« 

§  1.  Haupüehnalx,  h  Prinmen  iron  f  lelcken  Seiten  und 

coftffruenten  Querschnitten^  sind  gleich. 

Beweis.  Man  envcitere  die  (prismatischen)  Seitenflficheo 
der  PrismanilCSncettad  ACItdife  (TatlL  Pig.  1.)«  föbre  gana 
aunserhaib  der  Püamen  QusncJinItte,  und  bringe  diene»  da  sie 


Die  Oarchcchiiittoflg^Mr  rtner  Ehene.  welche  erup,  dltn  auch  •fimmt- 
liche  Seiten  einer  priMTUitiächcu  Flüche  oder  eines  Priaiuu  «chneklet, 
•enee  ich  kois  einen  Querachnitt  oder     r  h  r  ii  ji.  n  i  Ii  11  i  1 1 ,  jr  imnb 
dk«  «e  £bess  anf      Seitan  jfesluecht  e4w  m^i  (^cbräf)  ttsbt. 

Thtliyi.  •  • 


der  Aiinulime  gemäss  congruent  sind,  dergestalt  luU  einander  über* 
ein,  das8  «lie  Piismea  selbst  auf  mflclued«iie  Sritn  dieses  gv 

meinschartl'K  hon  Querschnittes  a^&t  m  stehen  kommeo.  Dann. 

fillrM,  weil  Iii  <ineni  Punkte  aoi  firor  Ebene  nuT  eine  einzli^e 
(»oradc  senkrecht  sein  kann,  die  auf  dem  jienuMn>amen  QuerM-htii  tte 
senkrechten  ISeiteu,  aUo  auch  die  durch  üiq  gehenden  Seiteneheuen 
und  sofort  selbst  die  pri^matiMchen  Seitenflächen  der  Prismen 
»herein;  und  es  entstehen  /"oi,  im  Allnemeinon ,  nicht  parallel 
abgeschnittene  l^rismeB  AI  EA' uüiX  aeea'c'e' ,  deren  Con* 
gruenz  sich  leicht  nach^vei^en  lastet 

De^n  1)  weU  db  Seitto,  M  und  jIV,  der  ^riwn  jM^^ 
lang  vorausgesetzt  worclen  mnd,  niüg^en  ,  Y\  enn  maif  ktt  'jed^  Ton 
zweien  in  einerlei  Geraden  liegenden  Kolcheii  Seiten,  wie  Aa  tind 
A'a',  da»  zuii^cbea  ihnen  heündiiche  iStück  aA'  addirt,  die  als 
Summen  entstellenden  Seifen,  ^IjI'  und  aaf,  welche  in  einefiel 
Geraden  liegen,  einander  gleich  «dni  al80i>  AA'—aa'  und  ebenso 
BB'^bh',  C(y  =  cc',.,..  Ferner  sind  ?)  die  parallelen  (inindkMI- 

ten  der  nr^spriinglichen  Prismen  bleich,  wie  AJi~  a(t,  Bc  -Itr,  

A'B'^--u'L\  B'C^h'c',.....  Daher  sind  3)  in  den  nicht  parallel 
abgesehnittenen  Prismen  ACEA'CfT  und  area'c'e*  die  iJ^eiten- 
und  Grundkanten  ,  paarweise  verglichen  ,  gleich  gerichtet  nnd  gleich- 
lang: mithin  ninnsen  auch  die  Winkel  jedweder  zwei  Paar  gleich- 
gerichteter Kanten  gleich  sein,  wie  ABB'  —  abW ,  B  BC=b'bc, 
AB€=nbe,,.,.  Endltch  4)  sind  an  ihnen  auch  die  Winkel  der 
gleichgestrcrkton  Ebenen  gleich,  wie  die  Grundhantenivihkel  an 
AB  und  oA,  and  wie  die  Seitenkantenwinkel  an  AA'  niu!  aa'. 
Denkt  mau  sich  duber  die  beiden  nicht  parali^l  abgeschnittenen 
Prismen  ACEA'fyE'  und  acea'e'e'  dergestalt  in  einander  gebracht, 
dass  zwei  glei(  fu  Kanten,  AA'  und  aa  ,  und  ihre  iiletchen  Kanten- 
winkf'l  filtorrin  f  illni;  so  kommen  auch  die,  diese  Ivanten  bildenden 
Seitenehenen  nnd  die  an  den  Grenzpnnkten  derselben  befindffcben 
Ecken,  w  ie  jene  an  A  und  «,  an  ^-l'und  und  überhaupt  Jeden  zwei 
parallel  gesitellten  Ecken,  mit  einander  ilberein;  ein  solcnes  Prisma 
«ceo'cV  wird  gleichsam  zwischen  der  sie  beide  einhilllenden  pris- 
matischen Flache  Ah' CiV Fn\  um  die  t.riri'je  einer  Seife  An  oder 
A'a'  der  ursprünglichen  i^risnieo,  Ton  a  nach  A  geschoben  und 
fttllt  sonach  aas  anders  Prisma  ACEace  gans  ans.  Weil  nun  in 
dieser  Lage  der  nieht  parallel  abseschuittenen  Prismen  ACEA'C^Ef 
und  acea  c'e'  jedweder  rntersctiied  zwischen  ihnen  ni?rt,'ph'>hen  er- 
scheint, so  sind  sie  congruent.  — '  Zieht  man  demnach  von  densel- 
selben  das  ihnen  gemeinschaftliche  eben  solche  Prisma  ncf^'CJE', 
oder  sie  selbst  von  dem  ganzen  Prisma  JG£a'e^e'-ab;  so  mflssen 
die  Keste,  welche  eben  jene  mit  cinruidpr  /n  \ ergleichenden  nr- 
f^riinglioben  Prisnien^  ACEuee  and  A'  CE'af-c'e'  aiad,  gleich 
gross  seis^ 

'If»  2,  JLehrtats,   II.     Prismen   von  gleichen  Seiten  and 

Querschnitten  sind  gleich.. 

Beweis.  Können  die  gleichen  Qoersehnitte 
I)  entweder  als  Aggregate  odw  als  Unterschiede  eon- 
jrru-onter  VielecKe  dn'gestellt  oder  dadiireh  erzeugt  werden*^ 

dass  einige  stfickweise  con'jniente  Viefeeke  vereint  nnd  antfere  da- 
l^n  abgetrennt  werden;  so  lege  man  durch  die  Geraden,  >v eiche 
die  gleichen  Qaersehnitte  als  Zurammensetsimgen  -oder  üchtrunst» 


« 
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leiiler  Vielecke  vorsUUen,  Ebenen  zü  d«u  Seilen  der  PrUuien 
pMallei,  bU  «ie  in  die,  wo  nothig  erueiterten ,  GrundeJKMien  «in- 
«cbneMlen«  DwQ  er8i*beiiieu  uuch  die  PriHinea  H^bst  «ul*  die  iieui-^ 
liehe  Wc^e  ai»  iSamnien  oder  lietto  von  eleicliiaiigtfn  PfiMMK 
mit  eonf^enten  QuiTschnltton ,  al8pr6|ra6g|e  jbl.  von  gMchgliMCIl; 
Prismen,  und  sind  daluT  gieirh. 

2)  S'iod  die  Qu^rt^chuitte  Dreiecke  oder  Pa r^tiielogrtimnie, 
fblgUdi  die  IMgmeD  drisiseitig  oder  Panülelepipede,  nod  haben 
die  Querschnitte  a)  cf«e  Seite  glefeh,  also  tvegen  ihrer  ei£;oneii 
Gleichheit  auch  die,  der  Seite  als  Grundlinie  ang;eh5ri;je.  Hohe 
gieich;  so  kfinuen  c$ie  bekanntlich  leicht  aU>  iSumiuen  pder  Jiiffe- 
■Minw  ceogHiMM^f  Dttledke  «der  Tiapeae' ▼crMtdtt  werden*), 
daher  «hid  die  Prt«nieo,  v«tmS§t  11  «iaaiidcv  ^fakb.  Haben  aber 
b)  die  als  QuerRchnitte  vorkommfmden  zwei  Itleichen  Dreiecke  (»dor 
I^arattelogramiue  keine  Seite  gleitJi;  »o  kann  loaji  eur  Hille  ein 
dritte»  Dreieck  oder  Parallelogramm  constniireQ,  welche«  beiden 
glticM imd  Büt  jedem  eine  Seite  gleich  hat**)  Bildet  umo  daaa 
über  dieseiki  als  Querschnitt  ein  eben  »o  lart'/fs  Prisma  nie  die 
z%Tei  verglichenen:  su  .^uid  diese  eiuBelii»  vorwöge a)>  iiim  gleidl, 
iduo  auch  eina.nder  t>elbt»t  gleich«. ,    ■ .  •  '    i  .<    .  t 

^  Sind^t«  Querachnitt«. 4et  EVi«nflB  Vielecke»  die  sieh; 
io  einder  vetM^andeln  la««eo;  so  kOnnen  sie  tiielit  bloM» 
uenn  durch  solche  VerHtindhiop  zonäcitöt  nur  eine  Seite  «ve^ge- 
bcaciit  ^-ir«|,i8eiidero  aoL-h»  Heii  dies  sich  viederhoit,  gas«  ailee-/ 
iMfl«  $1$  MMeii  oder  ÜBtWwhiede  Ibeqs  fOtt  congruentee  Vm- 
ef^fi»*  tbeils  von  glelcben  Dreiecken  mler  BlHmllelogramsfteu  «farge- 
«IdUt  werdeo.  Mitlmi  8ind  auch  die  Priemen  selbst  «[leich ,  da  sie 
als  eben  solche  Summen  oder  Unterschiede  von  Pfi«men  die  vetr 
müge  1)  4ind  *i)  gleich  sind ,  sich  Torstellen  lassen. 

4)  Selen  endiidi  die  t^doichgros^li  Qaerscboitte  Q,  Q'  sw^ier 
gfeichlanger  IVismen  P,  was  immer  f\1r  Vielecke  von 
gleich-  oder  ungleich  viel  Seiten.  Man  denke  A$ich  diese 
gleiciieu  QuerscbniUe  najch  und  nach  in  Dreiecke  oder  PairaUelR- 


Für  Farallelograrome  ersieht  man  die«  au«  den  gewöhnlichen  Lchr- 
ibAnii'  nadi  Bntiul.  Klen^  f.  SA,  oder  einfccher  narn  Lerlie  ave  Veg^*« 

Vörie«,  nbrr  Mat!i.  T.  Anfl.  Tprbri«i«ert  t.  MhIzIu.  2.  Hr!.  ?.^89;  für  Drei- 
ecke an«  Oerwiea'«  «innreieher  Zerthetiuag  gleicher  Dreiecke  ia  con- 

rieale  'lltidke,  In  Q(elle*a  Jemiil  Bd.  'S.  i.  M,  eier  In  MMfi 
Thea.  IL  M, 

^>  DiM«  jdniflMtMie  UUfMBfcaba  IM  aidi  .vis  <^0| 

fach  bMcn. 

Denkt  man  «ich  (Taf.IT.Fig.  2)  %u  dem  einen  Parallelofi^amni  yfBCD 
da«  p^leirfae  «o  f^bratJit,  da««  eine  Spitze  A  derselben  übcreiufallp.  rine 
Seite  .  iäa»  der  aadwca  ÜB  ii^e  und  4a# .  l*arali<4Hgr8inni  «eAbai 
wrnm  Shdil'atf  dae  emteie  bi  die  tm^  Abcd  fcoMe^  ae  anMCe  mmi 
AB  ungteirh  sein.  Sri  Jh  die  kleinere;  dann  iiiuks  du«  über  ihr  zwixdhea 
den  nemikhen  Parallelen  AB  iu4  CD.  vie  AMCü  liqgead«  PsMUstor 
I  ^feb<  ABCD,  alae  vmh  <AM  aeia,  lelglicb  die  am  ^  anat 
le  £eite  Ad  die  CD  In,  b  ««Inieiden.  Der  um  A  mit  dem  Ualhr 
>r  A<i  hrmchriehfnr  Kreisbogen  schtieidet  demnach  die  CD  in  Twei 
Punkte«,  von  deaen  eüier  d.  Fuliri  inun  tum  die  Ad^  Mclche  =Aili  und 
%<j|^,a*i»tj^%^4aK  geforderte  Parallelogramui ;  deon  e«  ist^^ÄCP« 
iaber  aucb  '-Med.  uad  bat  wit  j«ae«|  di«  Seiia  AM  wo4  nit  " 
^■fieiit' .^<'2^.<4^  gltiicb«  I     .  r-  . 

I  • 
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?rr\nime  q,  a'  verhandelt,  die  demnach  ebeufalls  gleich  werden 
luüüscMi,  und  dteile  sich  äi>er  diesen  (lrei:>eitieen  <raer  parallelo- 
srammischen  Querschnitten  q'  eben  so  lange  rrlsmen  p'  vor. 
Dann  ist  verniüge  3),  wegen  q'=Q  und  q'  =  Q'»  anch  p  =  P  und  . 
p'-  I^.  Allein  narren  q^qf  Itt  DBch  2)  auch  noch  daher 
muss  auch  P^I^  sein. 

Der  behauptete  Lehrsatz  gilt  demnach  vSHig  allgemein. 

B.  ProportioAaUt&t  der  Prismen. 

-  (.  3L  Leknaix,L  Prismen  von  gleichen  Seifen  sind  Ihren 
Quersphnitten  direct  preportlonat 

Beweis.   Man  denke  «ich  xwei  den  Querschnitten       q  <ler 

gleichlangt'n  Prisinon  p  congmente  oder  gleiche  Violocke  ^' 
mit  einer  Seite  oder  einem  Tlieil  derselben  an  und  uebeii ,  jedoch 
'ganz  ausser  einander  gelegt,  sodass  sie,  wenn  man  diese  geraein* 
sehaftllche  Seite  ausläset,  Mammen  ein  Vieleck  =Q'-f-y'  aus-' 
machen.  Nimmf  man  nun  diesp»  Vieleck  zum  Querschnitt  eines 
f*hpn  so  lungLM)  Prisma  ,  so  muss  der  durch  die  wiederhergestellt 
gedachte  gemeinsame  Seite  gehende  Diagonalschnitt  das  Prisma 
in  zwei  Prismen  P",  n'  von  den  Querschnitten  Q*,  ((  zertheilen». 
welche  den  Prismen  P,  gleich  sein  mössen,  weil  sie  mh  diesen 
die  QiHT'srhnitte  und  Seiten  gleich  oder  congruent  haben.  Das  den 
Querschnitt  Q'  \  q'  =       q  enthaltende  Prisma  ist  also 

srP-f  0,  d.  h.  zur  Somme  der  Quendmitte  q  gelim  hei  glei- 
chen Seiten  die  Summe  der  isngehOrigen  Prismen  P,  p\  mithin 
sind  die  gleichlangen  Prismen  ibreo  Querschnitten  direct  proportlo- 
nirt,  nemlich  P.p^Qxq.  *) 

§»4*  Jjehrtatz  II   Prl^meti  \  oi)  (gleichen  Querschnitten 
sind  ihren  Seiten  ilirect  proportional. 

Beweis.  Seien  P,  p  irgend  zwei  Prismen  von  r:I«'irheii 
Querschnitten,  und  S,  s  ihre  Seiten.  Man  denke  sich  eine  pris- 
matische Fliehe  von  einem  eben  so  grossen  Qnerscbnitte»  anf 
ihrer  unbestimmt  langen  Seite  die  Seiten  S  und  #  nach  dnander 
abgetragen,  folglich  in  ihre  Summe  S-\-s  vereint,  und  endlich 
durch  uie  erhaltenen  drei  Auitragepuokte  parallele  Ebenen  geführt. 
Dadurch  erhiJt  man  an  der  Seite  5-1-«  ein  Pria»a>..das<aiia  s^el 
Prismen  besteht,  welche  den  Prismen  P  und  p  einzeln  |^ich 
sind,  ^vcil  sie  mit  ihnen  Querschnitt  und  Seite  «gleich  haben,  und 
das  daher  —P-^p  ist.  Zar  Samme  jeder  zwei  Seiton  gehört  dem* 


*)   Dieae  Iran«  nnd  gründliche  Beweisführang  über  die  direete  Pro- 

Jortionalität  zweier  ButammenKehöriger  Galtongen  von  GrÖMen  aeheiot 
en  mathematischen  Schriftstellern  und  Lehrern  nar  venig  beknnnfc  s« 
•ein,  da  ich  «ie  bln^R  in  T.n  Pluce  M^canique  c^le^t«».  vol.  1.  pa^;.  15 
ansedeatet  und  in  liv.  Jos.  K  nar«,  Prof.  der  Mathematik  an  der  Grätig 
Ihnveieltil,  ABfiin|ir>grAnden  der  reinen  Mathematik,  •  TiMlIe.  .-AiMfe- 
metik  und  Grrtmrtrie.  Grntz ,  bei  Damian  and  Sorer.  1829,  im  §.  528 
de«  1.  Theib  erwiesen,  nnd  m  den  §§.  '260,  Ml,  8»9,  670,  671  de«  2. 
^eil«  angewendet  ifaide.  Dleee«  kleine  BsterveMiIaciie ,  ja  sogar  «nr 
■tcyerische ,  Werirh«»n  ührrtrlfTt.  bcHonder«  in  der  Gründlichkeit  und 
Syslipnirttik  der  Behandlunp  seines  Gfpr'*n«tünd<*H .  sehr  viele  derartig 
Sduiitua ,  uud  verdient  diibcr  mehr  gciiiuiut  und  uacbgeahmt  sn  werden. 
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Midi  Inn  rieiclMNi  f^MnAolHbfi  A^'fihHMM^  nig'dbBfi^w  ^Hs« 
nien;  nttEk  siDdPkiMiien  von  gleichen  QnttMMtttii  IbmiStil^ 
direct  propotüoMÜy  nemlicb  Pip—Sis» 

f  5.  Naupilehrtatz.  Pri«iii«ii  Qberhavpt  sind  ihren  Quer* 
•  cliDitteD  und  Seiteo  susammengesetzt  directpropor- 
tioaal;  oder:  Prismei^  fibcrhavpt  stehen  im  zusamroen- 
gesetateo  geraden  Verhältnisse  ihrer  Querschnitte 

u  n  (1  8  e  i  t  e  n. 

Denn  sie  sind,  nach  §.  3.,  bei  gleichen  Seiten,  ihrpn  Qnef'* 
schnitten,  und  nach  §.  4.,  bei  gleichen  Querschnitten,  ihren  Neiten 
'direct  proportional,  daher  *)  überhaupt  ihren  Quen»chottten  ujhI 
Seiten  susamaiengeeetst  direct  proportional. 

Hnhen  (leninar!t  die  Priaoieo  P,  p  die  Querschnitte  Q,  ^  und 
'die  ^iteo  S,  *,  hq  isi 

t  •   •  • 

§.  6  Foigesaix,  Prismen  flberhaupt  verhalten  sich  zu 
einander  wie  die  Ptednete  d«r  JSnhlwertlie  **).iiifer 

Quernchnitte-  und  Seltem  . 

Denn  beblilt  mau  wie  fiblich  die  gewählte  Bendchnunjg  der 
Querschnitte  und  Seiten  auch  (lir  ihre  Zahlwerthe  beit  so  gut  die 
angesetzte  Proportion,  da  man  in  jedem  Verhältnisse  von  fgleich- 
artigen)  Grossen  anstatt  dieser  ihre  (auf  einerlei  Messeinhett 
bezogeneu)  Zuiiiuerthe  einsetzen  darf,  auch  jetzt  noch.  Da  aber 
kÜBsen  nieli  die  beideo  ZahienYerhältoisse>  dureh  MulÜpIiaiillon  su* 
«ammeoMticn«  und  man  crhJMt  die  behauptete  Proporaon 

C.   Messung  dei»  Kaumes  eines  Prisoit. 

§,  7.  Körperein  he  lt.  Zur  Mosstinhcit  (Ter  Körper  setzt  man  ge- 
wohnlich ein  Prisma  fest,  dessen  Nrite  die  iJiiheit  der  Längen 
und  dessen  Querschniil  die  Einheit  der  i  htclieu  isL  Fast  durch- 
gehends  nimmt  man  daou  den  Wflrfel,  dessen  Sei^  dieLftngen- 
cinbeit  ist,  oder  die  sogenaonte  cubirte  liingeneinbeit 

{  8l  Mkuung  oder  Aiitdnmk  det  MaHi  der  Prkmm,  Der 
Rauminhalt  eines  PriSnia  gleicht  dem  Producte  der 
Zabiwurthu  de.s  Querschnittes  und  dei  Seite  d^s- 

ueLbjeu.  ' 

Denn  ISsst  man  In  der  letzten  Proportion  die  Zeichen  der 
RSume  der  Prismen,  mIc  es  crljiu)»t  Ist,  .ludi  die  Zahlwerthe,  die 
Raum-  o  d  e  r  Kö  r  |i  o  ri  n  h  r\  1 1  e,  der  Prismen  vorstellen,  und 
nimmt  mau  jenes  Prisma  zur  Kürpereinheit ^  also  seinen  Zahl- 

r 

*  t 

*>   nach  iümr  Arithmetik  §.  532. 

govMwKrii,  jedeeh  graaramtfidi  uwieblig,  ZiUsmMrthe,  aad 
«4M  ägmiiiiih  WerlMaalileu»  . 


wwrtk  P^h  dessen  Qnenicbmlt  dm  lUkküMt  Q^l  iHHl.'di» 

'  • .  ». 

1  :#»  —  1.1  s  «I  '  . 

•  •  \.  I. 

CUier,  und  dttfww  Ibigt       j»  =  m.  .  . 

'  Eilif&hnuig  der  GrmulebeDe  und  Hohe  der  ivistneti. 

^.9.  l^iietutvr  Lehrsatz.  I«  jedem  Prisma  verhält  sich 
d e r  Q u e r b (•  Ii  II  i  t f  zur  (i r u  ml  <•  h o u e  wie  die  Höhe  zur 
8erte;  oder:  Iii  jedem  Prisma  ist  da«  Product  au 8  den 
Zahhverthen  des  Querschnittes  and  der  Seite  gleicb 
fleja,P^odi|ctc  aii«'d(BD  Zahlweirthep  der  OritDdebene 

vod  Höhe. 

Denn  f^hrt  man»  da  in  einer  prismatischen  Fläche  alle  par- 
allelen Schnitte  rongruent  ausfallen  müssen,  hl  ein«»  PrianUi 
ACra  (Taf.  II.  Fiij.  3.)  «ieii  Querschnitt  u^'d,  so  dass  er  eine  , 
(iruiulöhene  desselben,  ABCD,  in  der  Geraden  KL  schneidet; 
so  ii>t  er  jederzeit  die  ( winkelrechte )  Proiectioii  jeder  ürundebene 
httfMner  attfdenlSMlto  aes  Prisma  senkrechten  (Projectioaa «)  Eh(Wia^ 
Projicirt  man  nun  auf  die  Durchschnittslinie  der  Grundebene  und 
ihrer  Projection  —  des  Querschnittes  —  siimmtHrhe  ihrer  Spitzen; 
«o  babe,n  die  Spitzen  o,  ^.  d  des  Querschnittes  mit  denienigeo 
Spitzen  C,  />  der  Grundebene,  deren  Projectionen  sie  sind,  itoer- ' 
lei  Projectionen  o,.b,c,  b,  und  die  Projicienden  a<i,J3b,  yf,ÄD  der  ersteren 
Ritzen  sind  sellist  die  Proie<'tionen  der  Projicienden  Aa,  ßh,  Cc, 
Jjb  der  letzteren  Spitzen  aui*  der  Ebene  des  Querschnittei».  —  Durch 
diese  Projicirenden  werden  beide  Tlejecke  fn  einerlei  Weise  als 
Agirregate  oder  Cntersrhiede  thtfSla'TdO  rechtwinkligen  Dreiecken, 
theus  von  rechtwinkligen  Troj^zen  dargestellt.  Jedes  stdche  Be- 
«tandstiick  des  (Verschnittes,  wie  Ada*  auöby  ist  zugleich  die  Pro- 
jection des  analogen  Bestandstfickes  EtA^  ciADb  der  Grundebene, 
mit  dem  es  In  der  Durchschnittslinie  KL  eine  Seite  gemein  hat. 
Daher  verhnlt  sich  jedes  rechtwinklige  Dreieck  EaA  der  Grund- 
ehene  zu  seiner  Projection  £oa,  wie  seine  projicirte  Kathete  qA 
zu  ihrer  Projection  aa ;  und  jedes  rechtw  inldige  Trapez  aADo  der 
Cmndebene  ▼erhSlt  aith  tu  aelner  Projection  9a8b  wie  die  Somme 
QA-\-hD  seiner  parallelen'  Seiten  zur  Summe  aa-1^5i5  ihrer  Pro- 
jectionen. —  Allem  diese  projicirten  Seiten  der  Stücke  der  Gnind- 
, ebene  bilden,  mit  ibreu  Projectionen,  mit  denen  sie  insgesaninit 
aufderDorchschnittslinie  XX  derGnindebene  and  des  Querschnittes 
aclhlrecht  sind,  den  spitzen  Winkel  dieser  zwei  Ebenen;  nlitlihi 
auch  den  spitzen  Winkel  jeder  znei  auf  diesen  Ehenen  senkrechten' 
Geraden ,  w  ie  der  Höhe  AH  mit  einer  Seite  Aa  des  Prisma , 
deren  Projection  sie  ist.  Ferner  sind  unter  einerlei  Winkel  pro- 
jicirte  Geraden  ihren  Projectionen  ptoportiunal.  Mithin:  so  Yvte 
«ich  die  Seite  An  des  Prisma  zu  dessen  Hoho  Alf,  ihrer  Pro- 
jection, verhält,  ehen  so  verhält  sich  jede  projirirtc  Seite  jeg- 
lichen Stückes  der  Grundehene  —  oder  beziehlich  jede  Abtnei- 
iungslinie  der  Gnindeliene  — -  an  ilwer  Pro|eetion;  daher  a«icb,  dem 
Ob%e«  gemise,  jedes  Stfick  (rechtwinkliges  Dreieck  oder  Trapez) 
der  Grundebene  ni  «einer  Projection  anf  dem  Qnenelmitt;  nnlMn 


Digitized  by  Google 


kl» 

«'•»rhnft  sich  aivch  ebm  so  die  Drällicliiii^  AB  CD  zu  ihrer 

ProjeHion.  dem  Qaernrlmitt  r/ß^d;  nemIMhil09jliliÄ iiif ClJlBK^|i^ 
oder  anch  a^iy« : /I /y  /  7>  —  >4 // :  ^ö. 

«kl-  fieaKeiehnet  man  nuo  den  Zablwertii  (Flüelieuinbalt)  des  Quer- 
«dinÜlM  mit  q,  Jonen  der  Orondelieiie  mit  6,  vko»  dtoil  -ZubliMk 

(die  Länge)  der  H«"»he  mit  a  und  jenen  der  Seitenkante  mit  «:  »o 
$ril)t  «lie«e  Proportion,  durch  Klnfdhrunir  der  Zahlwerthe.  i^er 
iälieder,  die  i'olgcode  q  :  h  ^  a  :  s,  daher  die  tileichmigt  . 

^^L.  '    ui  ab, 

Y^lt  GUfBitl^^hef  Aufdruck  dtt  Ramiditkitätei  ktr  Pi^en^ 
j^er  RaamiDhaH  eines  Prisma  gleicht  dem  Prodac'^e 
^1  fler  Z%hJw«Tthe  der  Grandebene  und  der  Ht^be. 

Denn  TermS^  (f.  H.  ist  des  PriKma  Rauminhalt  psxrqg^  mnd 
ucli.§^  ^.  das  Prodoot  q$=iüb,  daher  aach  ^^^ab* 

X»»Ut..  Zweites  Vcrffthren.       *.  . 

im  it%  ;  l  .  .      •   •  *•  • 


strin^  *  A.  .  VergleicbuAg  der .  Prisinep. 

yi^^^  '^M^mtkknutt»'  i*  Wie  ob^  im  entea  VerfiJiTeii.  f.  I. 

hikrmtk  tti  PaTall^lepipe^e  ?oi  gUlebeo  Gründl 
Vi^'  ebeneo  and  Hohen  «ind  gleicli.' 

A«<Htil  «  «  i  8.  1)  Haben  die  Paralleiepi|»ede  'ACE^G 
und  acfv  (Taf. II. Fig.4"  u.4f^)  auch  noch  die  Cirundkanten 

AB  und  uby  und  daran  die  Ka  n  t  e  n  \v  i  nk  el  ifleich;  so  sehe 
man  aie  aU  Prismen  an«  deren  Seiten  ^xeae  gleichen  hinten  und 
deren  Grandebeneo  die  von  ihnen  geschnittenen  liegrenzungsebemm 
■AHf  BG  and  ah,  bg  sind,  und  fiihro  auf; denselben  Seiten  aenk- 
recht  die  Querschnitte  KLMN  und  klmn ,  enillirh  noch  aus  den 

§ leichliegenden  Spitzen  N  und  n  die  nuthvvendl^  in  die  Ebenen 
er  Querschnitte  lallenden  Hüben  und  np ,  weil  jene  Ebenen 
nnd  diese  Geraden  durch  einerlei  Punkt  gehend  auf  den  (ur.sprüng- 
"lÄ4b) 'Grundobonen  AC,  nr  zugleich  senkrecht  stehen.  —  Diese 
luerschnitte  nun  sind,  als  Schnitte  in  parallelepipedischen  Fl.'icben, 
'axallelogramme  und  aus  folseudeu  Gründen  eumnder  congrucnt. 
'  B  Winkel  an  jfC,  k  sind,  weu  ihre  Ebeden,  also  aneb  ilire  Scben- 
auf  den  Kanten  AB ^  ah  seukrecbt  stehen,  die  Winkel  an 
diesen  Junten ,  vAao  der  Annahme  gemäss  gleich ;  daher  haben  die 
Parallelogramme  sSmmtliche  VViokel  stückweise  gleich.  Die  nach 
der  Voramsetznng  gleichen  H Sbe»  NP ,  np  idnd  auf  den  Gmnd' 
Itbeoen  AC,  ac  senkrecht,  folglich  auch  auf  den  dlircb  ihre  Vwm- 
punkte  gohendj'n  (ilrrn<lrti  Kl^  und  f:I  dieser  Fhonen ,  mid  sonach 
an  P  und  p  rechte  und  desswciicii  glci<;be  Winkel.  In  den  Drei- 
ecken ?iPK  und  vpk  sind  demnach  NP-^njt,  K—k,  P  p . 
.■endlcb  eine  Seite  und  ztvei  Winkel  gleich ;  daher  sind  sie  selb.st 
wenyiii'id  und  die  Seite  A'iV  — Aii.   ländlich  sind  die  auf  den  Sei- 

'  leo  «der  GmndUBMn       aifMx  PasaUeiofnuiMM  AC  -a^^wkr 


lao 


•rediten  Geraden  KL,  Ar/ die  Huben  dieser  ParalJelogramnie.  Die> 

««Iben  PBrulIelosranime  AC,  nr  niod  aber  die  nach  der  Annabme 
gieiclieii  Gruodebeoen  der  i'araiieienipedey  und  haben  der  Voraua- 
0et»ing  gemfas  die  Gnmdlittiflo  AR,  a6  cbich;  all«  md«Mn  si€ 

auch  die  Hiihen  KL ,  kl  gleich  haben.   Mithitt  tAwä  in  dfla  |Htf-. 

allelogrammischen  Querschnitten  KM,  Inn  zwei  zusamnieBito^sende 
8eiten  KL,  KM  ond  kl,  km  einander  gleich;  daher,  weil  tiach 
dem  Früheren  auch  alle  ihre  Winicel  stückHeise  gleich  sind ,  mOs* 
aen  diese  Parallelogramme  und  respective  Querschnitte  KM  mid 
/•/;/  srll)st  con^^nent  sein.  —  Die  parullelepipedisdien  Prismen 
AUBti,  ahlnj  haben  tlenina«  h  Teriiiiige  der  V'oruu8t$et2UDg  »lie 
»SeUeii  JliB,  <jA  i*!eich ,  und  i»ut  h  dem  Enviesencn  die  Querscnnitte 
KM,  hn  congrtieiit:  mithin  sind  sie,  zu  Folge  §A,,  einander  gleich. 

2)  Haben  die  ParulleleiMj.ede  A  CEG  und  acf i»  (Taf.  H.  Fig.  4«  u.  4)-) 
die  Gr«ndel)enen  A(\  nnd  die  Höhen  gleich,  ohne  dass  der 
vorher  in  1)  betrachtete  Fall  eintritt:  so  construire  man  erstens 
zu  den  stvei  gleichen  Paiallelogianmen  .417,  oc  ein  dritten  fbnen  glei- 
ches acy  (Taf.  II.  Flg.  4/%  da«  mit  jedem  aus  ihnen  clneSeite  fjuAA 
hat,  nenilich  nh~^AB  und  6c=bc,*)  und  führe  dazu,  als  7m  einer 
Grundebene,  in  dem  der  Höhe  NP  gleichen  senkrechten  Abstände 
'  pn  eine  imbefllhanit  weit  anagedehnte  Ebene  nh  parallel;  zwei* 
teuK  übertrage  man  den  auf  der  Grundkante  AB  senkrechteo 
Querschnitt  KM  iu\  die  gleiche  GnindLunte  nf>  nls  Querschnitt 
oder  auch  our  den  Winkel  -H  LKIS  der  Kante  AB  an  die  Kante 
nb  in  den  Winkel  Ikn^  und  lege  durch  ab  und  kn  die  Seitenehene  ' 
af,  dann  zu  ihr  parallel  durdi  cd  die  Seitenebene  dq:  endlich 
drittens  fihrrtrage  mati  ehon  so  von  tirr  Kante  hc  an  alo  gleiche 
hc  eutH'eder  «Icn  Querst  linitt  qr  nach  qr  oder  den  Kar)tt  rl'.^  inkel-}-) 
<)  nach  q,  und  führe  durch  bc  unter  dem  Winkel  ^  =  q  ^egen  ac 
geneigt  die  »Seitenebene  hg  und  dazu  parallel  durch  ad  die  Ebene 
ah.  Dann  begrenzen  die  durch  diese  drei  Vorgänge  erhaltenen 
drei  Paar  parallelen  Ebenen  ein  neues  Paralielepiped  aceg.  Mit  ' 
diesem  hat  nun  jedes  der  zu  vergleichenden  Parallelepipede  ACEG 
tind  acfs ,  ausser  der  Grundebene  und  H^lie  auch  noch  cftne  Gmnd- 
kanti»  und  daran  den  Winkel  4-)  gleich,  daher  sind  sie  ihm  ein- 
xeln>  nach  dem  ernten  Falle,  ro%lieh  aaeh  einander  selbst  gleich. 


♦)   nacli  der  Note  *♦)  zu  2)  in  obigem  §.2. 

Kriticdie  Leaer  fohlen  ^ewiu  mit  mir  an  dieser  Stelle  die  bereits 
Ton  U.  Wolf  im  Archiv.  Theil  3.  Heft  4,  Seite  446.  angeregte  \otli» 
'Vcndigkeit,  die  Abweichung  oder  Verschiedenhrif .  wplrho  ni'i  zwei  Gera- 
den an  ihrem  Durchachnittspunkte  „Winkel*"  heiKi«t,  bei  xwvl  Ebenen  an 
flirer  DoNihsciintttsIlnie  anders,  aher  wie?  an  SflnBcn .  «o  wie 
7..  n.  da«,  was  bei  Geraden  Richtung,  bei  kniinmcn  liUiicn  Sinn 
heisatf  bei  J^beaen  Streckung  oder  är  Streichen  genannt  wird. 
Von  den  a.  a.  O.  eltirlea  BenenraBgeB  tanirt  sddedklradfaige  keim.  Viel- 
leicht  li'nnte  und  wollte  einer  nu«ercr  Koryphäen  unter  den  Sprach- 
forschern,  etwa  Herr  Graff  aus  «einem  j^iMwördigen  „althoch- 
denttchea  Spraditchatsa**  -—  mit  einem  Mssendea  eia-  oder  hAduteiis 
zweisilbigen  Wnrzelnnmea  dea  Geometem  nelfen.  —  benutze  siigletch 
die  Gelegenheit,  um  darauf  nufmcrksam  zu  machen,  dass  eben  so  in 
der  analytischen  G'ouiumctrle ,  Mcnn  man,  strenge  WissenKchaftliclikcit 
erstrebend,  aus  den  Winkeln  den  überflüssigen  KrrI>;hogcn  herauKxirft, 
für  drrt  f  i^t  immer  sttllHchwriirend  als  Einheit  zn  Grund  geh -rtcn  Winkel 
eine  paMiiche  Bcneonnng  »Noth  thot.  Gewöhalieh  bestimmt  man  üw  da- 
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^umerJcimM.  Wie  nan,  ohne  Berufuog  auf  6.  1.  oder  violincht 
diesen  in  t!on  newei»  einfleclitend ,  die  Ciloidbneit  von  Purallrlo- 
uiuedeii  iiachv\«ifi^Q  (cüone,  habe  ich  l>erciU  im  4*  iiaqde  iLen 
Archiv«.  HeCt  3.  S.  m.  geieigt. 

§.       Brstmderer  Fall.    Ein  Parallelepi ped  wird  durch 
jede  Diagonalehene  in  zwei  gleiche  dteiseitige  Pris- 
men sertheilt 

Denn  denkt  man  «ich  in  dem  Parallpleuipede  ADEUßCFG 
rtaX.  II.  die  Diagonalebene  CDEF»  so  schneidet  diee« 

den  Qnerstlinitt  KLMN,  der  bekanntlich  ein  ParalleIo&;rainni  ist, 
in  der  Diagonale  />iV,  und  diese  tbeilt  den  Querschnitt  in  zwei 
QODgnieute  Dreiecke  LJkJS  und  LMN.  Die  beiden  dreiseitigen 
Prianen»  Iii  di^.d««  Pai»Uelepiped  yeiiegt  wird»  baben  diwinii^h 
die  Qnefschoitte  congruent  und  die  Saitenlruifen'  glcieh4  mSMä 
«ad  äe  web  f»  h  eioMder  gleicli. 

B.  ProfMu^cmiitit  der  Paraltelepipeäe.  . 

/.  ßti  gleichen  HöheuL 

4.  Parallelepipede  ron  gleichen  HdiieQ  alnil  ihren 
Crnad ebenen  direct  propnrtioDaL 

Denn  verwandelt  man  die  als  Grundebenen  irgend  xwrier 
Parnllelepipede  />,  P  vorkonunenilen  Paralleloeranime  6,  Jü  zuerst 
so,  dass  sie  eine  iSeite  oder  die  ll«>he  gleich  haben,  nachher  aber 
Bocb  so,  daaa  ate  einerlei  Winkel  beaiuen;  so  kann  man  die  ent* 
atebeade«  fbaen  gleichen  pBraUelognUime  b'.  B'  an  jener  gleichen 
Seite  oder  zwischen  zweien  um  die  L'lf'i<  he  Höhe  n [»ständigen 
Parallelünien  dergestalt  au  einander  rücli^en^  *dai^  i»ic  nur  ein 
Paralleloj^amm  ly  -\-B'  =  b\1i  ausmachen.  Auch  kann  man  naich 
einem  milider  bekannten  Satxe  des  Pappns  (üb.  4.  prop.  1.)*)  die 
Parallel oaramme  fi .  Ii  unter  iMTioni  in  z^vei  andere  b\  B'  von 
einerlei  Winkeln  verwandeln  und  in  ein  Praraileloürmmm  vereinen, 
desseo  eine  Seite  oder  ein  Winkel  wählbar  Lei;t  man  dann 
durch  die  Seiten  des  ausanunengesetzten  Parallelogramma  6^4-1?'» 
als  einer  neuen  Orundebene,  und  durch  seine  Trennunf^liuie, 
Seitenebenen  paarweise  iiarallel,  und  in  einem  der  Hüne  der 
Parallelepipede  ji,  P  gleichen  Abstände  von  ihm  die  zweite  Grund* 


dorcb,  da»«  der  KreUbo^n  desselben  •eioeni  HalbmeMer  o^eicht;  er 
kami  eher  hei  Mlclieni  Vorgang«  —  woToa  ein  mdere«  MaP— •  all  die 

Grenze  des  Quotirntm  einr^  imendlirb  iiluicTimctMlen  Winkels  durch  aal* 
nen  Sinu«  oder  durch  seine  Tangente  rrkl  ti  t  w(»rden.  Diesen  Win1(cl  nnn, 
möchte  ich,  in  Anbetracht,  dass  er  vfdlig  Im. stimmt  und  «urleich  spitz 
«•in  aHat>  «»  wie  iaaa>dat  Neonsigstel  das  rechten  Winkels  ..Grad**' 
nennt,  nrtt  dem  kurzen  veralteten  Namen  .,drr  f] ehren*'  (franzds. 
le  chanteau)  bezeichnen.  Man  Ifse  über  dieses  W  ort  die  Wörterbücher 
ven  Adeliing,  Beinsia«,  Beyns,  n.  a.,  und  ich  hoffe,  ma  verde  et 

^iiissend  finden.  \rnr  anffeniessene  wissen^irbaftlii  hr  Rrnrnnttngen  üchaf* 
fen  ist  zwar,  weil  sie  nicht  JederflMnn  gefoUea,  misslich {  allein  sie 
caaa  eafhehTea  od«r  aDpanende  cdbraadieB  misMo ,  ist  peiatldi. 

4>  Van  Swindoa  Geometrie,  itacb.  %,  BU  TeUkaiB^  VoMehale» 
6aaMearit.  Cap^  fi.  S.  m  7. 

Thea  VI.  . 


in 

ebene  pa Allel,  06  entirtclit  ein  Paralleleptpe<l,  da»  mm  lIwriM 

zusammengesetzt  ist,  welche  einzcflo  den  ParalleleprpedeD  »,  P 
gleichen,  weil  sie  mif  ihi»»n  Grifndebeiie  und  Hohe  ^ieb  naUen 
.  2.)«  Der  »Summe  b-^ß  jeder  zwei  Gniodebenen  6,  Jff  entspricht 
mnach  bei  einerlei  Habe  me  Snnnie  p-^P  ^  ibnen  ogebOrigen 
Parallelepifiede  p,  P\  nitbin  sind  gleiche  Parallelepipede  ibiretf 
Gnindohenen  £!^rndezu  proportional ,  nejnlich 

//.   Bei  ffleichen  Grundeiene». 
§.5.  Perallelepi pode  Auf  gielcbcn  Grundebeecn'ai»4 
ihren  Üöhen  direct  proportional. 

Denn  von  iva»  immer  fffr  zwei  ParalMepipeden  w,  P  über 
f^leirlien  Grundebenen  trage  man  die  Höhen  u,  A  unmitielbar  nach 
einander  in  eine  Gerade  a-f--^  zusammen;  errichte  auf  dieeer  io 
den  anfgetragenen  drei  Pnnkten  Ebenen  MMbveeht,  alse  unter  nieb 
parallel:  construire  in  einer  solchen  Ebene  ein  den  gleichen  Gnfnd' 
ebenen  Lrleiches  Parallelogramm;  und  lege  endlich  durch  dessen 
Seiten  paanveise  parallele  fclbenen.  Bei  solchem  Vorgang  entstebt 
übeK  der  Hrihe  a-\-  A  ein  Parallelepiped ,  dae  ans  ivreien  soBtin- 
mengesetzt  ist,  die  mit  den  beiden  gegebenen  P  Gnrodebene 
iHid  H"'hr  rrlcirh  hn)n'n  .  niso  ihDeri  stuckweise  gleich  sind  (§. 
Bei  gleichen  Grundebfnen  gehürt  demnach  zUr  Summe  a'\-A 
jeder  zwei  Höhen  n,  A  die  Summe  p^P  der  zugehörigen  Par- 
-nllelenipede  p,  P  \  mithin  sind  Parallelepipede  über  gleichen - 
ISntnaenenen  ilireiif  Hshen  direrf  proporfienirt*  nenli«^  p%      « t  il» 

///.  ütberlumpt 
§•  d.  Parallelepipcdfe  sitfd  flbefbnnpt  Im  nnsamnien» 
genetzten  Verhältnisse'  aus  den  geraden  Verblll« 

nissen  ihrer  Grttndebenen  Und  HShen; 

eder:  Parallelepipede  verhalten  sieb irae  die  Productn 
der  Zablwe-ribe  Ibver  Grnndebenen  nnd  Höben.  - 

Denn  ele  sind  nach  §.  4.,  bei  gleicher  Höhe,  ihren  Gmnd* 
ebenen,  und  nach  §.  5.,  bei  gleichen  Gnmdebenen,  ihren  Höhen 
direct  proportional;  mithin  fiberhaimt  ihren  Grundebenen  und 
Hoben  zusanunengesebt  Areet  proporttonlrt 

Haben  demnach '  die  Parallelepipede  P  die  Gmndebenen  B 
und  die  Hohen  a»  A,  so  Ist 

•  - 


Benützt  man  die  Bezeichnung  der  Grundebenen  und  Hohen 
alicb  fiir  ibre  Zablirerthe,  so  darr  man  In  der  ,nocb  bestehenden 
l^rapertion  die  beiden  Zablenverhfiltnisse  »Ittels  MultiplicntioB 
sasawttensetaen^  und  man  erhält 

pi  P^ohi  AB. 

C.  Messung  des  Raumes  eiues  Prisma« 

6.  7.  Körpcreinheit  Zur  Einheit  der  Körper  wählt  man  gewObff-  . 
Beb  ein  Pamlleiepiped ,  dessen  Hülm  die  Linieneinbett  und  dessen 
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GrundebcM  die  Vlficheiraiiihdt  tat  F«flt  immer  ertheilt  luun  ihr 
Se  Gestalt  4m  Wfiffels,  dessen  Seite  die  Lfingeneiobeit  ist. 

f.  &   Messung  des  Paralielepiped$,   Der  Rsttminhatt  eines 
Paralislspipedsgleicht  dem  Prodacte der  Zahlwertbe 
der  Hohe  und  GittodslKsne  desselben. 

Denn  bedeuten  in  der  letzten  Proportion  die  Zeichen  der  Par- 
alielepipeile ,  *vie  es  ror?*faftf't  bl*»ibt,  mu  h  Zab?nrrth<*,  rür 
Ranm-  oder  Kuriterinliake  d<M-  l:'araiieleuinede ,  und  nirtiiiit  nian 
dasjenige  Aitlilepipea  KgiyilttlfcslUsts»  94pe«  ZaMtvocA 
P~i,  dessen  Hi  he  die  tilwge  jif—l,  und  dessen  (inindeboiie 
den  FlächSfliilllstt  B^l  h^;  so  verwandelt  stcft  die  Pr0|>orttoii  ID 

|i:l=sa6:l.l»  ^ 
Islilidi  ist  p-aL 

|.  9,  Memtng  jedn  Prkma.  Der  Rattmlnlial  t  eines  Prisma 
ist  das  Predset  der  Zalilirerthe  «ei«er'  HOlie  und 

Grujidebeae* 

Denn  ist  das  Prisma 

1)  dreiseitig  und  seine  Grundebene  6,  so  kann  es  vermöge 
.  3.  aJs  HälAe  eines  eben  so  hohen  Parallele pipeds  über  der 
oppelten  Grundebene«  26,  darsesteUt  werden,  dessen  Inhalt  also 

sa».«,  dahsr  der  MlnU»  Jst 

2)  Jedes  andere  Prisma  aller  llsst  sich  in  eben  so  viele 
dreiseitige  Prismer»  als  Heine  Gnin<Vbene  h  in  Dreiecke  zerlegen. 
Mithin  ist  sein  Inhalt  u  die  ^unime  der  Producte  der  gemeinsamen 
H5be  u  alter  dreiseitigen  Pttsmen  In  gesammte  Gninddreiecke, 
also  auch  das  ProJiu  1  des  gleich  bleibemlen  Factors,  der  Huhe  <i 
des  Prisma,  in  die  Summe  der  Gmnddveieke«  d.  i.  in  ^  Glind' 
cbsae  6  des  Prisma;  folglich  p^ab. 


« 


Beweis  und  Beiriclitlsiiiig  üeft  Im  4» 
Baniie  des  Ardilvii,  3.  Heft,  IL  339« 
ÜTr.  XXXT«  Satz  2,  Yoi^eleglen  Iiehr-* 

Satzes. 


Von  de iii 

•  m 

HU  4er  lt.  It.  phliotophiadkMi  Lebnurti&rf  so  T«n»w  io  CMklcii.' 


Oer  Inhalt  dieses  mm  Enveits  vorgegebesca  SnlMi  isl  fan 
Mgeodsr:  .       .  •  *. 

Eine  dekadiscfie  ZaM  B^ltN-^A  Ist  dnteli  eine  eben 
solche  d=^lOni:a  theilber»  wenn  Jm^fftf  dadurch  theil- 
l»»i»t 

Beweis.  Durch  die  Ztihl  d  ist  offenbar  iJir  \'ii»lfaches  AV  theil- 
bar,  daher  auch  <lor  ihm  gleiche  Ausdrack  N{l07i  ^  a)  ^  An  —  An 
-n(lOi\^A)±ai\~An^nD-{An^aN).  Ut  nun  An^aN 
durch  d  theill»nr,  so  nnisK  dies  auch  nD  seio.  Wenn  demnach 
n  und  //.  also,  weil  d  lOn^^a  ist,  auch  n  uod  a,  keinen  ge- 
rn r  in  s  i  haftlichea  Theiler  besitsen,  inuss  sicher  Xldorch  d 
tbeilüar  sein. 

Allein!  fall«)  n  und  a,  daher  auch  n  und  d,  einen  gemeio- 
sameo  Theiler  habeo,  fokt  daraus»  dass  nD  durch  d  theilmir  sein 
muss,  keine^wet^K  nothwendlg,  sondern  nur  etwa  aufölttg»  die^ 
Tbeilbarkeit  von  D  durch  d. 

So  ist  z.  B.  der  letzte  a.  a.  O.  gebrauchte  Theiler  68  von 
dieser  bedenklichen  Beschaffenheit,  xveW  6  und  8  zugleich  durch 
2  theilhar  sind.  In  der  That  ist  zwar  die  daselbst  gewählte  Zahl 
810  durch  68  theiihnr,  allein  ^4  ist  es  nicht«  obgleich  4.6 
=  296-24  =  272  durch      theilhar  ist. 

Mithin  ist  in  den  aufgestellten  Lehrsatz  die  berichtigende^ 
Einschrftnkung  aufininehinen: 

,,wofern  a  und  tt  keinen  Theiler  gemeinschaft- 
lich haben.-" 

Berechnung  solcher  unthellbaren  Zahlen.  Deiiei 
Zahlen  D:=iV(^-fA,  die  durch  eine  vorgelegte  Zahl  d=Wn±a, 
in  welch  r  n  um  «  einen  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler 
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<>1  haben,  nicht  theifbar  »ind,  >obnprohl  Au^aN  es  48tyMlitieD 
■if^MMde  W«lMll««lelMw«id«i.  '   


£6  suU  /i/t  t-aiY  durch     tbellbac»  aiM^:  i 

Geben  nao,  wenn  man  die  congraenten  Zahlen  und  den  Modul 
diirrh  ihren  !;rossten  ?eme!nschaf^licheD  Theiler  t  theilt,  die  Zah- 
len a,  »,  d  durch  t  geth«iit,  die  Qj^tieoteD  a»f;,  ö(  ^  ven^'ftodelt 
«Mb  im  CoBgrueo»  io 

f 

LOe't  man  diese  Congruenz  in  Bezug  auf  If,  iriden  man  A  Üher* 
haupt  eine  der  zehn  Ziffern  0,  1,  ...0  gelten  IS«st,  nach  einem 
der  bekannten  Verfahren  auf;  so  sei  N*  eln^  '^^e  Zahl  S  Jiicht, 
überä^ijgjeuder ,  Werth  von  N.   Dann  ist       ,  ^ . 

wenn  z  durchlaufend  säromtli^lie  abeekiteB  Anzahle«  vorsteilt. 

Weit  in  d=c/:lrr=(10R  j:<i):£=»10iFi:o  «eZdMMi  amid^ 
keinen  Theiler  mehr  gemeinschaftlich  begRäfen,  Waam  'die  Zahl 
lOiV' -f- ^  dem  geführten  Bew  eiw  gemasK,  durch  d  thellhw 

Bein,   Da  niuimehr  />—/>' -f  106 und  d-^tS  ist,  so  wird  • 

2.5.S 


Demnach  Ut  allemal  zugleich  mit  D\  durch  d  theilbar  oder 
untheillMur»  ep  oft  entweder 

1.  t=2  oder  6  Ist»  oder 

2.  fitr  s  bloee  Vielfiirfce  mm  t  eingewlif  werden ,  oder  endlicb 

3.  z  80  gewählt  wird,  daaa  -^-f-lOz.  durch  t  theilbar  oder 

untheilbar  ausfällt. 

Beispiel.  Bei  dem  Theiler  W!  =  68  =  6.104^H  hat  man 
fi=6,  «  —  8,  also  t=2  und  .14,  i;i=3,  a  =  4;  mithin  soll 
4jV=3yl,  mod  34  sein.  Da  4  und  M  durch  2  theilbar  sind,  muss 
es  auch  A  sein.  Setzt  man  daher  A:'2~A'  oder  «nd 
theilt  man  sowohl  die  Zahlen  als  den  Modul  durch  "2,  so  wird 
2Ahe3^',  worf  17.  Dazu  findet  sich  leicht  2x-«  =  -16  =  l, 
mod  17,  folfflich.  wenn  man  mit  —8  multiplicirt ,  N=^'^IQA', 
mod  17,  woDei  iV'^  34.  Sofort  ergeben  «Ich  folgende  susammen« 
gebSrige  Werthe:  ^ 

Hilfinabl  ii'=  0,    1,    2.    3,  4 

Ziffer  der  Einer  A'^  0,    2,    4,    6r  8 

kkAnste  Zehoermeoge  iV'=  0,  10,    3,  13,  6 

17,   27  ,   20  ,  30  ,  23 
kleinste  Zahl  0,  102,  :i>l,  130,  (38 

170,  i72,  204,  306>  m 


126 


(SoUiMi  m»  MeroB       tat*  m  Hii^miii  UIm  m, 

901»  272  aus»  und  vermehrt  man  die  Zehner  der  übrigen  8o  oft 
pirtn  will  vvfderholt  um  'M-,  so  erhfilt  man  foleende,  trotl  der  erfiBU- 
ten  Bedingung,  durch  68  iitcfit  theilbare  Zahlen: 

J)=    34,  m,   170,  238  ,  306, 
374  ,  442  ,  510,  578, 
714,   782,   850,   918,   1)86,  il  ».  f. 

Leichtore  Hestimmung« weise.  Sucht  man,  enttreder 
mitteU  einer  Tafel  der  Vielfachen  der  ganzen  Zahlen  oder  durch  wie- 
dcffholto  Addition ,  sfimmtliche  n;i(!h  einander  folgenden  VielfaciieB 
Ton  (t:t  =  S,  und  IHsst  man  der  Reihe  nach  jedes  t*c  sulche  Viel- 
fache, de»i«(en  Multipficator  also  selbst  ein  Vielfache»  von  <  ist, 
hioweg,  oder  berechnet  man  eri»tlich  alle  Vielfachen  ^'on  S  vor' 
atHrtm  Ifiieheo«  und  vermelirt  ^e  dann  wiederholt  mn  dieses  lodie; 
80  sind  alle  sich  ergebenden  Vielfachen  von  S,  weil  ihr  Multipli- 
cator  dwch  <  nidit  theilbar  i«t,  derlei  durch  d  uotheilbareZaiüeiii^. 

Dens  je  MdidMi  in  Dssmd=^j'i9=^^d  der  Miiltiplleetor  m 

durch  t  theilhw  ist  oder  nicht,  fM  dtm  VlelfiidM  D  dwcii  d 

theilbar  oder  nicht  —  Weil  ferner  6  —  lOv  J:  a  und  D  = 
=-  10»iy  J:  nta,  also,  wenn  nta  —  A  +  IQB  ausfallt,  Z>  ~  10  ( mv  i  ß 
T=J^)^A  ist ;  so  findet  man  Au  ^aN=^  Avt  ^ atN=- t{Av^ aN) 
=  t[v  (±ma^  lOB)  Ta  (mv±B)  1  =  (lOviio)  |  =  T  Bdt 
=  TBd,  folglicli  die  BedtngiiBg,  Ju^aN  at^  durcli  d  tlieilbar» 
jedcraeit  erüDllt 
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Nach  drei  Aufsätzen  des  Herrn  Gerono,  Professeur 
de  MaÜiematiques ,  in  den  iNouveiies  Annales  de  Ma- 
ihematiqaes.  Journal  des  candidats  aux  (>coles  poly- 
technique  et  normale,  r^dige  par  Terquem  et  Gerono* 
T.  U.  Parit.         p.  16.  72.  170.  frei  beurbeitel 


dem  Herausaeber. 


Mit  ilefi  Nomudeb ,  die  durch  eiiien  gegebMcii  Punkt  an  einen 

Kegelschnitt  ^ezoL^rn  wehleii  kruinpn,  Iiat  sich  bekanntlich  ftcbon 
A  )»  o 1 1  o  ri  i  US  ia  dem  ifuirteii  l^uche  seines  berühniton  Werk» 
über  die  Kegelschnitte  besehiifUgt,  worüber  man  den  Artikel  iNor- 
male  in  dem  matberoatiscbeii  WSftorbwclie.  Tbl.  III.  S.  068.  saeb- 
Keben  kann.  Vorzüglich  nichtig  ist  aber  ferner  eine  Bemerkung 
Von  Legendre  über  die  Kriteneo,  mittelst  welcher  sich  die  An' 
lahl  der  Normalen  bestimmen  lässt,  die  in  den  verschiedenen 
Bogiicheo  FiUen  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  Ellipse 
»s<^en  werden  kOnncn,  welche  man  in  dem  Trait^  des  fonc- 
Horm  rifiptique«.  T.  II.  Paris.  1825.  p.  349.  findet.  An  diese 
Bemerkung  {»chliesst  sich  Unmittelbar  dfer  Auf^tz  des  Herrn 
Gerono  an,  dessen  wesentlichen  Inhalt  wir  im  Folgenden  mit- 
tbeiluo  .ivetdcn. 

I. 

Die  Gleichaog  einer  Ellipee,  welche  wir  tuerst  betmcbtea 
troUen»  sey 

Wo  a  und  fj  ihrp  irrnohnlirbe  ßedoiifiirig  haben.  Sind  x, ,  dil* 
('oorditmteii  eines  beliebigen  Punkte«  in  dieser  Ellipse»  so  Ist 
bekuuutiich 


m 

die  Gleichunc;  der  durch  diesen  Punkt  an  die  Ellipse  i^ezo^eneii 

Normale.  lUvcii  Imoii  wir  «lalior  Jetzt  durrh  a,  j3  die  Coordinaten 
eines  lu'lipl)i;;t'ii  Miiitkte«  in  der  rJunie  der  Fin[>«;p  ,  nnd  fh?r<  h  ?  .  y 
die  Coonliuiitfn  des  Durehsolifiitt^uiiktä  einer  (lurcii   lien  Punkt 
an  die  Ellipse  gezogeneo  Normale  mit  der  Ejlipse  **) ;  so  ha* 

bcn  wir  tat  Ii  lihimimg  y<m  mk  yün        ftlgwi^  <i^l#gfci>ite# 


3) 


oder 


4) 


oder,  weoD  wie  gewOhnIidi 


gesetaf  wird: 


(äetsea  wir 


5)    1  C0+(f)='' 
iß^^^ag +e«jc3r  äII 


gN>  wird  die  iweite  der  Gieicbimgea  6)i 


*)   Wenn  man  -  /  '  — »  und  a^— setzt,  ao  kann  man  die 

Gleichnn^'-  f!r>r  Normale  dcrBUIpte  aach  unter  dar  folgenden 

verthen  (jestalt  darstellea: 


wa  man  daa  a^ara  odar>aatera  StoialMa  n  aaliaua  fcat,  jea«didem  x, 
eine  positive  oder  aiaa  nagativo  Grütaa  Itl  (Cemte:  Traitd  dlte. 

g^oro.  anal.  p.  358.). 

**)  Wo  (xy)  immer  A^r  Punkt  Arv  Ellipse  ist.  in  '^reichem  anf  dar* 
•eiben  die  durch  den  Puuki  \a^)  gezogene  ISormalu  «cukredit 
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I  ' 

7>  hk:if^üfy^x9=Q. 

■  * 

Die  erste  der  Gleicfattogeo  5)  kann  auf  fo|gcode  Fonli  gebiaelit 

«rerden : 


8)      qjf  _^(«-^) 


1 

uQÜ  weaa  mau  ttaher 

,  ■ 

netzt,  so  bat  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

10)  ay^6«r=4iftr,  bsc-^az^  —  ab; 
aus  denen  sich  ohne  Schwierigkeit: 

^       r+a»^  1+«» 

ergiebt.  Fahrt  man  diese  Werthc  von  a:  und  y  in  für  Gleichung 
7)  ein,  so  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Keductionen  die 
Gieiehnng 

eder,  wento  der  Kflne  wegen 

13)  A=m^,B=Mt^ 
gcsetit  wird^  die  Gleichung:. 

Weil  das  letzte  Glied  dieser  Gleichung  des  vierten  Grades 
negativ  ist.  so  hat  dieselbe  nach  einem  hckanntpn  Natzo  von  den 
Gleichungen  jederzeit  sweireeUo  Wurzel«  mit  entgegengesetzten 
Vefidrielieo;  und  da  Hon  wegen  der  Gleichungen  11)  jedem  reellen 
Warthe  von  :  reelle  Werthe  von  x  und  y  entsprechen ,  so  stellt 
man  zuvOrderst,  dass  Kich  durch  jeden  Punkt  immer 
mindestens  zwei  r^ormalen  an  eine  Ellipse  sieben 
lassen.  '  ' 

Beaeidinen  wir  die  .  vier  Wurzeln  der  Gleichung  14)  üiierhauut 
durch  m,  n,  p,  q;  so  haben  wir  zwischen  denseisen  bdkanntllcli 
die  vier  folgeftdeo  Gleichungen :  • 


*)  Sepplemetite  tnai  fnaÜhennHiebfln  WKrteihnefae.  TM.  Ii  ilnikel 
Gleichang.  S.  306.  '  . »  I 


TkdLi  VI. 


IS) 


IM 


und  kr.nnen  oun  mit  WuUe  cliener  Gleichungen  ieicht  die  GlcichuDg 
des  dritten  Grades  linden ,  deren  Wurzeln  die  drei  GrtascD 

nm-i-pq,  mp-^ng,  mq-^np- 


sind.  Weü  nSmlicb  die  Smimie  dieser  drei  GrOsseo  nach  15)  rer- 
»chwindet,  so  hat  die  Id  Rede  sielieade  cvbliche  Gleicliaiig  die 
Fenn 

16)  «•+^i«+Äi=a 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  von  den  Gleichun^n 

il,=   (mn-\-pq)  {mp^nq) 

(jnp-^nq)  (m^ +  "/>)• 

Durch  MnlüpIicatiOD  der  ersten  und  dritten  der  Gleichungen 
15)  erhält  man  aber  ohne  Schwierigkeit  nach  einigen  leichten  Ke- 
ductiooen:  " 

AB=^Amt^-^(mn  -^pq)  (mp  +  nq) 
-i-(mn+pq)  (mq^np) 
■i-imp-^nq)  {mq-^^np). 

Also  ist  wegen  der  vierten  der  Gleichungen  lÖ) 
und  folglich 

£ndlicih  ist  nacli  der  Theorie  der  Gleidiwigtn 

Bt—-{«M'^pq){ti^-^-nq)imq'^np),  _ 

Entwickelt  man  da«  Pfwdwcf  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
fceitnelchens,  so  erhfilt  inan,mltRacfcaicfataiif  dl«  behansleRelatioii 

ohne  SchwierigPcelt 

Quadrirt  man  nlicr  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  15),  und 
zieht  fl  iiii)  die  letztere  von  der  ersteren  ab,  t>Q  erhalt  man,  mit 
Rück*iicht  auf  die  RebHon 
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-  (»iii+^y)  +  (m/i+n^)  +  (iti9  +  M|i)=0, 
•kM  fiekwMgMt 

— (w«f»'/*'  + 

Also  irt  ' 

«Bd  ^  cuMmbIi«  Giwdmf  V^),  dm  Wanda  dte  GrteMo  « 

«li+Pf»  <iy+ay,  mq-\ri»p 

«M»  vvkd  diW 

17).  •»•4:(-^Ä+A)«+^'~-ß*=0. 

*  «  j 

Bctoridnoi  fvir  die  dld  WmIb  diMcr  Gleidinng  dnrdi  ifx,»!,«»; 
«•  hPoBf  wir  ' 

/    tti=  vin  \  pq,  ' 
18)    I  /wi>+n9, 
(  tt»=  mq  +  np 

mIm,  jnnd  crbaHfo  bkraiw  die  drei  folgenden  Gbldnofen: 

W)  I  «»~w.=(»»-«)0»--^), 

I   II,  — iti  =  (m— — w). 

Wenn  mm 

■ 

♦ 

let,  eo  sind  nach  der  Theorie  der  culiischen  Gleichungen^)  die 
drei  Wurzeln  Ui,  tf,  reell,  und  zwei  flprsellien  sind  oinander 
gleich.  Sind  al8U  z.  B.  m  und  n  die  beiden  reellen  Wurzeln  mit 
entgegengesetzten  Vofieiclien,  welclie  die  Gleichung  14)  jeder- 
leil  nothwendig  haben  mag»,  ao  ist  wegen  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 19)  die  Differenz  — 7  reelle  Grosse.  Wären  nun 
alter  ;i  nnd  q  z^vei  imaginäre  Wurzeln  der  Gleichung  14),  so 
müsÄten  dieselben  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  %'on  der  Form 

«ein,  und  es  ^räre  folglich 

diet»e  Differenz  also  imaginär,  was  gegen  dus  Obige  streitet.  Da- 
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her  «iod  anch  dl«  Wvraalii  v        f  itciU»  wd^dle  GMeliiiiig 
14)  hat  folulich  io  diesem  Falle  vier  leelle  Wurzelo.  Weil  aber 
eine  der  Differenzen  w,  —  r/a,  «i  — Mj,  «g— Wi  ver«chwiodet , 
]nil8«eD  negen  der  Gleichungen  19)  uotcr  diesen  vier  reelien 
Wnraeln  zwei  gleiche  vorkommet. 
Wean  feraer 

Ist,  so  sind  oach  dcr^  Theorie  der  cuhischen  Gleichungen  von 
den  Wurzeln  Mi,  Uti  «i  **'ne  reell  und  z>vei  imaginär.  Weil  die 
bcideu  imaginären  Wurzeln  von  der  Form  fsH<>V"^  »od  v—wS' —\ 
sein  müssen,  so  sind  die  Differenzen  «i— m^,  Uj,  —  «i 
offenbar  alle  drei  imaginär.  8ind  mm  wieder  s.  B.  «n  und  n  die 
beiden  reellen  Wnrzeln  mit  entsje<»engesetzten  Vorzeichen,  weiche 
die  (ileicbuns  14)  nodiwendii»  hahen  nuiss,  so  ist  wegen  der 
zweiten  der  Gleichungen  19)  die  Differeoz  p  ^  er  imaginär ,  und 
da»  weil  die  imaginären  WiorzelD  der  Gleichungen  immer  paarweis« 
vorhanden  sind,  nicht  bloss  eine  der  beiden  GHissen  und  q 
imagin.'ir  seiu  kann,  so  mtissen  dienelben  beide  imagioir  sein; 
folglich  hat  die  Gleichung  14)  in  diesem  Falle  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  Wnneiii* 
Wenn  endlich 

4(^i^  f  4)>+27(^«-B»)«<0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubiscber»  Gleichungen  **)  die 
Wurzeln  M|,  ,  alle  drei  reell,  und  unter  einander  ungleich. 
Daher  j»ind  zuvörderst  wegen  der  Gleichungen  19)  die  vier  Wurzeln 
m,  »,  p,  q  offeabar  simmtlicb  anter  einander  ungleich.  JSind  alier 
wieder  z.  B.  m  und  »  die  zwei  reellen  Wurzeln  mit  ent||egenge- 
setzten  Vorzoirlier  .  \^^•l^|}f•  (!'r(»  <JI(Mf  hnTrj  J4)  notliwendij?  haben 
muss,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  19)  die  Differenz 
p  —  ff  eine  reelle  Grosse ,  woraus  man  ganz  wie  im  ersten  Falle 
schliesst ,  dnss  die  Wurzeln  p  und  tj  beide  reell  sind.  Daher  hat 
im  vorlir 'joiKlen  Falle  die  Gleichung  14)  vier  unter  einander  un- 
gleiche reelle  Wurzeln. 

Riicksichtlich  der  iNoruiaieu  der  Lüipse  ergiebt  sich  hieruua 
nun  unmitteihar  Folgenden] 

Wenn 

tat,  ao  lassen. ^kh  durch  den  gn^abfnen  Punkt  (aß  drei  Nomalnn 

an  die  Kllip«e  ziehen. 
Wenn  dagegen 

4(i4B+4)»+27(il«-jBr«)»>0 

ist^  so  lassen  sich  durch  deoi  gegebenen  Puukt  (a^)  nur  zwei 
Nomialen  an  die  Eliipne  ziehen. 
Wenn  endlich 


^  A.  n.  O.  S.  «.    ««)  A.     a  8.  T. 
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ist,  so  komn  dvreb  dco  gegebenen  Punkt  iflß)  Ha  J^omaäßo  w 

die  Klli|»se  gezogen  uorflen. 

Die  ^x>rhergeheniieu  Bedinguogeo  immen  eich  aber  au!  einen 
clM^anterea  Ausanick  bfi|i£»o. 
^^et»n  wir  "  " 


*  9 

WO  X  und  jt»  «lE^htK  posi^  Grtae«  ^nd»  eo.  ^1».  v^te^  W 
Icidit  findet: 

(i<»-.^»)»=2MAV',iÄ=4U«-itt»),' 

=:2ö6j(AVi^'+l/+*^^f/ii'.  *  .  .... 
.  »    ■        •  -.  '       .     .  ■  .  ■•  •» 

wad  die  Bedingnogcn   .       •         •  '  . 

4(^4 4)»  +ti7  ( -  Ji*)*^0 
«ind  folglich  ofenbsr  erflltl^,  werni  respe^hre  die 'Bedingungen 

«der  die  Bedingungen 

erföllt  sind.  Weil  nun  aber  —  3A/t  negativ  ,  nnd  dte  dritte  Potenz 
vee  ;t**^/**  +  l  positiv  oder  negativ  ist.  jenachdem  diese  (irösse 
eelliet  ponitiv  oder  negativ  i.st,  so  .siml  die  vorhergehenden  Be- 
«ürtqiinireri.  ^vie  leicht  erbelleo  wird,  jederzeit  erfiiUt,  wenorespec- 
tive  die  liedingungen 

d.  L  die  Bediogungea 

etföilt  sind.  Weil  aber 

A>-|ii»=i(>.-/»)«+3V(^-M) 

Ut,  tio  Uauq  id.ui  An  die  iSteile  der  verhergeheoden  BediogUDgeo 

die  Bedinguiij^eii 

setzen.  Nnn  iet  alier  •  •  i  . 


IM 

(A~^)»  +  l  =  (A-^-f-l)|(^-^)«-U-/i)  +  lJ, 

and  dl»  Torborgebenden  BedSnsiiog«i  xircrden  also  jedmelt  evfilllt 
•eiD,  iTODD  rcspective  di*  Bedingung«! 

a-^t+i)^(A.-^)*-a-^)+n-3x^t^|o 

s 

•ifiillt  nind.  Wenn        negativ  int,  so  Ist  die  Griteee 

Dfeniiar  pesifiT;  Ist  aber  x—ft  penitiv»  so  ist,  weil 

(A-^0^-(A-^0  +  l--(;^.-/t*-l)*  +  (A-^) 
genetst  wetden  iunn,  die  Grösse 

ebeofalU  positiv;  und  diese  Grosse  ist  daher  stets  positiY.  Da 
DttD       positiv  ist,  so  ist  auch  die.GrGsse  ■ 

stets  po#ti?,  uo(i  die  Bedlpguogep  ,  . 

•  a--/i»+i)fu-/«)«-(^-i»)+i+3A/*f^o 

können  daher  jederseit  durch  die- Bedinguqgen  *      :  . 
d.  i*  mch  den  'Obissii  dach  die  BedingUBgen    '  - 

ersetzt  werden.  Dahet  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  jetst 
Folgendes : 
Weni» 


ist,  so  lassen  s]rh  durch  den  gegebenen  Punkt  {aß)  drei  Npi^ 
malen  an  die  i{<liip8e  ziehen* 
\VeDn  dagegen 


ist.  so  kSnncB  ducii  den  gegdbenen  Pttnkt  (aß)  nur  svrel  Ker- 
malen  an  die  EUipse  gesogen  ireiden. 
Wenn  endlich 
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ist,  80  lasMo  flieh  dnrdi  den  gegebeoai  Punkt  vier  Norauüm  ao 

die  Ellipse  ziehen. 

Nach  dem  Ohigea  iet 

A    B  _  1  _el 
4  ^k^bß* 


oder 


uoU  ao  die  Stelle  der  iHMÜnguiigen 

kuDoen  folglich,  weil  (fiß)^  eine  pOHitive  Grusae  ist,  die  Bedingnog^n 

(te)*4(W*-^(e*)^|o' 

ff 

gesetzt  werden.    Daher  ethalteo  wir  endlich  den  folgenden  he* 

merkeoäH erthen  Satz:  ' 
An  die  durch  die  lileichung 

chnrakterieirteEllipse  kJSnnen  durch  eineo  gegebenen 
Punkt  (aß)  nwei,  oder  drei,  oder  vier  Normalen  ge- 
sogen werden,  jenachdem,  indem  wie  gewi^hnlich 
a*~6*  =  e^  gesetzt,  wird« 


oder 
oder 
iat 


(iia)^+(6^)'-(e*)'=0. 


(aa)^+(6|3)'-(e«)^<0 
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Dieser  Satz  i^t  über  mich  el^  JleMsIttiUiwertiieD -gtomatri- 

schen  Intrepretatlon  flibig. 

Au8  der  tiöhereu  Geometrie  Ist  DSmUch  allgemeiD  bekannt  *) , 
dam  I  . 

die  GieiclmDg  der  Evolute  der  durch  die  Gleichung 

cbarakterifiirteoAfJlip«;^ Mt^^^;«  und  durcb  eine  äanz  einfache  Be- 
trachtnng  vHrd  aitf  der  »feile  erhellen ,  daesder  Punkt  (xy)  ausser- 
halb, in  oder  Innerhalb  dieser  Evolttte  liegt,  jenachden 

oder 

(iia:)^  +  (%)^-(e*)^=0, 
oder  f  ' 

ist.  Daher  hat  man  das  folgende  mericwurdige  Theorem: 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Einp^e 
lassen  sich  an  dieselbe  zwei,  oder  drei,  oder  vier 
Normalen  ziebeu^  ienachdem  dieser  Punkt  au.sser- 
halb,  oder  in,  oder  innerhalb  der  Eyolute  derEllipse 
liegt 

II. 

Die  Gleichung  einer  fiypeihel  sei 

80  hat  man,  wenn  .r,  7/  die  CoordinattMi  des  Durchschnittspunkts 
einer  durch  den  Punkt  (a^i)  an  die  llyperbeL  gezogenen  >iarmaie 
mit  derselben  bezeichnen  ***) ,  zur  Bestinuuuug  von  .t,  ^  die  beiden 
folgenden  GleicbuDgen: 


*)   M.     s.  B.  meine  Elemente  der  DifferesCisl-  und  latograliedunuig. 
Thi  I.  Leiiwig.    l»3r.  S.  291. 
**)  Eine  Zeiduimig  der  ETolal»  einer  Ellipse  •.  «.  Avehir.  Uli.  TV. 

Taf.  II.  T'ipr.  5. 

*")  Wo  (xj)  iiuiuer  der  Punkt  der  Hjperbcl  ist,  in  welchem  auf 
derselben  die  durch  den  Punkt  (a^)  gesogene  Nonnale  senkrecht  steht. 
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je)"-«)'"..  ■ 

oder 

od«r«  %veMi  nie  getirühnlich 


fielani  wir 

«0  wird  fli«  stFeiiet  der  Gleichnngcli  4)S 

Die  er^te  der  Glei^ttDgen  4)  knan  auf  folgttid«  Föhn  iw- 
bracht  werden:  .      "  *    '    •  .  ° 

■  > 

und  HeuD  mao  daher  '  ' 

teilt,  so  Int  maD  dio  beidop  foigondoD  Gteichungeo : 
ans  d«tea  idch  obae  Schwierigkeit: 

- 1»  • 

ergiebt  Fflhrt  man  diese  Werthe  von  und  ^  in  die  Glefcbunff 
6)  eh.,  so  eriütt  M»  mMb  eitlgf»  Mebteii  RodMlknN»  dit 
uletcbaDg<2  > 

Theil  yX.  09 


oder ,  wenn  der  Kürze  wegeu     -  ^. 

gesetzt  wird,  die  (ileichuni;:  ^  \ 

\    .13).  z*+Ja*  +  ^»-*^^ 

Aus  dieser  Gleichung  liutseo  sich  nun  durch  pint  gfeiche  B#. 
tncbtuDgen  wie  bei  der  Ellipse,  die  wir  hier  nulit  wiederholen 
wollen,  irnnz  tlieselbeii  durch  die  Grössen  A  und  /J  auscedrüclcten 
Bedinirunuen  nie  dort  fiir  die  Anzahl  der  Normaleo,  welche  durch 
den  Punkt  (a^i)  a»  die  Hyperbel  gei&ogen  wenleo  lamim,.tMtitam^ 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 


al«o 


oder 

nnd  an  die  Stelle  der  BejdingUDgen  .  .  ' 

kODoen  folglich»  weU  (6?)'  ein«  poeitife  Groeee  bt,  die  Bedio^mgea 

gesetzt  werden.  Daher  erhaiU'U  wir  endlich  dea  folgenden  he- 
merkeoswertben  Satz:  '  *         •  .  ■  -  . 

An  die  dnrch  die  Gleichung 

«fhlir«lcteri8ir.te  Hyperbel  können  durch  einen  t^eeiebc 
nen  Paukt  (a|i)  awei,  oder  drei,  oder  vier -iM oimalen 
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ezoff«»^  w«v|l4tf;*i#«äc1itfi^ipV-lD^*4i'  wU  s'«'w5iin!licb 

I  ,  ,         .    '.        .     1  Ii.    I  •    »  Iii- 

•d«ff  . 

imt 

Die  Uleichuog  der  Broiute  der  Hyperbel  bt*)   .     '  ^ 

.  ,,. 

•  '\-  %         •  V-      V.  '  • 

oder  s  , 

••  .•  .       .il  *l        •     •  ^      :    .f'.Vi*.      •  ••1»*'  tt".  i'* 

(air)*-(%)*-<^«)*i^=rO,      •  • 

voraus  sich  leicht  ableiten  lÄsst,  da««  die  Kvofnte  der  Hyperbel 
aus  vier  ^egen  ihre  ,Axen  SYmnietriMch  liegenden,  sich  iu's  Uii- 
ciMiliche  erstreckenden  Zneigen  besteht,  welche  gegen  die  Haupt^ 
aze  der  Hy)>erbei  cotivex  sind.  Betrachten  ^vir  min^den  «irtschea 
diesen  vier  Z>veii^en  liegenden  (unendlichen),  an»  zwei  ganz  von 
einauder  getrennten  Theilen  bestehenden  Kaum ,  welcher  durch 
die  Uauptaju»  der  Hyperbel  halbirt  wird,  uii»  den  inneren,  daeegen 
den  zwischeik  den  vier  Zweigen  liesendea  (unOdPdipn)  Hauw; 
welcher  durch  die  Nebenaxe  der  Hynerbel  halbirt  wird,  als  den 
Susseren  Raum  der  Evolute;  so  wird  durch  eine  ganz  einfache 
Betrachttioe  auf  der  IStelle  erhellen,  das«  der  Punkt  {x^)  ausser« 
halb»  io  mm  inocrMli  te  Evolnto  liegt,  jenachdem 


l  •*  !♦  •» 


oder  ,  j 

I 

oder 

:('iifl^-(ftr)*-(«*)So 

wi,  Vergleicht  nao  die»  aber  mit  dem  Vorhergehenden ,  su  ergiebt 
sieh  ^  folgende' iwwlwiwBijliy  Tfawremt   *  -      ?  f 

"  Durch  ei  neu  Funkt  in  der  Ebene  einer  Hyperbel 
laAseu  8!ch  aa  dieselbe  zwei,  oder  drei,  oaer'viar 
Noroialen  ziehen,  Jenachdeni  dieser  Punkt  ausser- 
halb, oder  in,  oderlnnerhalb  der  Evolute  der  Hyper- 
bel liegt 

')  M.    roeinempaiante  der  Hifferentiul-  und  btogralrecIninBi^  a.  a.  0. 


m 

Dass  «üeser  Satt  mit  dem  oben  von  der  l^irip»«  bewiescneri 
iSatze  g<inz  identisch  i»«t,  und  daher  v^a  4cf  Kitiptt  W^d  Uypwb«ti 
gilt,  fällt  au/*  der  8tei|e  in  diß  Augen, 

im 

Fflr  eine  Parabel,  deren  Parameter  2p  Int,  mfisseo  die  Coor- 
dinaten  J",  v  des  Punkten,  in  noh-hem  eine  durch  den  Punkt  (a^) 
gezosene  Koriuaie  der  Parabei  m(  de|-8elben  aenlcrecbt  steht, 
ßjo»  M  Mden  Gleiebungeni 

oder 

♦ 

bcstiaiDit  , werden.  Durch  EUroination  von  x  eriiält  man  aber  au» 
diem  Mdcn  GleliBlniiigaa  die  Gkidrang 

und  gelangt  nun  hierdurch  mit  Hülfe  der  Theorie  der  tiibivcliCD 
Cfleicnungen ^  sehr  leicht  zu  dem  folgeoden  Resultate: 

An  dir  durch  fl  r  e  (Gleichung'  f/^  'i  .r  r  h  a  r  a  k  t  p  r  i  - 
sirte  i*;iral)*'l  kiinnen  durch  einen  gegebeneu  l*unkt 
(a^)  eine,  oder  zwei,  oder  drei  Normalen  genügen 
werdea,  Jenäol^d«iii 

oder  • 
oder 

'    Pit  Gleichvog  dtt  Evolute  d«r  Pmbel  Ist**} 

woraus  sich  leicht  ableiten  lasst,  da-s«  die  Evolute  aus  zwei  ^8;en 
die  Axe  der  Parabel  symmetrisch  ÜP£;onden  iinpndlichen  Zweigen 
besteht ,  u eiche  gegen  die  Axe  convex  sind,  betrachten  wir  nun 
den  ivrlaeben  den  beiden  Zweige«  a«f  denn  MwreiMMimi  liegen- 
den unendlichen  Raum  als  den  ianero,  den  auf  dan  raeaTcn 
Seiten  der  beiden  Z^^cil:e  liegenden  unen(!nr?if»n  Rnum  dagegee 
als  den  Susseren  Rauiu  der  Evolute,  so  wird  leicht  erhellen,  das^ 
der  Punkt  (^^)  ausserhalb,  in  oder  innerhalb  der  Evolute  liegt, 
Jenachdeiii 


.    •)   M.  «.  Archiv  Thl.  VI.  S.  6. 

**>  JM. «.  Meane  ntmmUt  dw  iiiilmpcnifal » nod  laliggfateedMi—g  a.  a.  O. 
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oder 

oder  '  :  "  ; 

isl«  «od  wir  tri^altai  di&tv  da«  Adgend^  Tliaortvi    ,  |'  l 

Durch  «iDett  PvalEi  In  d«r  Eben«  «Uer  Parab«! 
lassen  sich  an  dieselbe  eine,  oder  swei,  oder  drei 
Normalen  ziehen,  jena<>hrlein  dieser  Panlct  ausser« 
halb,  oder  ij»,  oder  ipnerbalb  dpr  ^Folute  d«?  Part- 
ikel i\9Stf 


Viielitrilse  zitr  Ausi^leleltuiiss»  . 

Beetaauns» 

I  ■        :  • 

BerJTii  Profmoc  Dr»  Crerii^if  . 

an  JtfiAni;^ 


In  der  Vorrede  zu  meiner  Ausgff'ip^wn^g  -  Rech  nune 
(S*  Xili.)  habe  ich  bereits  die  Ernartutig  augedeutei,  das^  sich 
bald  ^acntrSge  und  Berichtigungen  finden  vHInleB,  wenn  nur  veiv 
■tiodige  Praotikor  erst  häufiger  von  der  Ausgleichung  Gebraiicli 
marht<*n.  Diese  Entartung  hat  sieh  jetzt  schon  dnfltirVh  vrnvtrk- 
licbt,  da»s  Herr  La  n  d  -  Messer  Toester  (dermalen  Ikm  drr  unter 
Leitung  des  Herrn  übri stl fentenant  Wiegrebe  vorgeheoileu 
topographiseben  V^ermessung  Kurhessens  aomtellt)  mir  kürzlich 
TMoi  wesentliche  Umstände  mitthellte,  weuoe  Id  mciosm  Bqcb» 
berichtigend  nachEutra«?ef>  «Wul. 

Herr  Co  est  er  ist  nämiich  beschäftigt  mein  grosses  Triaogel- 
S^slem  mit  kMnereii  Dreiscksn  Misnfilbo»  besorgt  dieses  GccUft 
mit  eben  so  viel  Eifer  als  InteUlgesi  «nter  dem  Gesichtspunkt»  dass 
atine  ÜMsrngm  und  RschmniM  nittilal  dtr  .  gteHbw^»» 


überall  Jen  Prüfsteio  ihrer  Hiehtigki^it  in  «Idi  tnnfftn,  und  hat  da- 
durch rine  (ielegenheit  zu  den  reichsten  Erfahrunt:<Mi  «her  die  Eiu- 
schaltuugs  - Methoden,  nelche  mir  bei  den  grossen  Dreiecken 
Dur  auHnahramreise  vo^ameH.  Hierauf  iieziehen  sich  denn  auch 
seine  .'^Tittlit  ilmigen.  Ich  kann  dieselben  nicht  besser  verdanken» 
als  indem  ich,  A'w  Krl^iubniss  ihres  ITrheboj«  benutzend,  das  We- 
sentliche davon  hier  »elbsfHtandii^  darstelle ,  und  dadurch  den 
Practikem,  welche  etn«L  ähnliche  Geschatte  betreiben  muchten, 
diese  nfltiiichen  'Nachtrjt^e  enipfehlend  belcanni  mache.  Biese  wer- 
dti^  «ich 'das  Einzelne  leicht  selbst  neiter  cntvriekein. 

Irh  «etze  dabei  aurh  hier  lauter  ebene  Figuren  roraus,  imtem 
jedeuialis  euie  ivorlautitf e  llechimng  cUe  etffa  sn  bcrfickaichtigcndcD 
sphXrtedieA  EaMebae Deferi  >-.si  \  ■  .  . 


Erster  Nachtrag. 

Fiir  s()l(}ie  Fjille,  wo  rni  einzelner  l*unkt  zwischen  meh- 
rere andere,  aU  absolut  iienau  betrachtete,  einzusrhaitn»  ist,  und 
bloss  an  ihm  selbst  Winkel  gemessen  sind,  und  \vu  also  we- 
nigstens vier  gute  Punkte  angeschnitten  sein  mfissen,  wenn  man 
überhaupt  ausgleichen  will,  rieth  ich  (S.d03.)  die  Bestimmung  der 
eegebeffen  Punkte  auf  rerhtwinklirhe  <  oord?tmten  zu  reduciren,  und 
oann  nach  der  Methode  der  yenuittelnden  lieobachtungeu  zu  ver* 
fahren,  wie  «ImMb  t9it  die  Pofthe«ot«ek«  *4>w^.^dtge- 
echrieben  zu  werden  pflegt.  ' Uieeer  Rath  ivi  ahet  nicht  allge* 
'mein  der  zweckmassigste. 

Kommen  unnilich  Fhlte  vor,  wo  man  zunächst  die  Distanzen 
des  einzuschaltenden  Punktes  von  den  gegebenen  sucht,  und  sind 
dann  überdies  alle  Winkel  and  Seiten  swischen  den  gegebenen 
Punkten  .schon  ft-rtip  berechnet  (wie  dies  z.  B.  in  Tiicinojii  crrossen 
{System  der  Fall  ist);  so  kann  mnn  ohne  ror  h  t\\  i  nkliche 
Cuordiuuten  bequemer  znm  Ziel  kommen ,  iutiem  man  die  Auf- 
gabe als  rine  bedingte  behandelt. 

Man  wird  auch  hier  zuerst  ans  den  Richtungen  auf '  drei 
(zwerkinfiss!«^  CewShIfe)  von  den  voriresjebenen  Punkten  den  Orien- 
tirungs- Winkel  einer  Visirlinie  gegen  eine  der  gegebenen  Verbin- 
dunMÜnicn  m  berechnen  haben,  und  zwar  aus  Urflnden ,  die  sofort 
erbel Leo  werden  .  in  s r 1 1 ; i r r  Hedinung. 

HieziT  wfirde  u  h  \  i)v^rh\:\2rn  ,  of^va  auf  folgende  Weise  zwei 
vorIiei;ende  Seiten  und  ihren  eingeschlossenen  \Vinke!  zu  benutzen. 
Bezeichnen  wir  den  einzuschaltenden  Punkt  mit  0,  die  drei  gesje- 

benea  mit  1;  2;  3;  und  suchen  die  Winkel  9^  ^ud  r^^^^^ 
aus  den  geviesseneD      md.^f^;  so  ist  die  Gkieliuig  .« 

•  T 

"  ■ 

t.B  9.8 
««•0  '  «Up 

erfüllen   Diese  giobt  aunächat 
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;      •  ".«1     ,     ;  •.        •     •  •       »  •  .     f. \  .  •     . *  I 

der  ÄMi-WliiM  #  IM  liMt  bctMliiief 

•  iMi««s  «hitff  MBtt«;  w»H  tiMch  der  VfmmMtttoQg' 

•    ^  1  11,:  »  Ii  »  I 

W  fi'+r-if,,..  .  ...  .-...»  r::. 

g^g^eii  ist,  eDtilich  -    .  •«    • ' 

...  .  •  ,  »  .!. 

and  somit  g  und  r. .  . 

Fieroer  wird  man  mto  die  Gl^dumg aufzumichen haben,  tvel- 


efcesvHsdieiideiiJhclilmigt-V^ibemiriiiigeo  ^0^;  Qq^u»«^ 
der  VerbcMeniDg  der  berechnete«  Rich^mig  g  bestellt.  De  mm 

(9)=  — ""^  (^^"  +  (2)       ****  erhUlt  man  diese  (Sieichirog 

und  zugleich  eine  Prilfung  für  die  vorige  Rechnung,  nenn  man,  , 
mit  Wenutzung  der  logarithmischen  Differenzen  ,  die  öleichung  (1) 
berechnet   ^  muMs  dann  notbnendig  der  lot/  0 . 2  auf  beiden  8ei-  ' 

tsD  flbeieinstimmeD»  was  zur  Prüfung  dient,  überdies  aber  mass 
er  einerseits! die  Correctionen  (ß)'^  Co^'C^^'  andcfciseitB  die 

CorrectioiieoQj);  mit  sich  fahren»  wodurdi  ,^€h  also 

die  Gleichung 

oder  durch  ^e^  leichte  Umgestaltung 

•tgkiht  Mm  hat  aMv  ••bald  denmSehst  (^);  (^)  (q)  bekaMf 

sM-^aueb  sehen  den-  deinitim  Werth  von  hff  O.S»  wenn  man 

Ilm  durch.  Substitution  zu  finden  vorzieht  '  '  , 

SVüren  nun  die  drei  Punkte  1,  2,  3  allein  angeschnitten,  und 
also  nicbtiS  aujizugleicheD,      würde  die  Mechnunff.  doch  eben  so- 
gemacht  weiden  läi Wn,  w^un  man  dimEidlwts  tm  MWMR  ivffwscbte, 
wekben  die  unvermeidfichen  Fehler  dei;  YiffiijUnisii  »ptdle  QiasA- 
flnuig  auHübten. 

iioiiett.BiMi  aber  weiter  die  übrigen.  ai^escJtnitteMik  Punitte 
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i  zur  AusgleicbtiDK  dirt  lliiifiiiite'beiratit  wnden,  so  giebt  je^w 
ton  ihnen  eine  fiedingungsgleichnn'j:  dritter  Klasse  in  der  für  Auf- 
findung der  definititen  Distanzen  bequenmien  Form ,  wenn  mao  eine 

'  weitere  Distanz  aus  zwei  Dreiecken  t^erecheet^  in  welchen  je  eine 

Distanz  zweiet  ge^beben  Punkte  vfvrkonimt   Die  WibIecI  dieaer 

Dreiecke  lassen  «ich  ii'iinrKli  durrh  die    norli  zu  vcrb(»sserndeii 

Htchtungen  der  ViMrliaieii ,  duu«  !j  die  gegebenen  (aln  absolut  genau 

betrachteten)  Winkel  zivbfcfaen  den  gegebenen  VerbinduugsTinieD 

tmd  dureb  q  (oder  r)  auidllickeii.  UcoiDadi  Imt  man  mit  HttU» 

der  Gleichung  (5)  jedesmal  eitie  BcdlikgvnigsgielcbaDig  swiaclieiK 

lauter  Richtungs  -  V'erbesseningen. 

Wäre  z.  B.  ein  Punkt  4  zwischen  2  und  3  und  jenseits  «ler^  LA- 

2  3  2  4  3 

tie        angeediaitten»  ao  hätte  van  entweder       und  A'^odef 

3  4      2  d  '      '  ' 
*  und   ^  oder  endlieb  beide  Paare  Ton  GiOMen  tu  benntien» 

um  r[ih\oder  (oi/  0.2  oder  loy  Ü.3  oder  loy  0.4  do|H)elt  auszu- 

«      •  •  • 

drückeiu   Man  hat  aJ«o  die  ,  Wahl  nwiachen  den  drei  eodUcb«^ 

GleichnDgen 

SM    0  «»0 

'     •  2.3  4.3 

,0«3-^    •  •      •  2«3    ^  1  4i?.4  •  4.3\ 

•  - "^^^^  "  0  3  +  0 


In  allen  drei  Fllkn  erhilt  man»  wenn  flIr  (r)=       aeb  Werth 

aus  (5)  eingeführt  wird,  eine  Bedingungsgleichung  von  der  Form 

0 = w » + « .  (  J)  M .  (o) + •  Co) + "  *  Co)* 

Sollte  aber  etwa  2.4  zuHillig  fehlen  und  t»tatt  dessen  1.4  bekannt 

sein,  so  beständen  drei  andere  endürhe  Glelchuageo  ZHT  AiiMvahl, 
die  auf  dieselbe  Bediogung8<{leichuij^  iührten. 

Man  wifd  «leo  ualer  den  vefeemedeiien  Wegen  sv  letalerer 
denjenigen  wShIen,  welcher  das  grOsstc  zu  geben  rersprlcht, 
oder  wenn  keiner  sich  hierin  fiber^ilegend  rortfaeilhaft  zeigt,  ^m, 
welche  die  bequeinete  Rechnung  darbietet  (vergl.  8.  SSd). 

Sind  mm  die  fi»3  lledingungsgleichirogen,  welche  bei  « 
gejfebenen  Punkten  sich  offenear  finden  mflssen,  auf  diese  Wekw 
aufgestellt,  so  wird  rndHrh  zu  don  Correlaten  -  («leichuni*en^ttnil 

Nefmai-ttMebttOgen  auf  die  bekaoete  Weiee  foi^eadifitteo. 
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l>ie  ohe#hiikliidÜiige  Prilfut)fr<^reühnun^  giebt  d<inn  die  defi 
oitiveB  Distanzen,   so  wie  auch  aus  4eni  aui»geglicheueu 
Winkel  di«  defioiti^ven  AsimntJi'«  4m  Punkte  in  jedem  g» 
gtkoiP-  >Ihmktt-  S^igm»  >■  - 


•»  ... 


Zweiter  Nachtrag. 


I  •  * ! 


Wenn  auf  eliiMl ,  einzuschalteaden  einzelnen  Punkte  kein« 

Winkel  ^  e  m  s  s  e  n  sind,  sondern  derselbe  bloss  von  mefa- 
rereo  eegeuenea  Punkten  aus  anireschn Ilten  ist,  deren  also, 
wenn  Ausgleichung  statt  finden  soQ,  Wenigstens  drei  sein  müssen; 
so  kann  es  allerdings  Torkommen,  dann  man  nur  die  Richtungen 
z^vischen  je  zwei  und  fi  der  ijrcrrbenrn  Punkte  benutzen  kann. 
Oiei^er  mü^iiebe  Fall  wird  aber  in  der  vvirklu  lien  Praxis  nur  höchst 
selten  vorkommen.  Vielmehr  wird  ni|in  hier  last  immer  ein  vpll  * 
fltlndie  gegebenes  System  snmGninde  zu  legen  und  mitÜdc* 
siebt  auf  gegebene  Richtungen  und  £f fiten verk&ltninnn 
desselben  auszugfeicheo  haben. 

Es  ist  in  dieser  Beziehung  also  .(zu  £1.  304.)  nachzutrasen,  dass 
nuui  hOchtenn  nqftaabmavrelnn  nith'mit  einer  noldien  Bewngunge- 
eleicbung  mid  begnägcn  dürfen  ^  als  welche  in  d^  Rechnungs- 
Beispiel  S.  '202.  vorkam ,  vielmehr  in  den  regelmässig  eintretenden 
Fällen  nach  derselben  Weise  einzuschalten  hat,  wie  ich  (Beiträge 
8.  173.)  den  Frauenberg  cwiediett  vier  Hauptpunkte  einschaltete. 

Vonnsgesetzt.also,  dass  eine  beliebige  Atohl  von  Punkten 
in  einem  vollständiiron  Svstom  von  Richtungen  ünd  Distanzen 
vorgegeben  und  nun  ein  einzelner  bloss  angescnnittener  Punkt  0 
mit  Ausgleichung  einzuschalten  sei;  kommt  es  zuerst  auf  A b  z ä  h- 
lung  der  Bedin^ngs^leichunge«  drittefr  Klasse  aar. 

Hier  findet  sirli  leicht,  dass  allgemein  Turn  gegebene  Punkte 
ff  —  2  unabhängige  Bedingungsgleichungen  bestehen  {wie  auch  bei- 
spieUwelse  Ausgi.  R.  6».  3(k>.  und  Beiträge  8. 173.  und  174.  vor- 
kommt). Denkt  man  'sich  nSmIich  in  dem  gegebenen  System  dieje 
Digen  Linien  geiogtn,  welche  zur  Bestimmung  desselben  durch 
lauter  Richtungen  ausreichen  ^mit  W*»^lriKsung  der  flberschftssijren), 
so  sind  deren  1^  —  3.  Hierzu  kommen  nun  die  n  Auschutt^ichtun- 
geo;  ske  hst  ntn  is  n.  9&  1177.)  zit  'seteen:  Isa3tt^3; 
p:=ii4*l«  «»dsriiiltalso  . 

Dasselbe  ersieht  sich,  wenn  man  die  Linienverbinduog  zivischen 
zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  als  Polygon  betrachtet ,  in 
welchem  alle  Seiten  und  Winkel  gemessen  sind.  Kommt  dann  der 
Pnnkt  0  mit  selDen  n  Anscbnikten  hinsn,  so  hat  man  In  m.  50 
(S.3SMk)  au  setzen  ^=2}i;  /ji=ii;  p=zn-^l;  t=0  und  erhält  also 
zusammen  n  Bedtngungsgleichungen,  von  welchen  aber  nach  der- 
selben Formel  (/()  =  n;  — n;  p  =  n;  t=0  gesetzt)  zwei  dem 
rebeoen  System  angehOrige  als  eiAlllt  Torausgesetzt  werden;  so 
fär  die  EinschaltiiBg  nur        übrig  hlelheiL 


5«««' 

dsss 


Tktil  VI.  ■  <  !• 
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>.<  Was  nao  die  AafsnciiitBg  und  Oarit«iloiig  betrifft,  so 
'tel  «•  Mieh  lii«r  vvieier  im  AllgeiiwlMa>«iit«rdin  «Mg«5  IteMmlii 

'«htqneitien,  tod  den  (als  absolutigjwAoifoiittgMMsbii^  D  i « ta'ä- 

zen  der  {jet^ebenen'PunKte  von  cinanrlor  n!f«?rTT!r(»hf»n,  nnn  flle  Loga- 
tithmen  der  DistaozeD  des  eiozuscbuitenden  Putiku  von  jeceo  zu 
0uc1ieD,  vm  deren  Diffemzen  fiir  die  BcdtogungsgleichiuiReD  zu 
benutzen,         dieses  im  BesondeKD  Air  drei  g^^lmie  Pmiirt» 

305.)  vorgeschrieben  ist. 

Wäre  also  z.  B.  der  Punkt  0  von  Iii!)!  gegebenen  Punkten  an- 
geschDittea,  so  hätte  man  etwa  die  drei  eudlichen  Gleichungen: 


i.a  •  s*4> 


.  .  8 


2.3    .  3.0 


3.4   .  0,3 


»Ii     ' » 


0.4 


11.4  .  4.d- 


5171 


3 


4.9 


»2» 


0.4 
5 


U  In' 


ro^arlthinisch  aiiiinifttlifeii/ipd:erUeIte  .'4jid^  <Q«  idni  Badli« 

Es  bedarf  keiner  Erinnerung,  dass  man  eben  so  gut  den  doppelt«!) 
AuiHlruck  von  0.2;  0.4;  0.1  oder  jeder  beli^bigeo  DreinMü  ^ 

Anschntttrtliriien  zum  Grunde  legen  könnte;  und  dass  sicli  die 
wähl  nach  den  bewussteo  practischeo  *^ffyiwiffihfat 


•   ■  t 
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Velier  dleTenrttnflaiiir  deri|uadrat-i 
wnneln  in  neiHlllehe  pei^odiiclie 

Kettettbrilelie. 


V«o  dem 

Hefin  Doetor  O.  IS^ekluipPcli^ 


t  -  j 


i 

Es  lisflf  rieh  Manotlleli  Jede^  QmdntvnvM  an^  Uoer  msI- 
üvea  ganxen  Zahl  in  einen  unendlichen  und  periodischen  Ketteo- 

bruch  auflnsrn ;  tüo  lilfrzn  nöthigcn  Opcrnfiorrrn  sind  leirlit  nu8 
etoem  einzeloen  Falle  zu  erseheu.  Um  z.  ß.  V  28  in  einen  Ketten- 
bruch zu  verwandeln,  bemerke  man  xuvurfierst,  dMS  V^^ü  ^uaq 
einem  Bmc|ie  atÜM  müsse,  und  setze  demnach 


fb%t: 


wem  man  Z|li|Br,  apil  Nenner  AH  VÜ-f  5  malfiiiliclrt  md.  im 
iNenner  den  Sais  (fTf^)^^*»/?«  anwendet   Da  mm 

Vwi=:5  plus  einem  Bruche  ist,  so  miias  der  Zähler  V  2H  |  5-::  lo 
phis  einem  Bmf;he,  fol^ich  dar  Quotisnt;=:3  plus  einem  soiclieo, 
900.   iiesbaii»  sei  ueiler    ^        •)  -    i  \ 


«»      •  » 


« 

woraus  folgt:  , 


Da  üer  Zliiler  hier  =9  plin  einem  Bmelie  ist,  so  aetaan  wir 


Digitized  by  Google 


m 

4' 


folgt: 


Der  fernere  Gaug  der  Rechnung  lai  jetatt;  .^  -  , 


■  * 


Hier  ist  aber  Xt^a:i,  folgjiich  wird  bei  weiterem  Verlauf  .r^-^;r,, 
fi—f99  B.     f.  io  Infi  SnbstitBireo  wir  jetet  von  allen  gefunden«i 

*  ^1  ;r-  Xm 

"       .      k?.=3+  j  ,   i4^10+>  ,     ir'=3+i.,  o.i.  f.  = 
jede  in  die  vorhergehende,  so  erhajteu  vrir- 

3  +  — 1  1 

10+-^, 

aliK>        in  Form  eines  niMmdllclieb  periodisch«!  Kettvnlmtche«, 

_  So  bekannt  nun  Dieses  ist,  so  wtnig  scheint  man  sich  ora  die 
EieenscfaaAen  der  einzelnen  periodisrh  voricommenden  INenner 
bekümmert  zu  hab|eD<  Eine  nur  Üüchtige  Untersuchung  dieHetf 
Gegenstandes ,  welche  ilBr  aoderweite  Zweck»  wJmmBttiea  wurde, 
gab  folgende  bemerkenswerthe  Resultate. 

1)  Iflt  die  Periode  sweigiiedr|g,  also  der  Kettenbrüch  von  der 
Form 

1 

•+ — \ 
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80  ist  b  eine  geiade  Zahl  und  d  eio  TheMer  tod  6,.ako  —  iraiu. 

n  ie  z.  B.  io         '       ,                        i  •         a  "  ' 

2)  Bei  einer  dielgnedrigen  Pcfiode  wie 

1  » 


1 1 


1. 

^1 


ist  ^=a«  c  gerade  uad^  zugleich 

ac  +  1 

\.  }  i*  ■  ;    ;  u .. 

eiee  ganze  Zahl.  De  hier  wegen  des  genuteo  e  derZiUer  immer 
ungerade  ist,  so  mus«  foJgUfJk «|  ii»i^ .gMlde  flein,  weil  eenst 
der  Nenner  gerade  wtfrdeu  i  , .  » 

Beispiele:         ^      4       .    .  !  ^  .  » 


1^41  =  6+— i-|  1^1613=40+-^ 

1  «+-4^ 


1  r 


 1 


^  l6t  die  Periode  viergliedrig,  also  der  Kettenbruch  von  der 
Foimt 

' '         -  I  'Ti^no  i'uh:    :  - '       •  '      -.'.1 '.  •  i\  . 


V  .  I  j:. 


mt  iet  ifssiij  Ikner    geiefli»  üiid  der  Aiuidhid( 

eiae  gan^  Zahl,  v%ie  2.  I>.  ht  dem  oben  entwickelten •  Keftiefl' 
Ittiehe  flir  VM  and  deo  felgendee: 


m 


ao+— i-i.  . ,  70+. 


4^  EüftMII  di«  Periode  OnrCUleder't  all»  teKMtenbnich 
unter  Fonn: 

1 


<+-  1 

•-I — - 


«o  ist  €  tlne  gmde  IM,  feroer: 

«lue  gaww  2Salil,  w  nas  s»  B.  aa  dco  KefteobrfdiMi: 


6+— 1_  10+  * 


1.+....  2+.. 


bcctStigt  finden  wird. 

Uolterhairpt  ist  in  jeder  Periode  dnr  Irtztr  Nennpr  das  Doppelte 
der  ganzen  in  der  gesuchten  Wurzel  Kteckenden  Zahl.  Fi1r  die  übri- 
gen Eigenschaften  aber  wollte  sich  auf  dem  Wege,  welchen  ich 
«iDOchlug,  kein  allgemeines  Cretets  entdecken  lassen. 

Das  Mitgetheilte  reicht  n  ohl  hin ,  um  za  zeigen ,  dans  hier 
noch  ein  weites  Feld  zur  Bearbeitunc  oflFen  liegt,  welches  Tieileicht 
auch  für  die  Theorie  4<M^  ^bi«Q  m^clfe  ^u^^^uto  gewöbran  köQotjte. 
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t  " 


freier  die  im  Torliergrebeiideil  JLufiiatzfr 
aufgestellten  Sätze. 

*  Voll 

Herrn  Richard  Müller,  . 


Die  Periode  eines  periodischen  Kettenhnichcs  .r  sei  n^liedrig^ 
q  sei  der  leiste«  p  der  vorletzte  Neoner  der  Periode«  so  das«' 

•    •  •        •  •     .  \  «     •     ,  v\  • 

I  .    i   .  V •     '   '  ' 


iL 


V  1  .*v  ...» 


,  ,  JDa  die  Perlodeozahl  iwcndlich  gross  ist»  so  wird  der  Werth 
Too  a:  fiiclit  geSndeH,  wemii  wjr  die  «rsle  Penode  ganf  \\:egljuii^ei) 
und  den  Ketteohnicli  erst  mit  der  zweiten  Periode  1l0gHVWR$ -i'M 
Ui  mithin  der  Theil  des  Kettenhruchs ,  der  oach  dem  ersten  q 
■oeh^(oJ|gt|  selbst  gleick  x,  uod  felglicli  '  iDintui  i-:.  ..  .,  i 

'  y    '  \       1         ^    ,  i   \      i  \  ^  . 

•  •  (i  \  :     •       •  :« 


•  *  •     .  '.■  q-l-Xm-  •  •  :  ' 

Aiif  diese  Weise  ist  es  uns  i^elunpien ,  den  anendlicfaen  Ketten- 
bruch ID  eine  endliche  Form  zu  iiringen,  i»  welcher  es  jUDs  alleii^ 
aOg^di  tnrd,  seine  Eigenschaften  zu  untersuchen.  ' 

fieieicliiifo  wir  tum  di«  cfaactaco  N&hentflgsbiBffte  des  K«tlea- 


m 

P  P 

bracbsd^  Reibe  nach  nit^^  yf,^f  so  wird  der  NUietuigsbnieb, 

der  tum  Nenner  p  geli8rt»^darcb  ^r^^uiiddeiiiiiegnhlirigediirdi 

V»— 1 

n 

^  III  iMteicliiieD  sein,  da-p  d«r  (it~^A>i«  und  q  der 

des  Kettenbrucbs  ist.  Nun  wissen  wir  aller  aus  der  Lehre  von  den 
KcttenbrüclieB,  ww  di«  «ioseiDen  IVäbenm?sl)riirhe  Tnitteli<t  der 
Partialiieoner  ao«  einander  berechnet  werden  küanen^  dass  uämlicb 

Dieser  Nibcrnn^btiieh  ~        ^  e^  ^i*  ^en  wabien  Werth 

«  des  Kettenbruch»  über,  wenn  wir  q-^-x  statt  q  setzen,  und 
es  ist  alse  , 

da  beksDtlicli         >Pi.^i  4^«-«  i<t   Wir  beben  auf  diese 

Weise  eine  quadratiscne  Gleichune  erbalten.  Soll  nnn  der  fmg- 
liche  KettenbriK'h  einem  Auadructe  von  der  Forin  —h4^^^,  wo 
H  und.  V  gauze  positive  Pallien  tiedeuten ,  jdeich  seia ,  so  luuss  der 
Coefficienl  von  x  gans und' geiräde sein,  weff  in  Jeder  ouadratigchen 
Gleichung  der  CoeflRcient  der  ersten  Potenz  von  x  gleich  der  Summe 
dsr  beiden  Wunelo»  also  bier  gleich  —2«  Ist  Das  CUied  ebne  ae 

ist  aller  inuner  gleich  dem  Fkodie(5le  heides  WwmIb«  alse  — 

_  Vit—  i 

=z{  —  U'^Yv)(—u  —  Yv)  =  u*^v,  also  eirte    jaranze  Zaiil.  E» 

mues  also  noch  q  "^"rg.- — S:=-L  ganz  und  gerade  sein.  Da  nun 

Qm        — P 

q  schon  ganz  ist,  so  muss  also  ancb   geos  sein; 

es   ist  aber   nothwendig    Q»^i      Qn-^^*  um   so  mehr 

<?«^l>Qb~8 -P*^t,md  es  kann  also  der  BndkSsLr^LZ^^^X 

Vn—i 

nicht  anders  ganz  werden ,  als  indem  der  Zähler  glei^li  Null  wird, 

also  Q„_2~P«— l=Ö  oder  Qn— 2  =  ^«-l«  Da  nun  aber  d^r 
Coefficient  von  a;  auch  gerade  sein  soll,  so  muss  q  gerade  seto. 
Wir  haben  also  die  drei  Haupteij$«uschurten  gefund^p: 
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1« 

*    muss  gaoz, 

lI.Ps.l={^a^8  und 
III.  9  gcnd«  sein. 

Eohvickelo  wir  die  ersten  Nfibeningsbrache  ftir  die  Nenner 
m,  b,  e,     ao  findeo  wir  deic  Reihe  nacli 

1         4  Arfl  hcdi^ft  +  d  '  ' 


Ee  muM  aW  flir  Kettenbrilche  mÜ  swei^iediifeD  Perioden  - 

n 

snnz,  h  gerade,  also  aucli  a  gerade  8ein;  für  droiijliedrige  Perio- 
den miiöö        j  ganz^  6=a  und  c  gerade  sein;  für  viergliedrige 

Perioden  ^^^^"t^"!"^  K&nz>  äc4-1  =  «6  +  1  oder  a— c  uud  d  iie- 
fi&c  -fa-fc  ^ 

rade  sein  u.  g.  w. 

i>a  nun  nach  den  Gesetzen  für  die  Kettenbrüche 

* 

und  da  wir  Qn—  2  ~  Pn—  \  gefunden  haben ,  80  mw&a 


gein :  es  mu'-js  also    die^jos   Kreiizproduct  2       <    1  immer 

um  die  iMolieit  gros.-;«er  oder  kleiner  sein  als  eine  Quadratzahl 


Da  Pn  und       relative  Primzahlen  sein  milwen  und 


Pn 


,  ao  missen  aath  Qn  und  ^«^i  fdatife  PfinnaUea  soIb; 

ISO  iiinsseti  Qn—i  und  Qn^^i  esseln,  da  C?«— ima 
Pa^l  priin  zu  sein  niuss. 


'HmII  TL  10* 
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AaflSsuns  der  Oleiehuns  ao^=M*  in 

reellen  Kahlen. 

Von 

Jlerrn  T.  WiUstein 

xn  Haimovw. 


L 

f'rifpr  flen  ilrei  cllrerten  Operationon  »h'r  AritFiinctik  zeichnrf 
s'ivU  tUiü  l'otenzireo  durch  die  .Ei^eiithümlichktfit  au»,  (Ia«.<(  man 
di«  beiden  cegebenen  Zahlen»  mit  deoeo  die  Operation  Tollzfigeti 
\v(>riI(Mi  soll,  naniHch  Basi»  und  Enionent,  nicht  allp^emeiii  vcr- 
tawsrlicn  darf,  ohne  zutilctch  dir  I'ofenz  zu  iindcrn.  liiesp  tVfr 
die  t;eneti»4che  Entn-ickehing  der  eiemcntaren  Arithmetik  8o  ich- 
tige  Tbatsache  fahrt  aber  xu  der  Frage ,  ob  sich  nicht  wenigt^tens 
isoiSrte  Zahlea|»aare  angeben  fegsen»  welefae  der  Giaicbnng 

SCS=z^^.,.,  (1.) 

4äMiig»  ItiateB,  und  «Mewt  ttu  dabei«  ifit  bilKg,  die  Adlöea; 

x  —  y.,.»  (2.) 

ativ' .  SCI  füfirt  si  lirui  ein  Durrhsuchrn  der  eisten  Zahlen  der  nattir* 
lidicu  Zaiileureihe  zu  dem  Resultate 

24=4«..,,  (3L) 

Ob  dieses  Resultat  «las  cin/iL'c  ist,  sei  es  das«  man  sich  auf 
positive  ganze  Zahlen  hesciirankeii  oder  dass  man  auch  negative 
Zahlen ,  JBrdche  nnd  Irrationalxahlen  ausiehen  wilf;  oder  wie, 
wenn  es  nicht  das  eln/l^e  Ist ,  man  allgemein  solche  Zahlenpaare 
angeben  kann,  welche  der  Gleichung  (1.)  genügen:  das  an  unter- 
isucheu  ist  hier  die  Absicht.  Zunächst  soll  von  po«itiven  Zahlen 
allein  die  Rede  «ein. 

An«  der  Gleicbuog  (1.)  folgt  munittelbar 

(4.) 

X  log 
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(leim  der  Wurth  von  ^-  n\uss  notlnvemlijf 

■r  X 

▼on  Eins  verschieden  soifi,  weil  die  Aiiflnsnni;  ('2.)  a««??e8ct»l«s!<on 
bleibt;  und  aiistienleni  wird  die  Aiigenioinhcit  nicht  beschrankt, 
wenn  man  unter  a  dti»  itositive.  ZaM  veiiitelit,  denn  dadurch 
nur  die  Be«timniunpf  eini^efflhrt,  es  «ofle  voo  den  beiden  poKitivetf 
ZahJeo  jf  und  jc  jene  die  gruasere  aeio.  Mao  «hat  abo  «ui  (4.) 

^  =  i  +  tt,worau8  w=a;(l-f-a); 


folgüch 


1  •    1+a.  [    ••••  (S») 

«==:(l+a)«*y=(I+a)-5-  \ 


Diese  beiden  Gleichungen  enüialten  die  vuliständige  Auflütfune, 
nntl  Itef  man  darhi  a  afle  Werth«  toq  as=0  bis  tt=^QD  durdir 
iitifon.  80  erli  üi  man  alle  positiren  reellen  W^he  TOti' d?  ttnd  gf , 
welche  der  Gleichung  (1.)  fJeniige  leisten. 

Für  a~0  reducireu  «ich  die  Werthe  von  x  und;/  nach  einein 

bekannten  Satze  beide  auf  die  Zahl  e= 2,718  /welcher  Fall 

aüthlD,  als  der  Gleicbimg  (2.)  anipabdrig,  ansgeaehioaseo  wer- 
den mus«. 

Für  jeden  andern  Werth  von  a  hat  man 

osd' 

Ferner  iat  fflr  a=GO 

Um(l0Äa?>«l3m*iÄÜ±^^  =1Ibi  T-J-V^  lima=l,  ^ 

ond 

Itai  ( log  « ) = Ilm  <^+«M<y(^-*-'»> = iijn  n  +  log(H-a)?=«, 

liui^=x . 

Folglich  liegen  alle  Werthe  von  .r,  vu'lclu'  in  den  Gleichungen 
(5.)  enthalten  sifid  .  zwIscIumi  I  und  r.  alle  Werthe  von  y  dagegen 
ziTtachen  e  und       oder  luil  uudern  Worten ,  jeder  Zuhl  >e  cor> 

10«  • 


IS* 

resporirürt  eine  andere  <^e  und  S  1,  die  mit  Uur  TeitllUldeD  eilM 
Auilüi^uug  der  Gleichung  (1.)  liefert. 

Eine  Folge  hieraus  ist,  dass  zu  keiner  Zahl  <1  und  >0  eioe 
correspondirendc  positive  Zahl  angegeben  werden  kami»  die  mit 
ihr  die  GJeicliuns;  (1.)  löst:  man  überzeugt  «Ich  davon  aber  auch 
leicht  unmittelbar,  denn  bedeuten  je  und  iy  zwei  Zahlen»- die  >1 
sind^  60  hat  die  Gleichung 

umnittelber  nir  Fe%e 

«elchee  absurd  iet,  wenn  as  und  y  TeiacUeden  tob  einander  aetn 
sollen. 

2. 

Soll  die  .VunnKTinq-  drr  lolrhunu-  ( ] .)  -.nd  rutionalf^  positive 
Wcrthe  von  j  und  ?/  beschränkt  bleiben,  js«.  \\ird  auch  die  Hülfs- 
2ahl  a,  ihrer  Definition  gemäss,  nur  raüpual  gewählt  werden 
dflrfen.  Es  sei  deshalb 

1)  ,  as=<-, 

n 

wo  m  und  n  von  Eins  verschieden  und  aus^^erdem  relative  Prin* 
zahlen  sein  mögen,  so  erhält  man  aas  (5.) 

^=QL±n.y,,  y^QLi^y^  (7., 

und  soiieu  diese  Werthe  rational  werden ,  so  müssen»  wenn  man 

i  1 

setzt,  p  und  q  ganze  Zahlen  sein.  Nimmt  man  femer  ^=:r» 
so  sina  mithin  9  und  r  an  die  Bedingung  gebunden: 

welcher  Gleichung  augenscheinlich  duteh  posiÜve  aanse  Werthe 
von  q  und  r  nicht  Genüge  geieiittet  werden  kann.  Die  Annahm«' 

Qt^~  liefert  mithin  keine  taäonalen  Werthe  von  x  und  «. 

n  ^ 

Es  sei  femer 

2)  a=i, 
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,=C=±i)-,  ,=CJ^)-' .... 


welche  Wertlie  uomlttelhf^r  rational  sind,  und  deshalb  AniSsoogeo 
der  g^ebeaeo  Aufgabe  enthalten.   Man  bat  z.  B. 


«=1,  2.    3;  4,...; 

9    64  6-25 
'  l'  27'  ^''"* 


27   250  31-25 


Mau  bemerkt  leicht,  dass  alle  dies«  Werthe  von  x  und  ^ 
awiidheD  -den  Zahlen  ^  vod  4  Ucgen.  ' 
Es  aei  aodlich 


und  damit  diese  Werthe  rational  uorflpn  .  niu^a  ( 1 -f  w )»»  eine 
ganze  Zahl  sein.    Aber  ^wischen  1  uiid  Cj  in  welchem  loter- 


valle  alle  Werthe  Ton  (14-^0'"  enthalten  sind,  liegt  mir  «die  ein- 
lig»  ganze  Zabi  2j  und  ihr  eotspricbt  der  Werth  »1=1«  folglich 


Fasst  man  dir  vnrsf-pTinnflen  Entwickelun^en  zusammen,  so 
findet  man,  dasg  in  der  Ihut  die  Gleichung  ('1.)  die  einzige  mög- 
liche Auflösung  von  (1.)  in  positiven  ganzen  Zahlen  enthält,  wSn- 
lend  der  Auflösungen  In  rationalen  Brüchen  beliebig  viele  mSgllch 
nnd,  die  durch  die  (Uleichungoii  (8.)  ^ej^ehen  werden. 

Nebenbei  kann  man  noch  )>emerkeu,  dass  die  Wertiio  in 
zugleich  die  Eigentichaft  haben,  dass  fiir  sie  auch  die  Putenz 
aa  oder      fatlonal  anaflUlt,  weichen  flir  alle  andern  ana  (8.)  ge- ' 
logenen' werthe  Ton  x  und  jf  nicht  der  Fall  int 


Um  jetzt  die  Auflösnng  der  Gleichung  (1.)  auch  auf  negative 

Werthe  der  Unl^ekannten  auszude?inf»n  ,*  darf  zunächst  die  Bemer- 
kung nicht  fiberseben  werden,  das»  man  mit  einer  l'otenz  einer 


3)  a^m 

md  m  cfaie  beliebige  gane  2ahl»  ao  wird 

dr=(l+m>i,  y=:(l+i»)^..,.  Ol.) 


1 


m 

negativen  Zaiil  rinr  dann  eine  liestimmte  Be<l<»ti<nttw  verbifwieii 
kann,  nenn  (!rr  Exponent  rational  ist,  wahrend  bei  trraüoualeia 
Exponenten  Vorzeichen  <ler  Potenz  durchaus  ttobeatioimliar 
bleibt  Au9  diesem  Grunde  wird  hier,  wo  «0  sich  um.  die  Gleich- 
heit solcher  PoteiizeD  kmdelts  w  tob  ratiöiialcD  Zahlen  die 
Kedc  sein  können. 

£8  «ei  imo  zuecst  die  Ciieichui^  •  <• 

zu  lösen,  wo  j:  und  if  positiv  «»ein  sollen,  so  hat  man  daraus  so«* 
gleich 

(-.T)5=:(-y)', 

welche  Gleichung  in  die  beiden 

 «rtn  ^*  und  (-l)fs=(-l)» 

zerfallt.  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wird  ab^r  nur  durch 
die  in  (8.)  gegebenen  rationalen  Werthe  von  x  und  y  aufgelöst , 
uod  da  dieselSen  Werthe  auch  der  sweiten  Gleiduuig  Genüge 
leisten,  so  enthalten  sie  mithin,  wenn  man  ihnen  das  Minuszelihen 
vorsetzt .  die  vollständige  Aitflüeuoig  der  GieichiiDg  (1.)  ia  oegaUveo 
rationalen  Zahlen. 

Ea  sei  iweitens  die  CSeichuag 

(-ar)»=y-'....  (11.) 

gegeben,  tvo  wiederum  x  und  y  positive  Zahlen  bedeuten,  80  l)o 
merke  man,  dass  hier  nicht  x^y  sein  FrrrHT  ist  zur  Reall- 

aköng  dieaer  Giaichung  Qo(hwe«Uig  und  biuretubend«  dan«  « 

a:f  sy-'«  and  (^1)»  — 1 
sei.  Aua  der  ersten  dieser  Gi<ucbuugeu  zieht  mau  sogleich 

X  \io%x* 

«ad  aetat  man  ^—t*»  |>oaitiv  imd  yon  Eins  vtrschieden 

X 

sein  miisSj  80  hat  man 
iolgbcb 

_     1  M 

Sollen  nun  ar  nnd  //  rational  werden,  so  muss  auch  ^  rational 
«ein.   Man  setze  deshalb 

n 

wo  nt^  «ad  n  gaaze  Zahlen  sindy  jedocii  weder  gleicbacitig  s^l 
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\f  noch  •loeii  von  Eins  verBchiedenen  gemeiniichaftlichcn  Divi- 
sor besitzen  8o!len.  IM»  Werihe  (12.)  venniiHleln  üleb  dwIiNcb 
in  folgende: 


und  damit  die^e  lutiooal  werden ,  uiu^^en 

eauxe  Zahlen  m^'m.  nun  m>i<  (die  Annahiuo  »>/»  ändert 
merao  nicht»  Wesentliche« ,  weif  diircli  eine  Vertai»chtini;  Ton  tu 
und  n  zugleich  x  und  y  verinustht  trerden),  und  fol^licK  /»>9« 
und  setzt  man  |»^y=r>  so  sind  q  nnd  r  «n  die  Gleichung  ge* 
bimden :  - 

1    •   «  ' 

welche  Cileichnng  tiiirch  Iv'mo  posittve  ganz«'  /alilen  für  */  und  r 
aufsrehTst  uerden  kaim.  ^lithiii  ijst  die  (ileiehiin^  (II.)  in  rationalen 
Zahlen  nicht  IwshaT,  oder  die  Gleichung;  (1.)  ist  nicht  Mshar  durch, 
solche  Paare  rationaler  Zahlen,  von  denen  di«  eine  ]>o.><itiv,  die 
andere  Tie<jativ  Ist.  n<>«l:niri<r  kann  fnau  aus  dieser  Eutwickelung 
noch  t»chiieä>(!>eu ,  dans  die  ixleichujig 

«  • 

nur  die  eine  Auflnsunj^  x—y^^^l  in  positiven  ratioualen  Zahlen 

4. 

Durch  geometrische  Hcfrarlituniien  kann  man  sich  auf  mehr 
als  eine  Art  die  vorstehenden  Ri-snltate  zur  \  ernn^f  haulithnnfj 
bringen.  Nur  kann  dabei  keine  Untere*cheidung  der  rationalen  von 
den  inationalen  Werthen  stattfinden,  aus  welchem  Grande  hier 
anch  negative  Werthe  unberficksichtigt  bleiben  müssen. 

Es  sei  ein  \V4>rth  y~n  i;effehen ,  und  inan  sucht  den  myr- 
bürigen  Werth  von  a'  aui$  der  Gleichung 

ar«^  «*.•..  (13.) 

< 

Mau  hetruchte 

2=a;«  und  j' =«»..,.  (14.) 

als  Ordinaten  zweier  Curvon  für  einerlei  Ähscisse  .r,  80  \U'rden 
die  DnrcbschnittsjMinkte  dieser  Curven,  in  denen  s=:'  ist»  die  Avkt- 
lOsun^en  der  Gleiehiini;  (1-^.)  enthalten. 

Es  sei  nun  zuerst  <i<,l ,  so  i^t  iiir  .^=0 


160 


dagiegeo  für  12;= x  uirü  iim  -^i^ lulgiich 

mithin  mflgseii  sich  die  hetden  Curven  in  einvr  nngeradeo  An- 
zahl von  Punktpn,  also  wenigstens  einmal  schneiden.  Dieses  ge- 
schieht aber  augensrhniiilich  in  dmi  Punkte  x=a,  und  da  die 
(  urveo  vor  diesem  Ptmkte  einander  ihre  convexen  Seiten .  nach 
demselben  aber  ihre  (oiuaveu  Seiten  zuwenden  (wie  man  leicht 
aiis  der  Entwickelung  des  zweiten  Dlfferentialquotienten  findet) ,  so 
kSnnen  sie  keinen  zweiten  Punkt  mit  einander  gemein  haben. 

Es  sei  ferner  a~l,  so  werden  beide  Curven  in  gerade  Linien 
ubergehen,  die  gleichfalls  einen  Durchschnittspunkt  haben ,  näni- 
Uch  nlr 

Es  sei  endlich  a>l,  so  ist  filr  ^=0 
ind  filr  :r=:QO  wird  iim^^Q,  felgÜcli 

mithin  muss  die  Anzahl  der  Durchschnittspiinkte,  wenn  es  deren 
gie^t,  gerade  sein.  Nun  aber  haben  beide  Curven  wieder  den 
Ptankt  ;r=a  mit  einander  gemein,  und  aus  der  Betracbtung  der 
Differentjali|aotienten 

gebt  hervor ,  dass  beide  sich  nur  dann  fär  a;  =  a  auf  einerlei  Werth 
reduciren,  wenn  log  n  — 1  oder  a  =  e  ist  Folsrlich  wird  der  Punkt 
x=a  ein  Berührungspunkt  werden,  wenn  a~e  ist,  dagegen  ein 
Durchschnittspunkt,  wenn  a  von  e  verschieden  ist,  mitnin  moss 
es  im  letzten  Talle  noch  einen  zweiten  DurclischnittBpunkt  geben; 
und  zwar,  weil  fär  j;=a  ' 

dz  tl^ 

wenn  log  a<^l  also  a<<7,  dagegen 

wenn  a>e  wird,  so  moss  fttr  a<e  der  zweite  Dnrchsiebirttts- 
punkt  einer  Abscisse  x^a,  und  fttr  a>e  detselbe  einer  Abscisse 

entsprechen. 

Fügt  man  diesem  letzten  Hesultnte  nun  noch  hinzu,  dass 
wegen  der  Symmetrie  der  («leichung  (13.)  In  Be^ug  auf  .r  und  a 
auch  för  «r<6,  a*>j'  und  für  :r>e,  a<^a:  sein  muss",  so  fnis^t. 
dass  der  zweite  Dur»  hst  hnitfspunkt  der  Curven  für  rjr<r  eiTu  r 
Abscisse  a^'^e,  und  lür  a>€  einer  Abscisse  ;r<e  entsprechen 
wird- 
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AuH  diesen  Enl^siickelfingea  wird  man  schtfesaen  ,  dos«  die 
beideo  (  urven  (LI.)  immer  «inen  DurchsrhnittHpunkt  benitzeD,  dec 
2.U  dec  Al»«€UMie  ^  -^u  gehArt;  d^^  ^ie  aWr  uur  duun  einen  zweit 
ten  Durcbseluiittspiuikt,  dessen  Abscisse  tod  a  ▼«rschiedeu  ist. 
he>itz<'n  wprrlrn  ,  wenn  a  zwischen  1  und  e,  oder  zwischen  e  und 
»lieut,  iitni  zwar  \vird  im  ersten  Falle  die>?e  Abscisse  zwischen 
e  sc,  im  zweiten  Falle  zwischem  i  und  e  Hegen:  -flberein- 
fÜnoMiMl  mt    L      •  '      "1'  .  -    .  ' 


■  < 


Eine  andere  g«0tlfi4ÄiMA» '0ar9tellQng  der  in  Rede  stehenden 

Aiif^be  «rglebt  sieh«  weno  man  die  Crleichmig  (1.)  ia  die  Fonn 

hriuet  '    '  '    ,         ,  I 

)  ,      •  •    •  .  I  '  . 

II 

j-*=^.,..  (15.). 
Man  eeClMl'   - '   ■  .  •  * '  - 

and  betrachte  diese  Gleichung  als  Criefcbung  einer  Ciirve,  deren 
Abscissen  ar  und  deren  Ordinaten  ti  alod.  Der  DHFeiüfrntiklqiidtieHl 
detselbeo 

*  -■ 

wird  in  dem  Intervalle  von  x  =  0  bis  ;r  =  ac  einmal  Null,  nfimlich 
Air  4?=e>  wobei  er  ans  dem  Powittven  ins  Megative  fibergeht; 
fe^ch  wichst  u  von  ;r=:0  bis  jt^e,  ^pd  nimmt  ab  Ton  x^e 
Üa  ar:=soe>iuid  hat  ein  Maximmn  ' 

ii=e«  ßir.ar=e. 

Ferner  ist  lim  «  =  0  fiir  jt—Q  und  lim  «  =  1  fBr  ar=oo,  mit-, 
hin  wfederliulen  sich  nach  dem  Ma:dmum,  nlmlich  von  x=e  bis 
jf=x,  alle  die  Ordinaton  \\ieder,  welche  vor  dem  Maximum  von 
x-^l  bis  x—e  dage^ve^n  «ind ,  dag^eijen  diojenisen  Ordinaten, 
uelche  *kn  Abacissfsi^  von  o.— 0  ))is  i  ent.spreclien,  ivomuieii 
in  der  Ciirve  .lior  einmal  vor. 

Betrachtet  man  nun  x  aU  Unbekannte  In  der  Gleichung  (tß)» 
«o  eigibt  sich  zunachat»  dasa  die  .AuMü^uog.  nur  mpgUcb  9ß%„W, 

Werthe  von  tt  zwischen  u=:0-nnd  m=<?«.    Dabei  hat  PBr  all^ 

Werths  von  w,  welche  zwischen  «=:0  und  «  =  1  Üeijen  ,  die  Glei^' 
chung  nur  eine  Wurzel,  und  dieKe  liegt  gleichfalls  zwischen  0  und  l; 

deiglfefliail  £ilr  «»a«.  anr  eine  .Wwaal^ab*  .  fitasegan»  fiir.  aller 

Wartha  ..tson  u  zwischen  und  ai=re«  healteC  d&e  ifileicbfinfi^^ 

zwei  von  einäader.  verschiedene  Wurzeln,  von  deneti  die  eine 
zwb-nheri  1  und  r ,  die  andere  zwischen  c  und  oo.  lie^*,  und  bieiuit 
»ittd  in  lier  Tlmt  wiuderum  die  Kj-geboiäse  des  §^  1*  zum  VorscIuBin« 

TJuü  VI.        .  »         '  11 


£ff»feomm#n,  da  offenbar  ilie  AiiHosnng  der  Gleichwnir  (16.)  iilMtisch 
iat  mit  il«r  A^lMiiejHiiiff  -4ei§rai|i^en  zu6aminengehör||;efi  Weitbe 
VW«»  Wl      tM^lm^W^ikttn^  (15.)  oder  (1.)  GeDii|M.  JililM« 


Was  mm  endlich  di«  AsTsabe  b«trift,  zu  einem  gc 
Werthe  der  Gleichung  (1.)  den  zu ije hörigen  Werth  von  a  zu 

üoden,  »o  gelangt  man  dazu  durch  Aoflusung  der  Gleichung  (Id.) 

fSr  X,  indem  man  u==v9  als  bekannt  ansehen  hann.  MaD  indat 

„  .  •  «  ■  ■  -  •  ■  ■  -    ■  . 

Dividirt  man  den  «tp«  durch  dm      — I^icn  Coefficientcn ,  um 
die  CoDTeigeDz  der  Reihe  urtheilen  xu  KüDneo,  s«  hat  man 


,1  'f.  • 

•  « 


«wl  da  für  ,9:7;09   .  . 
so  conTergirt  mithtii  die  gegebene  licilie  iür  alle  Wertbe  too 


1     4  «     *  P 


log  ii=x-^- aml  t<^«=±-' 
•der  fiir  all»  WerChe  von  if  «nrtachea 

und  da  Atr  die  vorliegende  Aufgabe  u  nur  zwischen  u  =^1  uod 
I 

u~e^  fallen  kann,  srr  eonvergirt  die  Reihe  in  (Trr  Tha(  in  kllen 

▼orkotntnenden  Fällen.    Aber  »ie  liefert  von  den  beiden  Wurzeln, 

wekhedie  Gleichung  (16.)  in  dem  gegemvSrtigenr  fUl^  hesltkt;  mir 

eine,  nMmlich  die  kleiner«»,  rrie  liian  daraus  ersieht,  dads  die 

Summe  der  Reihe  zugleich  mit  u  gegen  1  conrcr^irf ,  und  sie 
l^i—^^  1^-    A.r^-K-.    r,..  _F_J  ..     ..  . 

den 


sie  sind,  schienen  mir  der  Beachtung  nicht  unwerth  tu  spIm,  theils 
weil  die  erörterte  Frage  an  sieh  von  Intere»se  ist,  tbeik  «her 

auch,  weil  dadurch  der  Werth  (1  f  a)"  und  seine  Grflnzc,  die 
Zahl  e,  in  einen  so  nahen  and  ionigen  Zusammenhang  mit  der 
elementaren  Theorie  der  Potenzen  treten,  dass  ihrer  schon  axd 
•iaer  viel  friiwro  Uotmidilsatdb^  ib  «•  gnvdhalid»  dir  Fall  M, 
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Erwähnung  ^(eaeheheii  kanii.  Dieae  ietitere  UemerkimK  soll  hünpf* 
sSchlich  Pädagogen  set>agt  sein .  für  welrhc  ich  Hokl  nicht  hin- 
znmfiigeo  brauche >  oms  für  die  Stufe,  weiche  ich  andeutete,  eine 
viel  mehr  dMMiitm  Daratollwig  4m  GegeosiMidM  oSthlg  «eis 
wM,  «U  ich  Uflr  gagdmi  hab«. 


AttMus  a«u»  einem  Briefe 

Heim  Professor  Sieichen 

m  in  tatUm  ailMM  Belgt^ue  «■  MMal 

•  •  <ee 

Ueraosgeber. 


T«2  riiQQMnir  de  tinui  comiminiqua*  ^luelqnes  obacmti^NiK« 

coDcemant  certalns  imssapes  da  la  theorie  analytique  du  fiysäqie 
da  monde  parMr.  de  Pontecoulant.  Je  ne  snurais  adniettre  la  compa- 
imisoD  que  Toq  etablit  babituellement  entre  le  mouvement  aur  yo  arc 
ciliptiaae  Je  jnooveiiieiit  iMhtle  qul  eeeUle  flndtimient  de 
pan  et  d'antre  d*aD  centre  fixe  qui  attire  avec  «ne  Energie  iover- 
eement  proportifranefie  ae  quarre  de  la  distanoe,  et  j'adrnettrai 
encore  moins  les  concluaiona  que  les  anteiirs  en  d^duiaent  par  le 
moyen  du  beau  thöoreme  d*£uler  et  de  Lambert  qui  fait  connaitre 
la  oottfo  de  mouvement  en  fefection  de  la  corde  et  des  rayons  veO" 
.  teurs  extremes  (voir  l'onvrage  rite.  p.  277.  et  p.  291.  (b).).  Pour 
iustifier  mon  opinion,  je  resoiidrai  directement  la  «juestion  suivante: 
Un  cerp^ouun  s  im  nie  point  n^ateriel  d  ab  or  d  au  re- 

ßofl  ▼ieat  1^  Aire  attird  par  un  centre  fixe  de  mmaae  /f. 
in  demaode  d*examiner  le«  circonataacea  du  moi|T.e- 
meot  dans  Tb  ypothese  que  cette  massc  laisse  au 
mobile  un  libre  passage  et  que  i'attractioo  ßo{i  ep 
raison  ipver«e  du  quarrt  des  distances.  '  "  .' 

Solution.  Seit  k**  l'acceieration  de  ruDit^  demassei  VmAtS 
de  distaiice;  itiif*  exprimera  donc  raccelemtion  du  centre  donne  C 
k  Vunitö  de  ulstance.  Consid^rons  le  mouvement  pendant  l'iuAtant 
«U,  (fix  auccede  au  temps  t  deja  «ecoule  depui«  le  point  de  d^part 
A  da  inobtle  qui  est  parram  aprte  t  en  iin|MiintiVinlaii|ddiBiae 
entre  J  et  C  $ttpoaant  MC^x,  MA^:ßt.ÄC^Rit  bn  c)»tient 
r^qoationt.diffdr.  aeoonde: 

11* 


ISi  l'oD  determine  la  coustaotc  d'apres  la  coodition  de  —^=0»  et 
de  2=Ri,  U  vieudra: 

*  A' 

Od  pKnd  daa«  cette  ^qaaUoo  ^  avec  1»  sigoe  fMraqne  Ics 
^toents  Iii,  dir  fMräi-Wtm^Miri^  rift.v4».Ciblr»;  ai  1'ob 

po&e  en€ore  pour  simpUfier     ^ —      i^^uatioo  trouvee  devient: 

I 

Si  Ton  inff^irrr  rt  qiie  Tai)  DQiiHII*  la  lepiiataota  amea^  par 
cette  op^ratiou,  ou  obtieot: 

i/ .  <  =  c'  +  VÄi  j  -  s  i  +     .  arc  ( taog  =  Y^^rQ' 

'fff 'Ctotnmp  cn  ronintanf  le  tenips  dt'S  1*lnstant  du  d^pari  Al'il  oo 
'döft  avoir  i  ia  foi«  tr^zQ,  x-». ,  II  vleot  c's=0  et 

ri  -,  :i  J>e  Ii  OD  cüudut  (acilenieot  puur  la  duree  du  jn^ouvemeot  de 
'ühAlf  d» -iJ  jttsqu'ca  C  la  «afewi       •     .  .  »  ^  «  .  .  r,. 


■ '•  ■  Dans  des  cas  d'attrarfion  analogues  a  celui  quo  Ton  exaroine 
1et"de  cserCalns  auteurs  utit  conclu  oue  le  nobile  ne  saurait  jamaia 
de.'^cendre  au  dossous  du  <  rntro  C,  yiarccque  alury  le?  quantit^s 
'Ä,,  2  devenant  negatives .  IV\pre.<siofi  do  ta  vftesse  au  destJons  du 
ceotre,  dono^e  par  Täquation  ('^,  devenait  «»eion  eux  imaginalre. 
Mr.  de  Ponttfcoobot  a  adnds  aree  raison  ini*U  doit  y  av<^  rnomr«- 
tnent  oadllatlKire  inl  de  part  et  d'autre  du  contre  d*attTact{on  ;  ^ 
effet  non  seiilement  les  quantit^s  R.etz  doivont  changer  de  »iene 
[SM  dessous  de  C;  mats  U  faut  affuter  du  tneme  changement  la 
force  X:'*/t,  puiscpie  dans  !e  caa  contraire  on  Kuppaserait  avec 
.En^^tt  d'autreSy  ettoann  s*en  appercevölr  au'an  desüous  Cla  Force 
attractive  devii'nnp  repnlsive.  Or  en  fitsani  ce  clianuchient  complet 
de  Kigoes«  la  Ibmiule  (2)  ret»te  ce  qu  elle  est,  et  eile  (1()iin(>ra  pour 

—  -^^,11116  valew  tM»  daiM  laB  et-raulK  caa.  Maia  rcmnr 
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les  notatlons  ordmairrs  ort  prenil  ptrnr  imlte  la  »jnantttp  (jnp  nnn« 
nommon»  /.'  -  ;  re  (pii  r«vient  eii  quelque  »orte  a  effiicer  la  trin-p 
il  uue  quantite  uui  düit  chaiigerd«  «igne«  Au  te^^e  eeüe  oljburvatiua, 
^         pärt  4  hgatillii  ma— >  mos  '^rmtitMeUtMcnt 


Botf^  Systeme  de  notaHons  dans  le  mouvemeiit  elliptique  divs  pla- 
nete«  .  n  ete  dpjn  prp99pt4kB  «oiist  «tm»  forme  diffemitfr^r  ^  AIptt»*- 
bert  dans  ises  0[)U^<cuie8.  IVIais  celui-ci  n*a  paü  resolu  tuutes  Ich 
d^cultes  de  la^queslipQD,  et  noa«  Dons  proposons  d*y  reveair  plus 
tard  «<  d*  4iB  ^eUireir  le  plus  qu^  poi<«fl^le.  PmT'IhNiI  iMMttr 
tout  enif>arrns  nnminona  z  la  (üstnnre  du  niohilo  nv  yiomt  f,  quaud 
U  sVii  «karte  en  HesKous:  od  M\r,\  donc  en  obotenratit  qa»  ong- 
mcBte  avec  JL«  lci»p»,  ijt  ^lor  i«ijua|MMi      :    i  . ;      •    ..  , 

•  •^'^u-  Sf^t^^u.M^  ....  m. 

CeUeroi  doMMj^  «Iodc  par  l,iiitegnili*D,  eo  nfltnmqpt^  e'  la  coo-. 

Or  pour  Unstäbt  du  pa;«8age  par  le  Ofntre  les  ^quatSonis*  '(^^'  A^) 
doHfr^t  siibfli^i^r       CoU:  Wiff  |4on  Qiiix!«pOv«^0,,f  7^;^:=^; 

'  'J;.  ..i^rtant^  //.r^c'-Ä4.arc(tang=j:»j=c'-:J.Äj/^^^ 

Sabstttaont  dafi9..€«tt«<dimiibe  Ja  valeur  dm  r  .f^rpi^,^ Xifß^W 
(3),  Off  pbtteot  c'=«.  A|,  devieodhi  par  mibatitutioo : 


Alu»!  il  est  demontr^  1)  que  le  jnoblU  o«cil|e,4f9  pari  et  d  auiie 
dn  rentre  et  que  ses  excarsion»  extremes  de  Ve  point  snnt  en^ales 
entr'elles ;  2)  que  la  dur^  t'  d'une  oscillatioo  eutiere  quoo 
dtduit  de  {Bj  en  poaaot  z'=:l2i  a  la  Taleur: 

qu  eile  vaut  par  constfquent  le  dottble  de  1;^  duree  de  chdte  de  A 
Ter»  Cf  partant  quo      dur^s  den  dcml-ovcUlatioo»  asceodaDtes 

et  descendantos  sont  isochrancs. 

Ijps  resultats  pr^cedents  Hant  iine  foi»  trouves  .  noij«;  sonimos 
eo  etat  d'appr^er  le  plu«  ou  ie  luoina  de  Talidke  des  assertions 

plannte  apres  avolr  attenit  Textr^mitd  difv|(ruid  axe  rovient  .an 

|M>int  d'oii  ollo  e'tnlt  partie:  qne  dans  !p  innuvement  rprtili«:no  nii 
conlraire  le  Corps  p^rveou  au  loyer  d  altraction  i>ö*jse  au  doli4  et 
ou'il  s'eo  ^carte  k  noe  distaiioe  ^gale  k  celle  dont  il  est  d  abord 


n^te  quri  se  retrouve  au  meme  poinf      «le^iart  avec  eile**.  r<»tte 
demiere  prono«ition  est  inoxarte;  rar  od  Kupposant  a  iWbite  de  lia 
piaoete  un  aemi-graml  axe  a,  et  uae  exceiitrleite.  e,  et  faisaat 
ftfUr  4  b  foto  la  pbaMA  «t  J0  iMbile  4n  pMbtflte,  b  1«« 
n  ▼itane  praprat      l'aiitte  «m  mie  iritune  linlle;  kLpMie  y 


2 


I 


Mvieodra  par      gu'om  «ait  aprt^s  ua  tempa  taodiaqiie  ie 

.  «  ■■  Att 

J«r^ta«4ra  «MenMnt  kidw^  «ledcnzreToltttioDs  de  la  plannte  daos 

le  caa  particulier  ou  Too  anrait  (1— e*)'=2,  eqtiatton  absurde  pour  tou» 
Im  cm  imaginablM  du  nooFcnicnt  elliptique ;  mais  ia  plaB^t»  «t  le 
mobile  se  retrouveront  au  m^ine  poitit  de  d^part  comnuo  aprös  une 
revolution  et  une  double  oacillation  dans  le  cas  barticulier  de  e—O, 
caralors  les  dur^ea  demouvemeiit  deTieoneot  egales.  Od  uecbappera 

Kinos  objMlhM  m  p0Maldallt^q4l'H.lkut  frire  fwtir  le  mobile 
w  diatanee  8«  du  eentre;  ctr  «Ion  la  dur^  d'mie  doubl« 


double  oeälk 

latioD  du  njfobile  sera  tnc.  ^'^^^2^^  tandiaque  Celle d'une  double  r^vo« 

Itttion  dela  plannte  reste  -JL  Ü  ailleura  les  i^obUeaaiinüeDt  dana 

Ar'r  fn  '  '  ' 

te  cas  des  points  de  d^part  et  de  retour  diffi^rents.  En  faisant 
partir  Ie  mobile  dune  distanro'}*?  I'ntiteor  cite  (p.294.)  prend  ja  dur^ 
da  chüte  aur  2a  ou  de  J  vera  C  legale  i  xaVaik^J^»  taodisque 

la  imide  ($)  donae        oefte  dw^e  lä  valem'  ^  '^^^^ 


■  2  ife'I^M 

k'V^T^-  Mai  s  ptn.^qnc  ces  concliuions  soot  inexacten,  tl 
iinporte  d'assigner  la  source  premii^e  d'bü  elles  d^milent.  (>r  en 
cooaideraat  avec  Tauteur  la  chüte  rectiligne  d  uo  Corps  attire  par 
le  centre  fixe  et  pactaiit  d'ane  duteace  Sa.  00  tieii?«  aelon  hd  qve 
la  durfte  du  roouVemenf  sur  an  MDoce  ('^s  est  envtmjSe*  per  U 
fomiile  (p. 

daM  laqaidle  on  &it  pour  abr^r: 

•     .  .•«><■• 

«::-^  =  cia«',';  tZ5=cMV'  ' 
a  a  ■  ' 

'  .  II  Doua  reste  doac  a  verifier  ai  en  effet  cette  formule  est 
idaatiqae'li  calle  quo  |»eut  fourair  notrc  ^qaalioa  {Ä)  ou  (jB).  DaM 

(il)  fiusoM  d*abotd  1"".*  =<Mg«q>y  m  qoi  donae  «sJK,  cm  V 
;=:^2a.co«*<p,  et  ß,  2--r*  =  4a*  »in 'q>,  partant:  • 

-  •  |f.4ss2«waitt^0Mq>4-2a.9SBa(29-f  s'Ni2ip). 
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«t«rit  f  le  iemiw  qoe  le  uiobUe  eiuploie  a  decrire  2a-f~Zi;  ob 


*  parfaMit:  iV^I' 0(29' sin *V-rwn 29)« 
i«  cn  ranettant  fNMir  IT  s»  valeart 


Or  iama!!?  rrtto  formule  ne  sanrait  ^tre  identifi^  dans  le  sens  de 
lauteur  ä  la  formuie  (C),  qui  donoe  la  dur^e  du  moolrenient  sur  ud 
are  «Uiptique  par  la  ^rde  et  lea  rayona  veetmini  ezMmca:  1)  par- 
ccqse  jirrationnel  entre  daos  le  second  mcBibre  de  (/>);  et  2) 
parceqoe  Ip«  sinus  ein 29',  sin '29  ont  den  siijnes  rontrntres  h.  ceux 
des  quantites  »ins',,  8in  de  la  lurmule  (C)  de  Lambert;  ainHi  la 
(onuuJe  (C)  applicable  a  Tetakiatioo  de  la  dur^e  da  mouveiaeat 
aar  farc  d'elnpse  n'eat  paa  exacte  pour  jeprcsenter  "^la  duiik  da 
inouvrmpnt  rediflüno  strr  nne  etendiTP  r  -r,  ,  <  \";t  ce  qn'oD  peilt 
aaaai.dimootiec  plaa  lUractemieat.,  J^oaoaa  «a  efftt  iK>»r-ilASx2a: 


a 

la  formule  (A)  deviendra: 


.  ir«:=a-aiD«+2aQ-0, 

Or  daos  cette  nour^le  tranafdhnation  les  8Bfi:Ie8  e ,  e'  sont  pr^ci- 
ftemeot  et  reti>p#'ctivc»nirnt  le«  afjelos  x  de  ia  fonntite  (C.*)  de 
FautetTT ;  de  Porte  quo  le  facteur  en  f ,  f sin  f,  sin  c'  esi  identiqne  üi 
celui  en  z',,  2.,  sin  j/,  sin  deffO*  "»ais  le  facteur  ot  2«  ;  V^/tl 
differe  de  sou  curre.s^uuduiit  dau^  (6)  duntf  le  rapport  dei^2:l*  Ja 
ternÜBe  par  riadicatioB  de  quelques  autrea  legere«  i^Nirs  aiN| 
Tauteur  corrige  au  reste  dauH  le  courant  du  calcul,  flMia.^  ne  lA» 
sent  paa  que  d'embarrasser  4«  lact|uir;  1)  'Le  Si^ui  ItqBii  4*  4a?«^ 

lo^ivtliieiit  dfl^,  |i.  90^.,  d^it  Itra  pria  atev  'ia  idfentf  -f.  3)  Lea 

aMOdiMla  da  tang  *<p,  täng  '<p...j  dantf  la  dcveloppement  de  dl 
(dtrtliepe  Ibrmule  de  lu  p.  26^)  doivent  aussi  ^tre  conigds. 
3)  p.  273.  le  terrae,  nmltiplicateur  (1  —  r)  tani»  ^  \v  doit  etre 
vbaoge  CD  toog         cette  ütute  tie  ae  repsediiit  paa 


WS 

^ns  loina.  4)  U  est  vrai  que  la  dureotion  de  la  vUesse  initiale 
ü'uu  irorp«  lance  ihu^ä  I  <»$|Kii;e  n'influe  paa  «ur  l  e^p^  delaäeciion 
cooique  (p.  '28ti.);  mais  U  liest  aas  «xact  de  dire  (d.  2ä7.)  ^pie  si 
la  vite»8e  initiale  t^t'  perpcodicuhitre  au  Yiydil'mtettV,  ToiMle 
decritc  soK  un  cerrlt«:  ü  faiit  <'nc<»re  qiic  le  mobile  «oit  lanc^  avec 
unc  vUetiijsc  conVenaiile  i^ue  i'vii  dütermiiieEa  (acilement  Du  reste 
cette  obsenratioQ  .a  ^t^  dejä  faite  ici«  niai«  je  oe  «amaUi  me  '  ~ 
ni  ler  oom  de  fm^tm  «i  H  imnil  eA  J«  croU  Tiivvlr'lfie.  - 


t*  ( 


.  .  . «  «ll   »    I  •    •»  »  'i- 
•         '•.!•>!         ^         •:,  ,••11  I 

•    J^lA-WM» 

1,1. 

Bemerkungen fiber  die  bei  demMeeha- 
nisniuf^  der  Oegenlenlran^  an  Hampi^- 
*  maMlftin«!!  Ibeseliriebeneii  Curweii« 


■tut. 


m 

Von  dem 

Htrm  Dr.  Haedenkamp,.  . 

Oberlehrer  am  GyuuMsiaiii  xn  Ilamni  in  Wectphalen« 


Um  die  Koiberi.stangen  hei  Danipfcyllndetp  oder  auch  bei  i^e- 
uühnliebeii  Punipeii  während  der  auf-  und  niedergehenden  ße- 
weuuDg  in  senkrechter  Richtung  der  Belegung  zu  erhalten,  dient 
beKaonttich  der  MecbanisniM  aer  («eeenlenlcaD^.  Es  soll  dmth 
denselben  zugleich  die  schädliche:,  die  Dichtung  vermindernde 
Reibung  der  Kolbenstangen  in  der  Stopfliücbse  und  des  Kolbens 
ira  Cylinder  so  vjel  als  jnögüch  beseitigt  werden,  bat  also  ein 
praktisches  Inferesse  m  uissen,  in  wie  neit  der  beabsichtigte 
Zweck  durch  diese  Vorrichtung  der  Gegenienkung  erreicht  wer&n 
kann.  Von  Praktikern  veranlasst  habe  i(  h  daher  die  für  den  Ma- 
schinenbau nicht  unwichtige  Curve  untersucht,  die  der  Einhänge- 
punkt der  Kolbenstange  liei  <ier  (vegenlenkung  irfthreiwl  der  anf^ 
omd  irtedergeIVMMieil  Bewegung  beschreibt,  und  fhellb  dMM'QM' 
chotif^  hier  mit.'  Die  gewohnlicnen  Vorrichtungen  sind  folgende.  Ünt 
den  festliegenden  Punkt  A'  (Taf.IlI.  Fig.  l.)  dreht  sich  der  Hebelarni 
tlD  des  Balanciers ,  mit  dessen  Endpunkt  D  das  Queistück  JBD  be- 
tiegiich  Yerbaadenist.  Mit  dem  aodem  Eodfe  desselben  Wird  ei«  xwoi- 
tesflebel,  der  Gegenlenker  genafii^,  der  seines  festen  Drehpunkt  id 
hat,  in  Verbinaung  gebracht.  In  der  Mitte  C  wird  die  Kolbeo»' 
■I^^g#:«teg9biuialb  Jliesar  Punkt  bescbreibt  •  in.  aUeÄ  Beinen 
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Jicli«o  Lagen  eine  Cunre,  die  wir  hier  untersucben  wollen.  Eine 
andere  Gegenlenlcung  ist  unter  dem  Namen  Parallelogramm  bekannt 
und  wird  in  der  Siegel  bei  doppeltwirkenden  Dampfmaschinen 
angewandt.  I^ci  dieser  Vorrichtung  ist  an  dem  Arm  ßi)  (TsS.  Iii.. 
Flg.  2.)  des  lialaneiers  dae  in  seinen  Ecken  bewegUdle  PaiuUelfr> 
tramm  CDEF  angebracht.  Der  Eckpunkt  iE,  in  welchem  hier 
die  Kolbenstange  aufgehängt  ist,  besenreibt  während  seiner  auf- 
and  niedergehenden  Bewegung  vermitteli$t  des  Lenkers  AF,  der 
Mfinen  festen  0refipunkt  in  A  hat,  die  krumme  Linie«  die  nähe- 
fUBgsweise,  g6  weit  8ich  der  Endpunkt  der  Kolbenstange  in  dieser 
bewegt,  eine  gerade  Linie  sein  nmss,  wenn  der  durch  die  G^en- 
lenkung  beabsichticie  Zweck  erreicht  werden  hoII. 

Es  sei  AE  (Taf.  III.  Hg.  l.)  die.Axe  der  x  und  die 
lütte  Ton  AE,  der  An&ng  der  Coordinaten.  Selen  die  Coor- 
dioaten  des  Punktes  B:x.,  y, ;  von  C:  r ,  y ;  von  D :  jr, ,  v, ;  die 
Constaöten  AE-ld,  Aßj^r,  BD  — 1a,  DE=q.  Man  hat  zur 
Bestimmung  der  Curve,  die  der  Punkt  C  beschreibt»  fatgcode  Gie^> 
clw9geo:  « 


Dnrdi  Elialidini  von  Xi,  ^r^,  ^2  erliitt  man  nievtt  41cm  beiden 
CSIeichitnjg^:  . 

t.  «•  I       A»4^*n*  * 

•  ■ 

^  worin  «=CF,  ^^CGF,  !\/     "  . 

Hieffiiui  Miktit  nsn»  wenn'iiod!!' 

* .  • .  »1» 

gMetit  friiyl«  £ar  die  geeuckt^ .Oihre  fdge^de  Gleichung: 

Diese  Gleichung  vom  6tpn  Grade  lässt  sich  nur  unter  besondem 
Bedingungen  in  zwei  Factoren  vom  2ien  und  4t  cn  Grade  zerlegen.  Es 
Ist.  nicht  Zweck,  die  nannigfacheo  Förrien  der  in  dieser  (Heicbung 
enthaltenen  Curven  hier  genauer  zu  untersuchen.  Es  genügt  hier 
die  allgemeine  Gleichung  mitgetheilt  zu  haben.  Der  Endpunkt  der 
Kolbenstange  besehreibt  während  seiner  auf-  und  niedergehenden 
Bfiregung  ein  StOck  dieser  Cunre,  welchei  Hnnden  Dimisehmtt»- 
pnikt  derseilMB  niit  der  Achse  liegt  Dass  4er  Weg  der  Kolbeo- 
sfange kein  gerader  sein  kann,  ergiebt  sich  aus  der  gefundenen 
Gleichung.  Kür  gegebene  Constanten  lässt  sich  die  Abweicbupg 
der  Tangente  vuo  der  Curve  in  jedem  beliebigen  Punkte  berechnen, 
nd  sonut  die  snlftssige  Hohe  de«  KotbenlniM  liestimmen« 

Tli«il  VI.  '  11« 
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1» 

■ 

Setzt  man  in  dfer  €MildMlg<l)  ^^f»  MMt  «We-«l«m* 
•iiiikdiere  Fonn:  ^  '    ;  * 

■ 

lo  diesem  Fatle  sdiiitMlet  die  Corve  dt#  LteWilJr  iai  Ptainkte  F. 
der  Mitte  von  AE,  und  die  aof  beiden  Seiten  der  Achse  der  y  Ue- 

^eoden  Arme  der  Curve  sind  anch  conj^rnont. 

Die  Taiigente,  Im  Punkte  F*  an  die  Curve  «gelegt .  hestlnimt  die 
Richtung  der  Hen^ung  der  Kolbenstange  gegen  die  Achse  AE<, 
Nennt  man  <p  den  Neigungsnlnkelj  den  dieec  Tnngenfe  mit  AE 
madity  so  Itndet  man  leicht  s 

■  •  ,...p»^f'-*-<«-«^)'H(5t'')'->'I;. . 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  lieiden  io  F  sich  schneidenden  Tan- 
gmlen  gleiche  Neigung  g^.«  dl»  Acluie  AE  haben.  Genslrttift 

man  aus  a,      r    ein  Dreieck ^  so  ist  der  Ton  d  und  r  eifi|^ 

sch!oss'onp  Winkel  das  Complement  von  u}  ,  M-nnarfi  die  Tani^rntpa 
leicht  !;c£eiclu»et  werden  knnnon.  Sot/t  ni.iii  in  der  (vleicbang  (1) 
noch  d=r  und  d—a,  so  lüssi  k'ic  sich  in  Lwel  Factoreo 

«a  —  MS,  «»a[i^^ni»-|.(a+<i>»]=44?«»  . 

zerlegen;  der  eine  stellt  die  Gleichun?  eines  Kreises,  der  andere 
die  Fosspunktencorven  einer  Hyperbel  dar«   bi  diesem  Falle  ist 

Um  die  Cmrre,  die  bei  her  Vorrichtung  mit  dem  Paranelo» 
snunm  von  dem  Endpunkte  der  Kolbenstange  beschriel>en  wird,  wm 

finden,  seien  (Taf.  III.  Fi^;.  1*)  die (  oordinaten  des  Punktes  F;  .r,,  y,: 
von  C:x^,y,;  von  />:jrj,«,  und  von  E:x,y'y  ferner  die  konstanten; 
AF=.r,  Ah~2d,  CIj  =  b.  Zur  Bestimmung  der  Cune  dienen 
dann  folgende  Gleichungen: 

HiernuK  rrh.'ilt  man  rvoTf^i ,  r^  enn  afs  Anf  inüKpunkt  der 
ronrdifiateri  und  AB  Acbso  der  x  genommen,- ^iST^v  md 
AGF    <}  gesvizi  >vird,  folgende  Gleichungen: 

= 6' -f  «»*   26to(arcon^-»  yain  if*  )^ 

nod  bietaiis 

gnaetit  i«li- •  .        ^       ,  . 
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Setzt  man  tu  diesor  Gleichung  vom  6««"  Grade  b~T,  so 
gehl  ein  Zweig  dieser  Corve  durch  den  Anfang  der  (Koordinaten , 
ffdefcer  nr  senkrechten  Bevreguns  der  KdbMwtange  dient  Um 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  uoa  mmSX  die  Richtung  der  Bewe-. 

nng  der  KolbenKtanL^o  zu  erhalten,  setze  man  in  der  vorhergehen- 
den Gleicfiuni;  >  und  y  unendlich  klein  ,  und  man  erhält  zur  Re- 
^M^^wt  de«  iNieij|iMgswiokels  <p  der  T^ngeui«  ^gen  tUü  AcUse 
der  X  dif  folgende  äj^ichoae: 

Setzt  man  r:==e  «tstf^  «•  litttnicli  diu  flMdmiif  (3)  in  diene 
beiden  Factoren  serlegen: 

woTon  die  eine  die  (ileichung  eines  Kreises  darstellt;  die  andere 
Corve  schneidet  die  Achse  der  üc  in  einem  Punkte ,  der  vou  A  uui 

^(r— 6)  entfetnt  int  Yeriegt  man  den  Aalaagspunkt  ^er  dwnrdi» 
Daten  in  diesen  Punlct,  indem  x=-(r—6)-|-.rt  gesetzt  li^ird,  so  nir^ 

Im  Anfangspunkte  der  Coordioaten  erliAlt  man  für  die  Richtung  der 

Tangente: 

lot  necli  r^6,  ao  ivird  die  TOfbergehende  Oleiclinpg  diene: 

«»(4r*-"»*)— 4rf*y». 
Hier  int  nie  q)  ^  ^  •  ,  ,  • 


Bereclinuiis  der  Oeschwlndf ^kett  de^ 
ItocomottTen  auf  jEteenbalmeii* 

Von  dem 

•Hemi  Dr.  HaedeAkamp-, 

Oberlebfer  an  GjrauuMium  su  Hamm  in  Wett|ilialeii. 


Wenn  bei  einer  Locoinotive  idie  l&aft  der  Mainsliitie  xmä  der 

Widerstand,  den  die  beN\eL;ten  Massen  der  T?e"e!ii:ung  enteeijen 
«teilen,  Hokannt  ^ind ,  so  kann  man  auch  \uA  iViaaen  ^fascbineo 
Tür  jede  Zeit  die  Geschwindigkeit  und  den  vuu  der  Maschine  zu- 
rücki^elegteo  Raum  bereichoeD.  Wir  woUen  bier  versucben ,  t|oter 
der  Voraussetzung,  dass  alle  auf  die  Bewegung  der  Locomotive 
Eififlnsw  üNenden  Kriilte  !)ekar)nt  sinti ,  die  (JeKchivindigkeit  der 
Locomotive  mit  den  daran  gehängten  Wagen  zu  b^atimmen. 

Die  WldemtÜDde  io  der  Bew  egung  auf  gerader  fiabn,  die  wir 
bier  allein  betrachten,  sind;  , 

1     Die  gleitende  Tfrihnns;  an  den  Wnixcnarhsen. 

2.  Die  wfilzende  lieiiuirji;  <ler  iia(ileiä;en  an  den  Scliirrrrti. 

3.  Der  Widerstand  dur  Luit  auf  die  iq  Bewegung  begriffeoeo 
Wagen  des  Cooroto. 

•1.  Auf  einer  .Schiefenebene  das  relative  Ge»vicht  der  Massen, 
welrhos  suhtractiv  oder  additiv  ist,  jenachdem  der  CpOToi  Qof  der 
Schielenebene  herunter  oder  herauf  gebt  * '  ' 

NeDot  man  den  Reibangscoeficieoten  der  Reibung  der  RXder 
an  der  Achse  /i,  die  Haibnieeeer  der  Achse  und  des  Rade»  r  un(i  R 
und  das  (Jewifht  ffer  Wa2:en  und  Tiadtin?  ohne  dris  drr  Rndrr  V; 
so  ist  der  aut  den  ünifanp;  der  Kader  ubergetragene  \Yideri»tandl  der 

Reibung  Oer  Coefiicient  m  hängt  noch  too  dem  guten  Zu* 

Stande  der  Achsen  und  der  Achsenbflchsen  ab  und  ist  insofern  verln- 
deriicb.  Bei  richtig  abfediebten  und  gut  geechmierten  Achsen  kann 

^  bi«  an  ^  heruntergehen.  In  der  Regel  wird  ^iuO,l'geredioct 

Bezeichnet  /u'  den  ReibungscoefBcienten  der  wälzenden  Reibung  am 
Radumfange  und  m  das  Gewicht  der  Rader,  so  wird  dieselbe ^ 
weil  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  GrSsse  der  Radbalb- 

raesser  steht,  durch  ausgedrOckt  Diese  Reibang  ist 

im  AJIgenieinen  auf  Schienen  im  Verhältnisse  zur  Achsen  -  Reibung 
sehr  gering ,  und  kann  in  den  meisten  F&llen  vtnw^lfissigt  werden. 


Digitized  by  Google 


173  . 

Einer  Reitnmg  den  Spurkranzes  an  den  Bahnschieneo  soll  zwar  da- 
Aircli  Torgebeugt  wcraeo,  daM  inao  dem  Rade  cloeeottiaehe  Form, 
fielit  «ad  ausserdem  den  R&dem  auf  jeder  Seite  der  Bahn  einen 
j^ewiKsen  Spielraum  lässt,  kann  aber  dennoch  durch  zufälligen 
Seiteodruck ,  z.  ß.  durch  Wind  und  dadurch,  das«  die  Schienen 
aiebt  in  horizontaler  Ebene  liegen,  betrichtlich  werden.  Wir  ver- 
nacblSssigen  die8e  Art  Reibung  hier.  Um  den  An^dnttlr  filr  de« 
Wideristand  der  Luft  zu  erhalten,  setze  man  die  ganze  wider- 
stehende Fläche  des  Convoi's  j,  und  die  Geschwindigkeit  dessel- 
l>eD  v;  so  wird  dieser  Widerstand  bekanntlich  durch  ev^s  ausge- 
drMt,  'wn  e  4er  8v(dle  IMienehilMlC  ausgefiMn^'M^duMteniM. 
Fansf  man  diese  drei  WiderstSnde  zusammen  ne  etl^tiMi  lllff^nl 
CSeaammtiridcffatand  dienen  Anadtttek: 

auf  einer  horizontalen  Bahn.  Anf  dlner'  nnier  dem  If^nkel  tf>  se- 
Migtett  Ebene  gebt  AeMr  AmMaitk  Ar  dM'  •iMlntnd  '  W  M- 
geäbo  Aber: 

^  co»t^d:(|f+w)aina|i + etu*. 

. ,  Zur  Betete^ nfWjf er  bewegenden  Kraft  der  l^uncbioe  bezeichne 
man  den  wirfceamen  llruck  des  Dampfes  auf  den  Kolben  mit  dem 

Durchmesser  d  uuf  die  Ft||cheneioheit  durch  p,  nach  Abzue  des 

Luftdrucks  und  aller  Keihuntren  ner  Maschine  von  der  Bodenflnche 
des  Daiuptcylinderi»  hin  zur  Kurbel  Der  Druck  auf  die  ganze  Kol- 

benllScbe wird  dnrch  ^'P^  anasedrOckt  Dans  bei Ezpansinnam»' 

Alf  '  • 

schineo  p  nicht  constani  nein  kann,  veiwtebt  sich  von  selbst  Andb 
bei  Maschinen  ohne  Expant^ion'kann  p  wahrend  der  Dauer  eines 
Kolhenbufes  ni< ht  genau  constant  sein,  und  dem  Drucke  des 
Dampfes  im  ketuiei  nicht  entsprechen ,  da.  der  Dampf  durch  die 
BrnnhettangarGltfeii  nicht  momentan  aus  den  Kessel  in  den  Kolbe« 
efndnngen  kann ,  auch  Warme  beim  Uebercrange  des  Dampfes  ver- 
loren, geht,  p  muss  von  der  Geschwindigkeit,  womit  der  Dampf 
in  den  Cylinder  stürzt,  abhängen.  Je  weiter  der  Dampfcanal  und 
je  grMflier  49r  tkwek  tai  KesMl,  de^  nilier  fattfp  ehdrCeneHntn 
^cich*  In  Ermangelung  geDaueier  Versuche,  und  weil  immer  der 
UDter«chie(l  iinl)eträchtiicn ,  nehmen  wir  bei  Maschinen  ohne  Epan* 
eion  p  constaitt  Um  bei  li^pansionsqiaschioeo  den  DrAick  den 
Dampfes  im  (  ylinder  nach  der  Absperrung  desselben  durch  eine 
Fennel  anszinbracken ,  benutzen  wir  die  vom  Grafen  de  Pamboi^ 
in  seinem  Werke  über  Dunipfinaschinen  mitgetheilten ,  aus  den 
Kavierschen  Verinichen  abgeleiteten  Formeln.  Sei  M  das  Vdumen 
des  Damtdes  im  Cylinder  im  Augenblicke  der  Abenerrneg ,  welcher 
•leb  iMWr  dte  uäkm p  mt&mt VnhMi  ;S  Wawier  gebiUat 
bat;  m  M  naeh  JMIkmVwmn  ' 


wo  a  und  ß  Constanten. 


Ferner  sei  JT  d««  VqAnpMP  iM  unter  dM 

Drucke  ;/  nach  der  A)mpwm$  4miMf9,  V/Diiiinea  <$  Wasaer 
geiiil4c^(  wird  .  '.       .      '    '    .'  ' 

■    •   jr  1 


UitnuMf  nun 


I      •  ilf  0+^' 

l«t  n«o  /  die  ganze  Länge  des  Kolbeulniüoi  uud  T  dir  Länge 

4c48elhea  bin  7,m  Abs|»errun;v  den  Dam^rfeK,  und  y  der.  tHjUMiiiHifaf 
Raum,  dann  i'^t  tur  «ItMi  «Hit     vorgerückleu  Kulbcu  , 

Qii'rauM  erhält  nian  für  den  fkwfk  mC  4tQ.:iMiUl#a  '9a«b.  di^ 
Absperrung  des  Uampfea 

Da  bekanntlich  dip  Loromotive  «o  eingerlrhtft  iMt,  da»«  der 
Dampf,  nachdem  er  seine  Wirkung  gethan,  durch  eine  Rubre  Ton 
geringem  Durchniesiser ,  das  Bhfirohr  genannt,  durch  den  Schorn* 
atela  in  die  Loft  «nt^reicht,  ^\(>i1nrch  ain  künstlidier  Lnftstnmi 
erzeugt  «ird,  der  zur  lehhaffen  Verhrenmm^  in  (Nt  Esse  durchaus 
nothwendig  ist:  so  kann  dieser  Dnnipf  nirTit  augenblicklich  ent 
waicban  und  mu«^  daher  während  des  Au^strüroena  noch  einen 
Draek  gegen  den  Kolben  auaflben,  der  den  Draeke  p  entgegenge- 
setzt ist.  Aus  ansrestellten  Versuchen,  die  Pamboor  In  seinem 
Werke  tiber  nnTnprwrii>en  mitgetheilt  hat,  bat  sich  beraasgestellt , 
dass  dieser  Widerstand  bei  derselben  Oeffnung  des  Blasrohr«« 
nahe  der  Geschwindigkeit  der  Locomotive  proportional  geeetat 
tfrevden   kOnne*     Ofeven   li¥McfMaod  lieaeMnien  nie  ^nnft 

^^fnr.  Die  bewegende  auf  den  Kolben  wirkende  Kraft  d^er  Ma; 

MUa«  wM  demwteh  dnteh  'i^(p»fiP>  M  1^ 

pansiou  ausgedrückt.  Bei  MaÄ(  liiuen  mit  Expansion  ist  vor  der 
Absperniog  des  Dampfes  die  Kraft  nnchi  un4  nach 


der   Absperrung ;  ^ [  (? ) ^^^^^ "  |^ " ^ ' 

Diese  Kraft  de«  Dampfes  vnrd  durcfa  die  Kolbenstange,  die 
hnmer  ein  und  dieselbe  Hichtung  belbekält,  und  durch  die  mit  der- 
selben Terbmidene  Leitstange  zor  Kurbel  fort^nflaiwt»  «etst  djeae 
Bod  das  damit  verbundene  Triebrad  und  so  die  Maschine  und  den 
angehängten  Watren  in  Be\vo«;unfj.  Bei  dieser  Einrichtimg  kann 
die  Dampfkratt  nicht  senkrecht  auf  den  Kurbelbalbmesser  wirken 
und  muaa  dahet  in  den  fertthiedeoeo  Lasen  der  Kurbel  Tersckic- 
d«ne  Werlbe  aandunen*  Um  dien  dentHcn  su.in^cheo  und  die  anf 
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den  Tn^fang  tibergretme«»^  Kraft  dt»  btmp^  ini'lk!r«>chnen ,  sk 
in  '£bI  III.  flg.  a  <iir  ein  fiXflek  «Nr  KolbeMMig«,  ac=f  |H# 

ateage  ud  der  HalbmesMr  ae«  Krunnapimis.  NcddI  wmm 

Duu  die  iu  der  Hichtuui;  da  wUkeude  uoniittelbare  Kraft  des 
Dmmpfes  Pnod  die  tu  cdbergetrageM  vat  bfi  mkfeclitf  EnH  Q, 
9o  iodct  hvn  leiclit>  • 


I 


vr.r.  Kraft  des  Dampfe«  im  jrweiten  ryfinder  auf  den  an- 
dern Kurbelami,  der  seokrecbt  aut  dem  entlen  aogebottmen  w'md, 
bat  man 

Träi'l  iiiau  diet»e  Kräfte  auf  deo  Um/ang  de»  Triebrades  Aber,  'm> 
wird  flir  den  eiiMtt  JCol^i  die:Kräft:  t     >  ^ 

ud  fifr  den  andeni: 

^  -  -  -  -  it«loq» 


4 


we  ^  der  DniebmeMer  de«  Tiiebrade«. 

Für  beide  Kiille  iwanimeo  eetieD  wir  der-Kflne  wegen: 


^^ip  —  qv)F(p/  JHeB9  Avedriiclce  gelten  fifr  MbM^lillmii  ebne 

Expansion ;  ffir  ExpaosioDsiuaschinen  gelten  vor  der  Absperrung 
£eeelbeo  Formeln  ,  und  i|ach  der  Absperrung  niuss  man  darin  fCfar 
p  den  obigen  Wertb  p'  aeteen.  Demnach  nird  die  Krafit»^  welche 
die  fortschreitende  Bewfgmg  den  Convoi'«  auf  kofiaentaler  Babn 
bewirkt*  diese:  '      y  >.  \ 

md  iiir  die  beschieuoigeDde  Kraft  erhält  man  den  Ausdruck; 

 .  i  1  ■■  rr^  '  1  ■"■  'J  t   II'  ;.|         -  .• 

TU  I         I  ' 


WO  g  de«  Fnlinnmi  m  d«r  «nimi  Sekunda  nnd  in^  daa  Hmcnt  der 
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TrSftheit'  der  Räder  bezeicboet  meraua  erliiU  man  endlich  nach 
deu  bekaantea  Ge«etz«ii  der  .Bewegung^  zur  .Bestinunuog  der  Ge- 

•chirindiglLeit  des  gameo  Wageimiga  folgeiule  Qleicliing: 

»■  '  .  * 

Die  IirtegrallöDdleierCrleiehiiog  siebt  dte  Geecbwiodigkeit  filr 
jeden  Stand  de«  Kolbens  im  Cvlinaer  und  in  jedem  Punkte  der 
bahn,  und  so  die  vollständige  Lnsunj?  unserer  Auft^abe.  Indess 
ist  von  dieser  Gieichunc  das  Integral  in  endlicher  Form  nicht  zu 
erhalten.  Um  hier  lieiheoeotH  ickeluogeo  zu  vermeiden,  bebehrSnken 
üki  uns  mt£  Annibenaigen«  Zn  dienniB  Ktnle  nafcnn  .  wir  p  und  FM 
constant,  und  zwar  F(fp)  =  l,  d.  h.  uir  betrachten  die  durch  die 
Kolben-  und  Leitstange  fortgepflanzte  Krall  des  Dampfes  als  auf 
den  Kurbelarm  senkrecht  wirkend.  Unter  dieser  Voraussetaung 
wird  die  Gleichung  (1),  wenn  irir  Aocb  der  Kto»  wegea 

 ^*  =2J.  • 

I  • 


setsen,  folgende: 

2)  ^'==%(J-2i?y-Cv»). 


Nimmt  luao  von  dieser  Gleichung  das  Integral  und  setzt  (ur  ar^O 
Mich  «rr^O,  no  wild' 


wo   ^  =1,  =X, 


X  der  von  der  Looonotive  dmeUanfene  Raam  md  1  dkg  m  s 
Ji0rige  Zeit  ist. 

Wollte  man  den  vom  Blasrohre  herrührenden  Widerstand  ver  • 
Mcbllssigen/  so  wflrde  die  Gleidiiing  (3)  diese: 


I 

I 
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«ml  v^V ^*  Okgleicli  dieMr  Zustand  genau  ge- 

nommen nie  Statt  findet,  tritt  er  doch  iu  der  Wirklichkeit  au- 
oäbernd  bald  ein. 

Die  hier  gej^ebenen  für  eine  horixontale  Bahn  geltenden  For- 
meln gelten  auch  für  geneigte  Ebeoeii,  wenn  man  in  (2)  Air  A* 
dieaeu  Werth  «etzt: 

il^  In   Mit"       ,     /  »f  ,     ^  •  1 
*^2?  ipcos^' -  (iM  +  i«)»»int|*  ' 

Um  SU  Iterechnfn.  wie  Aveit  ein  Wageuzug  sich  noch  fortlie- 
Mregt,  wenn  bei  einer  besfiinniteri  (icsrfivvindigkeit  die  Dfiiiiiife  zu 
nirKen  aufhüren.  imiss  mau  die  (iletchung  (i^),  nachdem  darin  p 
und  gesetzt,  so  integriren,  das«  für  .r  — 0,  v  einen  bestimm» 

ten  Werth  v*  liat  Mm  erhält  dann 


Ciu  steilere  £benen  uhne  stehende  liauipfniaschiDen  mitDamuf-, 
wagen  noch  hinanzusteigen ,  bedient  man  sich  zweier  Zfloe.  'Mao 
laMt  nemlich  einen  Zug  auf  der  schiefen  Ebene  heruiitergeben,i?fib- 
rend  der  aTH^cre^  der  mit  dem  ersten  durch  ein  auf  Rollen  liegendes 
8eil  verbunden  int,  auf  einer  zweiten  parallelen  Ebene  herauf  geht. 
Oa88  ein  solcher  Betrieb  noch  einfach  und  sicher ,  wenn  die  Ebene 
nicht  2M1  steil  ist,  aufgeführt  werden  kann,  bat  die  Eiberfelder 
Bahn  hewiesien.  Wir  wollen  für  dlesei»  Fall  noch  die  (leschwitidig- 
keit  F>erechnen.  womit  ein  Zwi  eine  solche  Ebene  noch  hinangeht. 
Zu  diesem  Ende  wollen  %vir,  der  Einfacliheit  wegen,  die  beiden 
Zuge  in  allen  HieiteH  gleich  setzen.  Es  bindert  aber  nichts  diese 
Rechnungen  auf  ganz  verschiedone  TLÜffft  auMzudehnen.  Oas  Seif, 
welches  A'm'  heiden  7J}'j;e  verbindet,  habe  bei  <ler  LSnife  f  das  Ge- 
wicht (ji ;  die  liulbme^^tier  der  Rollen  und  deren  Achsen  seien  q,  '; 
der  Keibim^sco^cient  an  der  Achse  der  Rollen  sei  /u'^.  Ist  nun 
die  Geschfvindigfceit  der  Züge  v,  und  .r  der  \on  denseliNNi  durch- 
laufene ^yeg  von  dem  Kopfe  der  stfiiefen  l^lipnc  angererhnrt: 
dann  ist  '  der  Widerstand  iles  lilDaul^eifendeD  Zuges  mit  Beibe- 
iialtung  der  früheren  Bezeichimugeo : 


ond  des  bernntergehenden: 

(  ^  +  ^ .  r;  I'  )  cos  Ii'  ^  ( 1  wi  +  ^  .  6' )  »in  »i»  +  ,sv* ; 
der  Widerstand  von  beiden  Zügen  ist  also: 

9  r 
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U'iorbei  ist  der  aus  dor  Sto5(i£rk«»!(  de«;  SoWh  der  tjrosseu  »!»eUroUeil 
hervorgehende  Widerstand  ausser  iUnthnuna  gelat»t»en. 

Setzt  man  dSe  Kraft  il«r  beiden  Maschinen  auch  |?leich  wmd 

jede  wie  iruher:  ^(j»  — ^,dann  i»t  die  bescblennigende  Krall: 

» 

w  u  m'  dns  Gp"'  irht  der  Rollen  und  m'       dns  Moment  der  Träl?- 
h«  it  bedeutet.   Hieraus  erhält  man  zur  liesttuimuDg  der  Ge»chwin- 
.  üijj'keit  wie  in  (1)  folgende  Gleichung: 

deren  Infemf  dl«  AhhSngSgkeU  ton  x  giebi  ... 

NamerWhe  aus  Versuchen  entnoinmene  Detaite  werde  ich 
an  einen  andern  Orte  raittbeilen. 


Aoflikiiiiig  der  Avf|ral»e: 

In  ein  ^enrebenes  Tiereek  ein  duadraf 
zu  Ibesehreiben;  nebst  einigen  Sttteen« 
welclie  zu  beweisen  sind» 

Von 

Hemi  Fr.  Seydewitc, 

Uherlelirer  am  GjniiiMittiB  sh  iIciUgeiMtadC. 


A,   Trigonometrische  iieiioiidlung. 
Analysis. 

Es  seien  in  einer  ElMne  (Taf.  HI.  Fli^.  4.)  die  Geiadtn  A,  A^t 
JBfBi  als  die  Gegenseiten  eines  einfachen  Vierecks  gegeben,  und 

p,  q,  Ty  s,  f,  g  der  Reihe  nach  fHe  Durchschnitte  von  A,  B : 
B,  Ag;  Ai,  B\;  B^,  A;  A,  Ai;  B,  B^-,  uao  denke  sich  ein 
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QUMifmt  dessen  Oegenecken  a,  a^  ;  h,  6,  auf  jenen  (Ge- 

raden liegen;  es  werde  die  Lrmge  von  fg  mit  o,  die  Seite  des 
Quadrates  mit  q,  die  Winkel,  welche  Ay        und  ab  mit  der 
Richtuoe  Ton  f  nach g  bilden,  mit  a,  a,  «nd  9,  und  die  WlokeK 
welche  B,  B,  mit  der  Richtung  von  g  nach  /  bilden,  mit  (3,  ^1 
betmcboet  Dieee  Torauigesetit,  so  bat  niao  tblgeode  RelatioDen: 

a«.    ^  sin  ßi  «1 

 («+/?)^'n/g,  -sin(«-|-/y.)8in/>  _^  8in«wn(gr:^. 

8in(H- «)  sin«v— mn  0?4«i)sina  _      sin/?  sin  (•,—«) 

.   6iaCiy-»)sin(^,  -|-a)4  cos (  ^,  - y )  sut(a -|-/?)  . 

•^^^^  sin(«  +  ,^j8;n(a  1/?J 

''^-^  i»io(«+i?)8iD(^+«i) 

Aas  1)  und  2)  ergibt  sieh: 

a \    8in(/g-y) _8in(,i;  f  « )  +  co8( ,     yjsio  (g-j-^),^ 
8io(a-|^f )  8in(«i+f/)+  coäC«i  f  y)8in(«+/^) 

( sin  cot  y  ~  cos )  sin  4^  (cos f  |  cot » 4-  aiP    )  ein  ( «  4-  )  _ 

(siB«cet9'|'Cos«)  toi(«i-|-^)H-  (cos«fcCoty-8in«|)siii(«-|-^) 

sin/f  siD(«i|— «) 

+sinasin(/?i  —  /i?)  [  cos  a  sin  (a,  -|-    -  sin    sin  (a-f  <^)J  J  _  Z 

[Sio^  sin  («1  -  «)[  cos^i  sin  («  +  /*)  +  sin  ^  sin  ( ,  +  « ^ 

Endlich  ergibt  sich  mm  ans  2)  und  9):  ' 

«a     sin  (8—<p)  __  sin  ^  rot  (f~C(}sß  __  Zsin<^-     cos  ^  _  Z,  . 
'      ^sio(«4y)    sin  «cot  y-f-  cos«  "  Z  sin  «  +  x\  coü  «     A',  ' 

a?,=s^A^slo(s, -•)eio(«+/>)[€os^ce»^i +siB^sio^,  I 
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4-siu«Mii  (B  |Vio(«,+/*)(Hiii,:f«-0*«+CO«/?«m«)-l. 
+  siu«*iii  {fi,    n  L+»iii(«+/?)(co«/Jcos«i-«in^«B«»)J 

^  ^'^'L      --«ini?8lii(«,-«>ci»(^i-/?)  J' 

l  V  -«|||«W|l(^j^^)C0«(«i-«)  J 

toigiich  ^"rr  • 

sift  «  sId  /^)  [cos  («1  -h  /y)  4  sin  («^  ^-  —  sio  ^  »in  («t  ~«)  C08  (ß^^fi) 
sin^iili  («i— «)  [cos  (^^ +«)  +«» — »in  «  sioO'j— ^cp«(«|— «)' 

KonstriiktloB. 

1)  Ans  inrend  einem  tler  vier  Punkte;;,  f/,  r.  s.  z.  mix 
<lom  Durchschnitte  von  /f,  ii,  falle  man  auf  .Ij  eine  Nenkrerhto 
|ic 9^ nehme  auf  ^1^  die  IStrecke  cd  =  cp  und  ziehe  ptL  Nudauu 
errichte  man  i«'»  auf  JB  eine  SenkrechM,  fillle  vom  Ponfcte 
t\o  letztere  die  schneidet,  eine  Senkrechte  ri  auf  jti//,  welche^^ 
in/*  (und/vr  in»)  schneitlot.  thhI  Ici^c  durch  //  niit/>r  eine  Parnllele;  so 
erhfilt  man,  als  Durchschnitt  diej>cr  letzteren  mit  A,  einen  J^unkt  A*. 

2)  Auf  dieKeIhe  Weine,  indem  man  nur  die  €teradeii<4oDd  B, 
Ai  und  ß^  mit  einander  vertauscht,  suche  man  die  den  Punkten 
Cp  d,  e,  //.  /•  ents|»rechrTi«!<'ri  Punkte  ^^.  dy,       //,.  Ar,. 

3)  Jetzt  vorhi nde  man  die  Punkte  k  und  k^  mW  einander  durch 
eine  Gerade,  welche  A.  in  i?,  J5i  in  w  schneidet,  heeichreibe  über 
kk^f  als  Diagonale,  ein  Qiudiat  ka/eß,  und  filier  rv,  als  Diagonale, 
ein  zweites  cyvfS »  und  verbinde  die  Punkte  «  und  ß  mit  p  durch 
z%vei  Gerade,  und  y  und  6  mit  r  durch  zwei  andere;  so  ist  einer 
der  Punkte,  iu  welchen  letztere  die  beiden  ersteren  sckneiden.. 
aber  auch  nur  einer,  x.  B.  m,  der  Mittelpankt  eines  Qnaiirates 
obajbft  dessen  Ecken  a,  n^:  h,  f\  auf  Ay  A^l  Ii y  By  neuen; 
und  vM-AV  sinr!  füo  Diagonrilrn  dcsspflien  den  Seiten,  und  die  Sei- 
ten den  l)iag<Hi;ilon  der  beiden  vorigen  parallel.  Erricfitet  man  in 
k  (oder  /.J  aut  kki  eine  Senkrechte,  welche  i^i  ^oder  A^)  in 
schneidet,  beschreibt  über  M«,  als  Diagonale,  ein  Quadrat,  und 
verbindet  die  beiden  neuen  EcLen  desselben  mit  $  (oder  n)  durch 
znoi  Gerade,  so  *reht  eine  von  diesen  ebenfalls  durch  den  Punkt 

so  da«^s  also  über  diesen  Punkt  keine  Ungeivissheit  weiter  bleibt. 

üeweis 

psr--ß^-\^a\  pc^pf.  sio  («,— i^,  fc—pf.  os  («^-a),  pe—pff» 
tang(^,-/?),  rJr^-f/c-\-pc=pq.{coH(a^  \^^i)^  sln{n^^ß));  pc^ 
=pif.sinißt-(i),  SfCi=pff.cos  (ßi-ß),  /^^i         tang  (aj-a), 

#d  I Ä  «r» +|Jf|         CDS  ( + a  )  + sin  (  ^1 + a  ));  £jt  == 

Da  W,  peq  =  epf/  =  Rp  so  ist  W.  pqd—VT.'epn,  lind  da  W. 
Hp^Vf.peif^kp  so.iat  W.  p4^-  W.  pn^-  wf^ic^  W«  »Ar 
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mhpH  =^pe .     -|>j5f .  tang  {vos{a^       +  sin («j  +^)) ,  und 

—pf  sin  («,—«). 

3)  Dia  Ailrllpe,  Aiü^idpe,»  also 

-  pf:pk~cf:ch,  Pif  '-p^i^fiffic^h^;  so  ist 

y»rfliy,-/y)(co»K-f/g)->-^in(«i  f  ß ) ) -p^«nK«i^)jM»(^i 
-  pf  »in(a,  — «)  (cos ( |?i  +  «  )  +  »>n    i+  « ))  ~ /^(/     ( i*^  - ) cos  ( «,  -  «)' 

3)  Zioht  man  durch  einen  heliehi<?en  Punkt  m  der  Linie 
pa  mit  koL  uud  k^a  die  FaraUelen  rita  und  mb,  welche  TOO  ^  und 
B  beerenst  werdeD,  so  ist  nutxnA^h^ikiu^lil,  also  W.  iiHi& 
==:jii6a=::iiR=W.aH-,;  folglich  a6  !  j  H  ,. 

Denkt  man  sich  in  /•  auf  i  eine  Senkrecfite  eTrirhtet,  welche 
in  /r,  schoeidei,  sodann  über  kk^,  als  Diagonale,  ein. Quadrat 
bsscbiieben»  mid  Äe' neuen  Eeken  desseHion  mit  't  durch  zwei 
Gerade  verbanden,  so  werdm  die  Seiten  dieses  Quadrates  mit 
drnen  des  kak,^  einerlei  Richtim^  haben,  und  rino  dieser  zwei 
(leraden  wird  die  /;a  in  einem  Punkte  m  schneiden,  welcher  in  der 
Richtung  von  ka  und  k^n  sowohl  von  A  und  By  als  auch  tou  A 
md  gleichweit  absteht ,  d.  h.  ua9=u^o=v^a »  wenn  die  Pnnlcte 
«j»,  ßo,  auf  J ,  Bf  Bi  liegen,  und  /^»»<<^'o  I' ^i« ,  uao\\ka  ist. 
TTenkt  mao  sich  nun        um  verlnnsert,  so  ist  »oßo<*'oß'o 

ein  Quadrat;  und  es  ist  zu  zeigen^  dass  die  Ecke  a\  auf  licgt> 
md  aass  die  Punkte  «  und  m  identisch  sind. 

Blan  denke  sich  durch  a'^  mit  Ai^  eine  Parallele  A^  l^^l^gt, 
welche  J  in  f,  schneiden  möge,  so  «ind  die  Winkel,  welche  A^ 
mit  A,  B  bildet,  =«. — «,  «4+^;  und  es  mr»gen  die  Winkel, 
welche  A  und  B  mit  f^ff  bilden,  und  heissen.  Wird  nun 
die  in  der  .Vnalvsi«  gegebene  Entr^'ickelung  in  Ansehung  der  Ge- 
rädert i .  A%i  1^1  und  dos  Qndrates  «0^0 o'«^«  wieiwrholt»  so 
ludet  man: 

pa^_8in«,sin(,j,-,?)(cos(rt^  f^)  f  sin(a^-l-^^))-sin,9,sin(«t-ft)ros(/y,—/g)^ 
pf^  sii^f«  sin(ej-«)(cos^4+a)  f sin(^,-f«))-sinii«8in<^(-^co0(ii|-«)' 

vifgiolciit  man  abar  diesen  Avsdnick  mit  dem  für  ^iu  2)  gdiM* 

denen  und  bedenkt»  dass  M|||aQ^„,  alsoi^— mid  daes 

am  *tt-»^^ßt=V(/'P/i  »i herzeigt  man  sitib,  At»»  fpf^^pf 

sein,  also  A^  mit  /'  /.usamnieufallen  nmss. 

Und  da  nun  ua'o  -  -uß'^,  aV»o  der  Punkt  u  aiidi  auf  der  Ge- 
mdtB  rd  (oder  r^f) .liegen  muss,  so  sind  die  Punkte  11  und  m. 
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omI  «onit  auch  dis  Quadnt  f^'ofi'o  öiM  dem  durch  die  Kon 
stnikfioD  erhaltencii  Vier«dc  060(61  identiscli. 

Detoratijiatioii. 

Da  zwei  Quadrate  mit  parallelen  Seiten  ähnliche  un<l  ähnlich 
Kegende  Figuren  sind,  also  die  Geraden  A,  A^,  B,  B^,  welche 
ihre  Ecken  paarweise  vorbinden,  in  einerlei  Punkte  convergireii . 
so  kann  es  für  die  i»elunderie  Richtung  kk.  nur  einen  einzigen  Funkt 
I»  eebeu.  Da  aber  die  Punkte  d  und  ein  jeder  resp.  noHohl 
aurder  cIdco  al«  auf  der  ander  d  Mie  von  pe  und  pc^  liegen  kann, 
man  also  zwei  Punkte  k  und  zwei  Punkte  ky  erhält,  so  seheint  es, 
das8  die  Aufj^rifip  im  Allgemeinen  einer  Anzahl  von  vier  Auflusun- 
gen  fähig  ist.  Hierüber  wird  die  folgende  Untersuchung  ein  be- 
«timmteres  Urtheil  gewähren. 

Aam.  .Ist  A\\A^^  und  B^By,  so  ist  AnftiAnß  —  pgtfiff 

mik{m-\'ß)  ii^^B\n{^-\- ß)=pq ips ,  wodurch  'aicb  die  obige  Kon- 
«truktioD  sehr  Vereinfacht 


B.*  Jürüttel»  projekUviacbei'  Gebilde« 
Aoalysia. 

Der  Mittelpaafct  des  sesachteD  Quadrates  ist  der  Mitt)ei|>inikft 

der  Hypotenusen  sweier  ^eichscheDkliger  rechtwinklij^er  Dreiecke, 

deren  jedes  einem  von  zwei  gegebenen  Dreiecken  eingeschriehen 
itjt ,  also  der  Durch^ciinitt  der  gcnmetrischeo  Oerter  dieses  Mittel- 
punktes für  die  zwei  gegebeneu  Dreiecke. 

Es  sei  (Taf.  HI.  Fig.  5.)  7ipq  irgend  ein  gleichschenkliges,  bei 

£rechtwioUiges  Dreieck,  dessen  Ecken  »,  ^fp  auf  drei  der 
age  nach  gegebenen  Geraden  A^  A^,  A.^  liegen,  m  sei  der  Mit 
telpunkt  von  nq*  also  mn=mp  —  mq  und  \V.  qmp  —  R,  Es  seien 
By  By  die  Durchsciinitte  von  A.  mit  A ,  A.,  durch  B  mit  pq  die 
Parallele  a' ,  welche  At  in  Si  schneidet,  una  durch  mit  pn  die 
Parallele  Vielehe  A  in  a  schneidet,  gezogen;  lerner  seien  Äa. 
und  HyO.  oder  a"  und  n'\  pnrnUei  mit  »/«  ,  und  der  Punkt  m  mit  n 
und  B,  durch  zwei  Gerade  a,  verbunden ,  weiche  resp.  die  a'\ 
und  in  •  und  «.  schnöden.  Diess  vorausgesetzt,  so  ist 
Al^Si«. CVd ^pqyn  und  ^ B^a 00^ pnm ,  W. ü«| = W. qpm = W. 
üB^<t~yf.mnu:=^iH  und  BmiiBü^=^pm:pq^nMipn=^B,miBJk 

Die  Geraden  o',  er',  sind,  elMOSOwie  pq,  pn,  rechtwinidig  sa 
einander;  denkt  man  sich  also  das  Dreieck  npn  fortwfifateod  unter 
denselben  Bedingun  gen  v^ariirt ,  und  die  den  Linien  n,  (t^,  n', 
a",  n^i  entsprechenden  Linien  der  fJeihe  nach  mit  h,  b^,  h'. 
h",  6*1;  c,  C{,  c',  c\,  c",         d,  </i,  d\  d\i  d",  d'\  ,  und  die 
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(lea  /linkten  o,  a„      a,  entsprechenden  Punkte  mit  b,       8,  /f,: 
(|*  y->       ^>  b.,   bezeichnet,  so  liegen  die  liurchMchnitte 

i'c  zweier  Geraaeu  a' ,  a'|;        Ä'.;  c',  r\;  </',  rf'.  ....  auf  einer 
Kreislinie,  deren  Durchmesser  ist:  und  da  \y.a^Ba^^\>^Bß. 

- c,/^y«  —  ^J^^i  ""  -  -  =  ^^i^  ~  (B(r  =  ^Byjli ....  —  ^K,  und 
Ä«. :  Ba.^liß^:  Bb^  B)\ i  Äc, ^-  /i^^ :  Äb, . . .  =Ä,« :  Zf =  Bj:B,b 
=  ^ly: /i|C— J?jb .  :  V  2  *'st,  und  da  sämmtliche  Punkte 
Oj,  b|,  c,,  b.....  auf  einer  Geraden  und  sämmtliche  Punkte  o,  b, 
(,  b  . . . .  auf*  einer  Geraden  A  liegen  ,  so  müssen  ,  nach  einem  be- 
kanntem Lokaltheorem ,  auch  die  Punkte  o^,  ß^,  y^,  3^  alle  auf 

einer,  und  die  Punkte  «,  ß,  y,  S...  alle  auf  einer  anderen  Geraden 
liegen.  Bedenkt  man  endlich,  dass  sowohl  die  Geraden  a\  6',  c', 
f/'..-  und  ö",  c",  d" als  auch  die  (Geraden  «',,  b\,  r',,  d\... 
und  rt",,  h'\,  c'\,  d"y....  zwei  conrentrische  ])rojectivi.sch  -  gleiche 
Mtrahlliüschel  bilden,  so  kann  man  der  Reihe  nach  setzen: 

B(a,  6,  c,d...)  =  B,{a\J,\,  c\,d\.,.)  =  B,(a\,b\,c\,tP,.,.) 
=  B{a\b\c\d'  ...)=B{a\b\c",  tl" ..  .)-B,(a^,  b^,c,,  d,..,); 

^Iso  ist  B{ay  b,  c,  d..  .)  =  B^{a,y  &i,  c.,  d^,..). 

Da  je  zwei  Strahlen  a" ,  a  ,  parallel  sind ;  so  müssen  sich 
irgend  zwei  derselben,  und  fol^licn  auch  zwei  der  »Strahlen  a,  a^; 
b.  by...  I.Hngs  der  Geraden  Bd^^  vereinigen,  also  ist 

B{af  by  Cy  c/...)  =  jffi(a,,  6j,  c^,  </,...),  d.  h. 

die  Durchschnitte  sämmtlicher  Strahlenpaare  a,  a, ;  6,  6^ ;  r,  c.; 
dy  dy...,  oder  sämmtliche  Punkte  vi,  liegen  in  einer  Geraden  o. 

Macht  man  \\.  BB^g  =^y^.  B^Bh^'^R  und  Bi=:hi,  B.A 
~gky  so  sind  offenbar  auch  t,  k  zwei  solche  Punkte  m,  also  uie 
Gerade  S  durch  diese  zwei  Punkte  leicht  zu  konstruiren. 

Jeder  Punkt  m  dieser  Geraden  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
wenn  man  durch  ihn  eine  Gerade  nri  legt,  welche  von  Ay  A^  be- 
grenzt und  in  m  gehälflet  wird,  und  in  in  auf  nq  eine  Senkrechte 
mp  errichtet,  welche  von  A^  begrenzt  wird,  jedesmal  mpr=iTnn 
z-mq  sein  rouss.  Uebrigens  gibt  es  allemal  zwei  Gerade  S, 
und  nur  wenn  A\\Ayy  fallen  beide  in  eine  zusammen.  Sie  schnei- 
den sich  auf  A^  ;  und  je  zwei  denselben  entsprechende  Dreiecke 
npq  und  nj)yqi  (wo  itundTi,  auf  ^,  q  undq^  auf  ^,  liegen)  haben  eine 
solche  Lage  zu  einander,  dass  wenn  durch  blosse  Verschie< 
bunp  des  einen  Wj/^i^j  in  der  Ebene  die  Punkte  y?,»^ 
vereinigt  werden,  und  die  Gerade  n^^i  in  die  Richtung 
von  n  nach  9  gelegt  wird,  die  Punktep,/?^  auf  verschie- 
dene Seiten  von  nq  fallen. 

Konstruktion. 

Sollen  (Taf.  III.  Fig.  C.)  die  Gegenecken  des  gesuchten  Qvadrnte» 
paarweise  auf  den  gegebenen  Geraden  Ay  A^  und  B,  B^  liegen, 
nnd  sind  />,  q,  r,  *  die  Durchschnitte  von  A,  B'y  B ,  A^;  A^^ B^y 
Byy  Ay  so  beschreibe  man  über  irgend  zwei  der  vier  Strecken  pq^ 
qr,  rsyspy  z.  B.  über  pq  und  r*,  als  Diagonalen,  zwei  Quadrate.  Zwei 
anstossende ,  von  p  und  q  ausgehende  Seiten  des  einen  mögen  die 
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Ai  uuU  A  III  «leii  Punkten  und  f/^,  die  beiden  and«re8  Seiten 
lÜMlbM  Crtraflen  in  p„  und  q„  8chii#id«it«  und  auf  Ihnllche  Weise 

MiM  4vch  die  Seiten  des  anilereu  C|ua(lraU>.'4  die  Runkte  s,  und  r^» 
und      bestininit.    Man  verbinde  die  Mittelpunkte  der  Strerken 
pu^  und  ««^  mit  einander  durch  eine  («erade  S,  und  ebenso  die 
MittelpuuKie  der  Strecken  ppj,  und  und  rr,,  ss^  und  rr^ 

durch  die  Geraden  iS« ,  ,  S,*  Die  cWadeo  S,  «chDcIdeD  die 
Geraden  S^,  in  vier  Pnnkten  »»,  nty,  »/i^,  1113.  Leet  man  durdi 
in^nd  einen  dieser  Punkte .  z.  B.  durch  m ,  eine  Gertide  fl«, , 
uelche  von  A,  (oder  Vi,  //J  bei^enxt  uod  in  m  gehälftet  winl. 
tawl  etticirtH  Iii  m  «uf  «a,  elM  Scnltiecbt»,  wtidbc  in  6,  6| 

schneidet,  «o  ist  mhr=ma  —  ma,~nib^\  aber  in  zwei  rillen  fiüiei» 
die  Punkte  ä.  Ä(  mit  Hrm  Diirrhsrhnifto  von  ^  und  zusammen, 
und  nur  in  deo  beiden  andern  bilden  die  Punkte  a,  b,  0|»  6^  ein  . 
Quadrat 

ii  e  \s  e  i  >5. 

Da  der  Punkt  m  ziir  Geraden  S  (gehört .  so  fol^t  aus  der  Ami* 
lysis,  ÄixsH  inh^mar^may ,  und  da  er  auch  zur  («eraden  ge 
hört,  so  ist  auch  mb^-^ma  um.y  also  t*ind  o,  a|  und  />4  Äj,  no- 
fetn  nicht  6  und  b^  zusammtnfiilleR,  die  Gegenecken  einen  Qua- 
drates. Da  nun  mb-^ma  —  mhy,  so  muss  der  Punkt  m  auch  auf 
einer  der  beiden  (veraden  lieeon  .  \v»'l<»he  man  ebenso  wie  .S, 
tiudet,  iodem  mau  A,  A  mit  Ii,  \imiBm\i  A  irertauscht  u.  s.  \v. 
Welcher  iwel  der  ^ier  »trecken  pq,  ^r,  rs,  sp  man  'elcb  alao  anch 
zur  Konstruktion  der  Punkte  in,  m,,  ih^.vi^  bedienen  mag,  ailemAl 
werden  dieselben  Put]kt(>  sich  diirunter  befinden^  welche  in  IrgeiHl 
eioem  Falle  Quadrate  liefern.  , 

Determination. 

Nennl  man  irgend  zwei  Dreiecke  7i;>^  and  iij^i^i  (Tar.Itf.  ri::..1.)  ' 
welche  znel  der  vier  Geraden  »S\.  »S,,  fT  if.  III.  Fig.ti.) 
gehören,  uloiohiiegend  oder  ungleichliegend,  jenachdeni  die  Punkte 
//,  p^  auf  einerlei  oder  auf  verschie<lene  Seiten  von  ntf  fallen, 
wenn  daa  eine  Dreieck  auf  die  in  der  Analyst«  angegebene  Wei«e 
versdbol»eo  wird,  und  sind  m,  z.  B.  die  Punkte,  wo  von  <S  und 
<S\  gescb Bitten  wird,  so  lässt  sich  folirpndernMUkien  tirthfilen.  Ist 
irgend  eines  der  Dreiecke,  welche  zu  gehureu^  mit  i^eud 
eintm  der  an  S  gehörigen  gleichfieoend,  an  mHaean«  weil  alk» 
Dreiecke ,  welche  zu  einer  und  deraelben  Geraden  gehören ,  gkicb** 
liegend  sind,  jp  z"pt  Drpirrke,  welche  zu  Ä  und  .S'.,  ^enören, 
gleich  Ii  eisend  sein,  und  da  je  zwei  zu  1$  und  S^  gehörige  Dreiecke 
ungleichliegeod  sind,  so  müssen  auch  je  zwei  zu  und  ^|  ge« 
hörige  ungleichliegend  sein,  und  umgekehrt  Geaetit  alao,  en 
üelen  die  durch  m  erhaltenen  Punkte  zusammen,  so  unrrii 

die  Dreiecke  aba^  und  ufifU^^,  deren  einest  zu  «S,  das  andere  ui 
gdiurt,  gteichUegeod ;  folglich  würden  die  beiden  durch  den  Punkt 
Wi  erbalteaen «  an  S.  nhd  gehörigen  Dreiecke  ungleichliej^Mid 
amn,  also  ein  .Quadrat  bilaen,  nnd  umgekehrt  Hieraus  folgte 
dass  allemal  z  w  e i ,  aber  auch  nur  a wei  der  Tier  (Punkte  m, 
M|,  m,,  tfij  Quadrate  liefern. 
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Uebricjens  i^eht  die  Unmöglichkeit .  dass  die  Aufgabe  vier 
Aaflüsungen  habe,  noch  einfacher  schon  daraus  hervor,  weil  einer 
jeden  der  Strecke»  />r/ ,  tfr  y  rs ,  sf^  eiu  Paar  Gerade  S*  ent- 
sprechen ,  und  eine  jede  von  diesen  acht  Geraden  zwei  tler  Punkte 
.ntf  in^^  m,,  m,  verbinden  müsste,  was  unuiu^lirli  ist,  wenn  ul(;ht 
ztvei  derselben  mit  znei  anderen  zusainmeiifnllen  »ollen.  '«>fltn 
Anm.  Ist  A  \\  Ai  und  Ji \\  li^y  so  faJIen  alle  vier  Punkte  m 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Paraliebtgramms  zusammen ,  und  dann 
uird  die  zuletzt  gegebene  Auiiüsung  illusorisch,  weshalb  man  in 
diesem  Kalle  die  in  der  vorigen  Anmerkung  angedeutete  oder  auch 
•4^, ;  iu  D  i  e  s  t  e  r  w  e  g  8  (■  e  o  in  c  t  r  i  s  c  h  e  n  A  u  f  g  a  b  e  n  nach 
d«r  I^Iethode  der  (»riechen  S.  l(j<)  mitgetheilte  Auflösung 
zu  wühlen  hat.  . 


I 


-■»ii.l..  ■ 


I.  t 


Zu  beweisende  Sätze. 


1.  Bildet  man  aus  einer  beliebigen  Anzahl  n  Tangenten  eines 
KegeUchnittes,  deren  lierührungspunkte  alle  auf  einerlei  Seite  der 
Hauptachse  liegen,  irgend  ein  einfaches  71 -Eck,  so  ist  die  Summe 
der  \Vinkel,  unter  welchen  der  Abstund  der  (Brennpunkte  von  ein- 
ander von  den  Ecken  aus  gesehen  w  ird ,  eben  so  gross  als  die 
Suuiuie  der  Winkel ,  unter  welchen  derselbe  Abstand  von  den  Be- 
rührungspunkten aus  erscheint,  und  ist  daher  für  alle  so  mügÜehen 
Ü.4. 5  . ..  (11  — 1 )  einfachen  n-Ecke  von  gleicher  Grusse.  •  ' 

%  ,  Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten ,  welche ' 


eine  reelle  oder  ideale  Sekante 
gemein  haben,  mit  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  ideale  doppelte  Berüh- 
rung einerlei  Art:  «)  so  liegen 
auf  jeder  Tangente  des  letzteren 
zwei  proiektivische  Gerade,  deren 
entsprechende  Punkteniiaare  auf 
ieiien  ersteren  Kegelschnitten 
liegen ,  und  zwar  sind  allemal  im 
Berührungspunkte  und  auf  der 
gem.      Sekante  entsprechende 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschoitt  gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  ideale 
doppolte  Berührung  einerlei  Art: 
a)  so  ist  jeder  Punkt  des  letzteren 
der  Mittelj^mnkt  zweier  projekti- 
vischer  Strablbüschel ,  deren 
entsprechende  Strahlenpaare  die 
von  demselben  an  die  erstereo 
gehenden  Tangentenpaare  sind: 
und  zwar  sind  längs  der  Tangente 


Puukte  vereinigt;  b)  und  je  zwei  '  des  letzten  Kegelschnittes  und  in 


Tangeuten  des  letzten  Kegel 
Schnittes  sind  auf  zweifache  Weise 
in  Ansehung  der  Punktenpaare, 
in  ilenen  sie  von  den  ersteren 
geschnitten  werden ,  perspekti- 
visch; und  zwar  liegen  die  beiden 
Projektionspunkte  auf  der  gem. 
Sekante;  c)  dagegen  sind  die- 
selben in  Ansehung  der,  auf  die 
beiden  noch  übrigen  Weisen 
Combi nirten  Punktefipaare  zwar 
projektivisch ,  aber  schiefliegend. 


riieil  VI. 


derliichtung  nach  dem  gem.  Tan- 
gentendurchschnitte  entsprechen« 
de  Strahlen  vereinigt :  fß)  und  jeder 
dieser  beiden  Tangentenbüscliel 
ist  mit  einem  der  beiden,  welche 
irgend  einen  anderenPunkt  dessel- 
ben Kegelschnittes  zum  Mittel- 
punkt haben,  nerspectivisch ;  und 
zwar  gehen  die  beiden  perspec- 
tivischen  Durchschnitte  nach  dem 
gem.  Tan^entendurchschnitte ;  c) 
dagegen  ist  derselbe  mit  dem 
jedesmaligen  anderen  zwar  pro- 
jektivisch, aber  schiefliegend. 

12« 
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3.  Haben  eine  Schaar  von  J^^geUcbnitteo ,  welche 


eine  t«elle  oder  ideale  Sekante 
eemein  haben,  mit  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  eine  re- 
>«H»  oder  ideale  doppelte  Berfih- 
runc  einerlei  Art:  a)  so  liegen 
die  Berührungspunkte  aller  Tan- 
Moten,  welche  von  irgend  einem 
VmkU  der  gem.  Sdouit«  ao  ime 
«IßMclMihnitte  gesogw  wwm» 
•Imi  dem  Umfange  eines  neuen 
Kiftgelschnittes,  welcher  den  letz- 
teren ebenfalls,  und  zwar  unter 
jenem  Punkte  (als  Berührungs- 
pole) doppelt  beröhrt,  und  Wel- 
cher mit  cienjenigen  Kegelschnit- 
ten, die  die  harmonischen  Pole 

ttiM  MMUgeo  QtMdMi  Id 
zog  auf  die  erste  Schaar  est« 
halten  — ,  einerlei  Sekante  gemein 
hat  Alle  mittels  der  einzel- 
M  Fankt»  der  geoi.  Sekante  je- 
ner Schaar  so  enengten  Kegel' 
schnitte  bilden  eine  zweite  Schaar, 
welche  eine  Sekante  gemein  und 
mit  demselben  Kegelschnitte  als 
die  en^  Schaar  eine  doppelte 
Berührung  einerlei  Art  haben. 
c)  Diese  beiden  Schaaren  von 
Kegelschnitten  stehen  m  vpU- 
fcommoiier  WeeliselbeiAeliiifig  zu 
olnan^or*  d.  h.  die  erste  kann 
aus  der  zweiten  ebenso,  wie  diese 
aus  jener«  erzeugt  werden  u.  s.  w. 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschnitt  gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  ideal» 
doppelte  Berahrunir  einerlei  Art: 
a)  so  umhiiiien  alle  Tangenten  der- 
selben, deren  BerührungSOunlLte 
mit  dem  gem.  Ts^WtofSi&WM|H 
schoitle  io  eerader  Linie  liesM» 
einen  nenen Kegelschnitt,  welcher 
den  letzteren  ebenfalls ,  opd  zwar 
längs  dieser  geraden  Linie,  dop- 
pelt berührt,  und  welcher  mit  des- 
jenigen Kegelschnitten,  die  von 
den  liarmonischen  Polaren  je  eines 
beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  om»^  flohaar  inMIet'  wer- 
den — ,  einerlei  Tangentendarcli- 
schnitt  gemein  hat.  6)  Alle  mittels 
der  einzelnen  Strahlen  des  gem. 
TangenteuduieKscintlCtts  jonor 
Schaar  so  erzeugten  Kc^els^alt- 
te  bilden  eine  zweite  Schaar,  wel' 
che  einen  Tangentendurchsohoitt 
gemein  und  mit  demselben  Kegel- 
schnitfe  aJs  die  ernle  Si^haar  «ne 
doppelte  Berührung  einerlei  Art 
hanen.  r)  Diese  beiden  Schaaren 
von  Kegelschnitten  stehen  in  voll- 
komi^kfeir^lV^idi^  za 
einaod^r»  «Lrh;  Ab  erste  kann  aus 
der  zweiten  ebenso,  wie  diese 
aus  jener,  erzeig  werden  o.«,  w. 


4.  Die  Seiten  stauntlicher  Dreiecke,  welche  einen^  gegeben«« 

Dreiecke  eingeschrieben  und  einem  anderen  gegebenen  Dreieclte 
&hoHch  sind»  sind  die  Tangenten  dreier  Kegel^nit^,  deren  jeder 
«weiHgMten  des  ersteten  P^ätotfca  fcertftft 

Dieser  letztere  Satz  föhrt  zu  einer  ziemlich  #lnfiiehen  Losung 
der  Aufgabe:  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  zweites  zn  beschreiben, 
welches  einem  gegebenen  dritten  Xhnlicli  sei  ui)d  dessen  eio^ 
Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe.        •     '       -^lU.  rf-  m 
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Ueber  besfiminte  Intei^rale  und  8um- 
miriuigr  einigrer  Bethen. 

Von 

Herrn  F.  Arndt,  niii[-.i.-»a 

f        um  ) 

Lehrer  am  GjrmnMium  so  StralsattA.  M  UMiiMtr.'J 


b -ini  vi  ^  »ii  I  ,  i'i'//  inlf*<»in  Ulf)  TV  \Mil  Mw' 

>  ;.>:c»  )  ,.  .J.M.l     l  'ft    )nf   i!  ».'^rVj.J  »tili  »«»JJ'UJi;!» 

•>  :  ■  "  ullN        \  ..»Ii 

Die  vorliegende  Abhandlung  benchäftlgt  tficli'  töi^t'Qglicti  linf 
der  Eotwickeluu^  den  be/>tiuimtou  lutegral«  ^ 

üjjcnrlli^«/  O  f  *i,  u^ln  i^l    .r^  ;«-.T-**  #  1 

welches  von  Hill  zuerst  angegeben  und  von  Clausen  in  Crelle'a 
Journal  Band  VII.  S.  309.  besonders  untersucht  worden  ist.  "' 
Heide  Geonieter  erhalten  —  i  «*      log'i  als  Werth  des  oTii- 

SiQ  Integrals.  Die  Clausensche  EnhvicLelung  ist  .sehr  einfach, 
ie  geht  von  der  bekauuteu  Gleichung  aus: 


«  V. 


log  »in  (p  =  -  togT-  '^oä  iqi  -  i  Co»  49  -  \  coö(Vp  -  etb! 'f/""''» 

Multiplicirt  man  nHnilich  auf  beiden  Seiten  mit  <pf/cp ,  und  intein^irt 

zwischen  den  Grenzen  0  und  njt«  so  ergiebt  sich,  day^"^9  cos  2ä:9</<P 

verschwindet,  auf  der  Stelle  der  angezeigte  Werth. 

Indem  ich  mich  nun  bei  anderen  Untersuchungen  des  Werths 
jenes  Integrals  bediente,  gerieth  ich  auf  einen  Widerspruch,  der 
mich  veraolasste,  die  obige  Entwickelung  einiual  genau  durch  sm 
nehmen j,  und  bald  entdeckte  ich,  dass  in  ihr  ein  Fehlschluss  ob- 
walte. Dieser  liegt  in  der  Annahme  der  obigen  Gleichung,  welche 
aufhurt  richtig  zu  sein,  sobald  sin  cp  negativ,  oder  log  sin  9  imaei- 
oSr  wird.  Dieser  Fall  tritt  nun  wirklich  ein ,  wenn  71  grosser  als 
die  Einheit  ist,  indem  dann  der  Bogen  9  wegen  der  Integrations 
irrenzen  durch  den  dritten  und  vierten  Quadranten  g^ht,  wo  sein 
oinus  negativ  wird,  und  somit  gelangte  ich  zu  der  Ueberzeugung , 
das«  UiU  eioeo  unrichtigen  Werth  angegeben  hatte,  welches  sich 

12«  • 


m 

durch  pieiiie  eigene  Lntwickehinu  in  der  Th;it  bestnti«j:t  hat.  Zii- 

fleich^ist  logtiiinq)  selbst  unbestinniit,  indem  ein  Logarithmus»  be- 
anotlich  uoeDdlich  viele  Werthe  zidfisst,  wesyreeen  aogegebeu 
werden  muss,  welchen  dieser  Werthe  nmn  verstanden  nissen  will. 

Heine  Eiitw  iekelwnu;  weicht  nun  von  der  Qausenschen  tiij-ht 
nur  uli ,  sondern  sie  leitet  mich  zugleich  auf  die  Suuuiiation  von 
ReiheD,  f|ie  ich  der  Mitthei^uiii;  mcbt  gans  «nwerth,  halte.  Eod- 
lieh  reiht  sich  die  UotenaclHiiig  des  eiofiicliem  Integral« 


.V  /^'^OgshiqM/fp 


Nach  diejseu  Henierkungon  schreite  ich  zur  »Sache,  und  erinnere 
räcksicbtlich  der  vielfachen  Werthe  eines  Logarithmus,  und  der 
Bedeutunpf  des  LogaritMmvc^  Miier  neffatlven  GrSsse  an  die  atii; 
Cauchy's  Conra  d'analyse  de  l'ecole  royale  polyt  he; 
IcaDDten  Gieichaogen  •  >.       •  - 

(log  a)  -  log  u  I  ■->/  rr^  ^  ,   (log  -  «)  ^  log  a  f  (2/.  f  1)  t^V^, 

wo  loga  den  reellen  Werth  drs-  Tj<)<;arithnnis  clor  positiven  Grosse  Op 
dageiren  die  Grossen  auf  der  Linken  den  Komplex  aller  Werthe 
des  Logarithmus  bedeuten  sollen;  k  und  X  sind  positive  oder  oe- 
gative,  beliebige  ganze  SSahleo. 

Dieses  Resul&t  ergiebt  sich  leicht ^  wenn  mian  die  iniai^Inäre 
Exponentiaigrösse  erj\'-~~\  so  definirt.  dass  sie  aus  der  für  cv  he 
iiannten  unendlichen  Reibe  hervorgeht^  wenn  M^-T  an  die  Stelle 
von  y  gesetzt  wird«  Dadmh  eraäJt  man  dennitiT  e9V^=cosif 
4^  V^— 1  .«ioy.  Ist  also  ar+wlT— i  der  Logarithmus  der  belieb! ^^en 
Grösse  n ,  so  hat  man  a  —  <?' ( cosy  -|-  f  '^- ^'"jy)  •  "»^  i  -^f^-^'h  sin _y  =  0 
und  t?^  cos  «—flu  Wegen  der  ersteren  dieser  Relationen  ist?/  /'a, 
cos^  — (— 1)*,  (— l)*'e'~a.  Ist  daiit-i  a  positiv,  so  muss  k  ge- 
rade und  e*  =  a  (d.  h.  ;r=logo)  sein;  wenn  ahera  negativ  ist,  so 
ist  nothwendig  k  ungerade  und  e*  =  —  a  (d.h,  a:— log  —  a).  Folglich 
wird  x+yV^=rogr/  |  2/?rV'rrf .  oder  —  lop:  — «  |  ('2;.  f  l)rrv"~r» 
jenachdem  a  pejsitiv  o<ler  negativ  ist,  was  oben  behauptet  uurUe. 

Demnach  ist  jeder  heliebige  Werth  von  log  sintp  negriffen  in 
den  Formeln 


1) 


( log  sin  <p)    log  sin  Y  ^-^ibt  f  —  i » 
(logsin<p)  ^log-^^nip-l-CiX-f  1)«^^!; 


indem  die  erste,  oder  die  zweite  verstanden  wird,  jenachdem -oini 
etwtten  imd  isvi^ten,  oder  Hn  dritten  md  lieiten  ^mpdianten  -  endigt« 

Ich  iieliiuc  endlich  an,  dass  in. dem  integral/  <plo^sin9f/(^7 

(fir  alle  BoGTen  9,  die  im  ersten  und  zweiten,  oder  im  dritten  und 
vierten  Quadranten  endigen,  resu^  mid  einen  unveränd^icben 
Werth  behniten.    '  '       \     '  '  '  ' 

»I  •   ..     .       -  V,    •     i-  '     •  * 
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L  Das  bestimiiite  Integral  /^"^tplogsiii^piiip,  in  weldiem  nt 

1     '  dne  po^idye  j^u^e         anzeigt.*    *  ' 

.  ,     .    ^       -  *\  ^  

etiBtF ührt  mau  für  sin  9  den  gleichbedeutenden  Ausdruck  J:^  l—comcp'' 
Pir» .  indem  das  obere  oder  iiiifere  A  or/.eichen  /ii  nehmen  ist  ,  je- 
MH^UUcm  der  liü^eo  9  lesp.  im  ersten  uud  zueile^ .  u^ff;  diitieu 
Vl'WMttD  Quadi^nteb  endigt  >  uMl -^ferti^kirait  aen  Loj^thniiis 
k^jjni: pModliche  (wegen  co.s9^<l  <  «inver^irende)  Reihe,  40 
fSS^M'VacU  eihir  V6ä  selbst  verst/indlicben  BezeichQutogtMtrli^ 

iy   MkmV^i'   2)     /  ^*^'*^<plojf.sincpii9  '^••''miamu/. 


anr   ^  . 


'.   •Uli    i  .  aitir» 


■  •  ^      /'»""y-  ...  -.11  •  • 

WO  m  eine  positive  gan^e  Zahl,  bedeutet 

*  \fVndet  niah  nun  auf  das'^tste  ltowg|nfl-  M  lUehfen  dte  allge- 
meinste Keductiou8rorniel  an,  indem  man  cos  (p'^P  c£cp  zerlegt  in 
roscp2p— 1  cos9c/(p,  und  deu  letztere  Factor  integrirt,  so  erhält  mao 
deu  Aufdruck  . .  •  1^ .  ?    I  "  I        •  ■       I    \  .  , 

4peog9*#~*  siotp-f^^cocKp^f  +(^— l)yco8<p«i»— «  simp'oq). 

Zerle<;t  man  aber  das  letzte  Integral  dadurch,  da»«  man  l  ^coAlft' 
für  bincp'  nimmt,  so  entsteht  nach  der  Zut»ammenziehung 

1/  "»T  t/  not  N  .  t  ' 

^)ie^•e  KeductioDsformel  kann  nun  auf  das  Iiiteirral  zur  Rechten 
von  Neuem  angewandt  werden  u.  s.  1*. ,  da  es  aus  dem  zur  Linken  \ 
•  hervorgeht,  wenn  in  diesem    — 1  statt  y  gesetzt  wird.  Auf  diese 
™  *-  koniiit  diir€h4g«littri|ft.j8«MMiMi-  ,  :     . ,  i. 


Fihii  Buui  dieteo  Werth  in  2)  und  3)  ein»  00  h'h4  iI  »hjui: 
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9  ^^^^^Vg*"yf*^ 

*/  C2"»— i}:r 

Es  liegt  unf  nun  ob.  die  liieriii  «ntlialtmi«  Sunme  too  uDendlkfc 
Tieleu  Gliedern  lu  bestinuiieD.  Zu  dem  Eooe  versuche  ich  die 
Sumniation  der  allgemeioM  Reilic,   teeD  aUgemeines  Gbed 

"  •^ri''!^^^''*^  lrt,welcliaftr  Jede«  Wetfh  von  «,aMMo 
absoluter  Wectfc  kleiner  als  die  Einhett  iM,  coOPCffgSrt,  wow» 
man  sich  durch  deo  einfachsten  SaU  too  der  Convergeust  der 
Reihen  sogleich  überzeugt  .Die  SammatioB  gelingt  nütlelet  dm 
bekanoteD  Binomiakeihe: 


DeoB  di?idii4  na»  ait  4;  «mI  miikti|iUcirt  mit  1^«  «o  entstei^i  durch 
Integntioo  <• 

Hiernach  ist  das  loteerai  auf  der  Linken  zu  bestinmeD,  und 
zwar  so ,  dae»  e«  ftif  mtaS^  t  ciaUiartodet  ' 

/*   da:         *  P~dx 
Man  »erlegt  es  aber  in  die  beiden  j  ^jIT^  ^    J     x  * 

von  denen  das  letztere  onmittefbar  bekannt  ist.  indem  es  den 
Werth  —  logx  bat  Was  das  erste  betrifft,  so  wird  es  rational 

durdi  die  SybetitattoD  i^T^^y^^  .iiltaillcb.y^^=;^,  welchea 
letztere  wieder  zerlegt  wird  XnJ* l^'^J^ i+y'  den  Werth 
log  ^Zi[  bat  Fahrt  man  fOr  y  a^M  W«ttli  «iHr  wird 

1+y 


.1  y'(^-'^2^~^<to=Conat-21og(lfn~j). 
«ad  wenn  nan  ca  üBr  oratxO  veiracbwindctt  läaat: 

Demnach  ist 
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liBf  jedes  a:,  dessen  absoluter  Wer  (Ii  kleiner  als  die  Einheit  ist 
Hier  ist  jetzt  x=l  zu  setzen:  allein  et»  muss  zuvor  untersucht 
mmimt  «b  die  »Summe  auf  dar  Linke«  noeb:  ttlr  Smm  WaHfc 
convereirt.  Dass  dies  wirklich  stattfinde,  erhellet  aus  einem  Tbes^ 
rem  von  Kaabe*),  welches  uns  auf  die  Grenie  des  absoluten 

m^tOm  von  (-^-^H-l)«  bibweitt/wo  ^  .dbi  aUgcmdiw  Glied 

lit  bt  difse  Grenze  gritasef  ab  di«  Eiiibeit .  ao  Met  Cpnvergens 
Mt  Ummto  Reih«  «Dtopikbt  mm  in  der  Tbat  dieadb  BedingBiig^ 

3+2 

Setsen  wir  also  in  9)  x=sl,  so  wird 
DMbalb  ist  mcb  5)  und  6) 

8)  r^*'^*NlogriD9ii?*-ni««|i«a^liiHJi)+^ 

,/  2m»r  „  ^        ■  ...11 

S«li(       ta  ^dcr  •«alaii  «Utaer  lleliilloilia-  mVl 
«ddirt  dann  9)  od  1^  ao  «nialebt  >  ^* 

I  • 

Nimmt  man  nun  fQr  m  nach  und  nach  die  Zahlen  1,  %  ^..oia 
aad  addirt  alle  dadnrcb  entatandeoea  Integrale,  ao  wird 

log  sin  91^9 

» -4«"log2(iiii)»-f^ 1 .  ( im  - 1 )  m + «»t  ^ .  (üw  +l>iji> 


jii 


9(ei^rin  für  Phj«ik  nod  Matbfaiatfb  vsn  nawa>i|rfmr  aiul 
V.  EttiagduuMca.  Wien  IQ^U 


■    W)  #        <plos8ificpf/(p  5, 
•/  O  Sin 

AddM  mm  Ucn»  «ka  ktognii  8>v8b"ergkM  liidi  •  tMchHcMMm 
lUdiiclioBM;  • 

11.)  A''"-^i^"*p|.g«a^  •   

J  0 

X2)  /  '^«piogninfpc/ip 

^.0       •  *  ■ 

-  4  «^a«  [  log  2  -  A^V-hd^l )  -         V-=I .  (H-  ^)J, 

wo  d&a  obere  oder  untere  Zeiche»  zu  nehmen,  uod  a  — 0  oder  — 1 
SU  setieo  ist,  jtnachdem  n  gerade  oder  uugerade  ist 

Ifft  71  ~  1 ,  80  wird  — ^—  unendlich ,  allein  die  uunxe  Ketrach- 


tuog  |iibrt,dass  danh'^^ «4^.(1  4^lL^)  ^nz  m  vfwibin*' 

sigen  liit,  indem  der  Logarithiniis  für  die^e  IntegratiooKgreuzen 
li&brlmäEiDifa'^iffd.  iDUi«?«!«!  flTr  ii=rl  ^<  •  ^ 

welche  Furinel  als  Ausnahmefall  Ton  12)  zu  hetracbten  ist. 

\>rstf'Iit  m.tri  in  dif'ser  Gleichung  unter  togsiutp  nur  die 
reellen  Wertlie,  welche  es  zvvii»chea  q>=::0' und  <P— t  jedei»uiai 

erlangt,  po  verschid]ififtifc...fnvl4  em  wjird  /  ^  tp-hf^jei»  t^ihp  z=z 

ty  0 

^4«r*log2.  Dann  ist  der  von  Hill  aogegebeoe  Wertb  richtie,  Ib 
•llsD  «niilerii  Cüka  isC  er  Mäük:  .  / 


11.    Das  bestimnitf;  Integral         \o'J:H^nxpd^> ,    in  weichem 
n  eine  positive  gsnze  Zuhi  anzeigt 

Der  Werth  dieses  lotegrals  zwischen  deo  Greozea  0  und  iir 
Wird  ani-Mdktesteo  datät  dättlntiiljsttii     ^qilo^stti^ffip  hesämfnt 
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Denn  zerlegt  man  das  letztere  vod  cp=:0  bis  cp—'jr,  und  von  »= 
ia  bis  9—«,  uihI  traosforniirt  den  zweiten  Theii  durch  die  Sal>- 

«titetion  4p=«-<.9S  so  iiodet  man  sogleich  /  ^^logsin^iftps 

1  At  ^ 
-  I    9  log  »iu  91^9*  Al«o  ist  nach  13) 

14)  /'^''logsiu9rf9=:-,a(log2-2ife«V=l). 

Da  Dun  nach  dem  Begriffe  eine«  beetinunten  InfegraU  als  der 
Creme  einer  Summe  ^n  noendficli  Tieien  Elementen  offenbar 

log  sin  9^9  ^y^^^Iogsio  91(9  ist,  so  ist  femer 

16)         log  sin  ipciq>=-  Ä  ( log  2  -  2A:cV"l4). 
t/  0 

Gaoz  Dach  derselben  Ansicht  isty^^^log~8io9</9=^^'^  log  8109«^ 
Ha  nun  log--siiMp=legsin94(2X+l)«irrf,  so  StkJ^  V^xw^df^ 
^J^'^iogsinydhp+CiA.+  l)  nYZriJ'^''d:f,  folgUch 

y^^''  leg  mn<^=J^^  logsitt9<f9-:-(*iX-|>  1 

also 

y^*^iog8iniprf9=-2»[log2-2iS*i^:::ri^?^ 

Dieselben  Wertbe  haben  die  Integrale  voo  ^  bis  4ac,  von  4ig  bis 
6:r  u.  s.  f.;  demnacli  hat  man  allgemein  , 

16)  r *'^logsio<prf9=- 2ii*r [ log2-2ifer1^^1  -    +^ »1^]. 
«/  0  * 

Nun  neiftUe  man ^^'"^^^^Utg  sin  91^9  von  <p=0  bis  ^=.%tttt 

und  vooq>=2itiff  bisq»==(2iA-|'l)9r|S0  erhält  mao,da  j^'^"''^  ^  ^log8in9d!9 

''^logsin9c^  ist,  nach  16)  mid  IB) 
0 

Ii)  I  log  Sin  909 

=-(2m4^?)ir[log2--2W^^(2A+l)^^^r=ri. 

FolgUch  ist  allgemein 

18)  /***logsin9rf9 
/  o 

=-ji,r[log2«2ibirrT-?^  üzif^irzij/ 
1  imu  vi.  IS 
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indem  man  a-0  odet  =1  «u  «etaey  liat,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade 

I        I  I    I    T        -  ^  - 

III.  SuminiruDg  einer  ßcfihe  mitteht  TransformatioD  de« 

Integrals  14). 

Macht  mau  in  dem  integral  J=  /  *'^log8in9ti(p  die  Sub&titu- 

tion  ft.n<P=x,  80  gett  e«  «fcer  \i^J^^^==>  Bammnaclrdem 

-  r       ^  1   *•    P=*  1.3.5..(2i>-I) 

biDoml«cli«iLelii»itiea-**r*-l===^^  2X677^:%"^*  ' 

£a  ist  aber  J^mogxdx^   (IpHTIP'  ^ 

■Idi  Weht  i*WM*«rt,  daas  «sö-H  ioga  rar  a.=0  verschwindet, 
f's%fi^xihc=^-^^,.  Daher  virdy^'log*ite[a-*«r*-ll 

PI  \n^xdx_     I     J»^«         1         1.3... — 

ti) 


80  hat  man 
oder  nach 


« 

folglich 


oder 


iiiden,  d»f  ^  — ^■^^ 


•)  Der  Factor  2htY^—imuM  hier  verüchwiaden,  imj  ^  ^1^^*  unter 
äw  YenwMetBwig  den  WetA  —  (Jif^ft^  » 


aOe  IVerCh  ▼mtaadea  wird. 
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Velber  eine  geometilselie  Aufgabe* 

V  o  u 

dem  Herausgeben 


In  der  von  Herrn  Diiectoi   Uiimker  zu  Hamburg  heraufige- 

SUeaeD  trefflicli«ui  vierteo  Auil^e  des  Handbuchs  r  Schi  ff  * 
brts- Kunde.  Hamburg.  Im.,  welche  so  eben  erschieoen  ist, 
bat  Herr  Hofrath  *Gau8S  S.  81.  —  8.  84.  eine  schune  Auflösung  der 
rol2^nH(>n  .  mvh  von  Herrn  DUector  -Röinker  72.  aufgelOaten 
Aufgabe  gegeben: 

Aus  dfei  in  einer  und  derselben  geraden  Linie 
liegenden  Punkten  ilf,,  Af„  deren  Entfernungen  von 
einander  b <' k  a n  n t  s i  n  d ,  \v e r d  e  n  z \v  ei  andere  n» i  t  j e n  o n 
drei  Punkten  in  einer  Ebene  I  i  r  u  <■  n  <1  e  P  im  k  t  o  »S  und 
,  deren  L  utier  uuug  V ou  ei n a nder  g  1  e i  €  h  lui i»  beka  ti  n t 
ist,  gesehen,  und  In  den  Punkten  M,  if, ,  Mt  die 
nicht  übertselgenden  Winkel  SiWÄ, ,  S3I,S,,  SM^S,, 
welrhi»  die  voneinemjedenderPunkte  M,  M^,  M.^  nach 
iSund^^^  gezogenen  Gesichtsli  Dien  miteinander  ein- 
scbii essen,  gemessen.  Man  soll  die  gegenseitige  Lage 
der  fünf  Punktet,  jlf , ,  ilf,  und  S,  bestimmen. 

leb  hofle  die  von  Herrn  Hofrath  G  a  ii  !^  r^(«iyp})ene  Auflusnng  den 
Lesern  des  Archivs,  denen  wohl  nicht  allen  das  Handbuch  derSchiff- 
fabrt^-Kunde  zu  Gesiebt  kommen  dürfte,  in  einem  späteren  Heile  mit- 
theilen  zu  kikinen,  und  will  hier  nur  in  der  Kürze  zeigen,  wie  sieb 
vier  verschiedene  Auflosungen  des  vorliegenden  Problems  aus  den 
bei  Gelegenheit  einer  andern  Aufi^abe  in  der  Abbnndbmg  Archiv. 
TU.  IV.  Nr.  XLll.  von  mir  entwickelten  Gleichungen  abieiteo  lassen. 

Ich  nehme  wie  a.  a.  O.  die  serade  Linie»  in  weieher  die  dnl 
Punkte  My  M^,  liegen,  als  die  Abscissenaxe  eines  reeblwlnk- 
li^rn  Coordinatenftystems  an,  und  heKeirhne  die  bekannten  Cooidi' 
nateo  der  Punkte       Mi ,       respective  dtirch  * 

a,  0;  Ol ,0,  o,.  0: 

.die  unbekannten  Coordinaten  der  Punkte  i$  und  5,  durrb  .r,y  und 
9 1'  i^  erner  bezeichne /ich  die  180^  nicht  . übecetoigenden  Winkel 

SMS^,  SMiSif  SM^S^ 

selbst  oder  deren  Erc:rmziingen  au  180"*  jenachden  man  aieh^  um 
reqiectare  von  dem  Punkte  ^ 

Mp  if|,  * 


IM 

(Hirch  den  Punkt  zu  dem  Punkte  <!^(  /it  f^^f^trtri^eD,  nach  derselben 
Richtung,  nach  welcher  man  sich  bev\egeu  iiiuss,  um  von  dem 

EositiTen  Thelle  der  Axe  der  x  durch  den  rechten  Winkel  (:rif) 
indurch  zu  dem  {Mwitiven  Tbeile  der  Axe  der  y  zn  gelaogen ,  o<Ier 
nach  der  eDtgegengeseteten  Ricbtang  hin  bewegen  mnw,  durch 

die  bekannte  EntfemoDg  SSx  durch      und  «eise  wie  a.  a.  O. 

Dann  habe  ich  wie  a.  a.  O.  8. 993.  Nr.  35)  zwiadiett  den  Grfieeen 
e»  tf|>  e|  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

/  tt*-f r*— Mj'— p,*  +  2cot« .  ( wfj  —  m J  —  '2«m  —  'iffcot  a .        —  «*, 
3)  J  "i^'—Pi^-h^cotaj .  («p^— t7ii|)  — ^fliM—^aiCotai.rj  —  —  ö,*,  " 

\  ii*4«'— ^«1*— ri*+2cota,  .(iii>i--w,)--2a,ii--2«,cota,,ei==— i^j 

zu  denen  nun  wegen  der  bekannten  Entfernung  2e  der, Punkte  S 
und  Si  Ton  einander  die  vierte  Crleichung    .  * 

4)  V  +  V^«' 

kommt. 

Mittcl.<st  der  rlrei  ersten  Gleichungen,  wdche  in  Beziehung  auf 
die  unhekauntci)  Grössen 

vom  ersten  Grade  sind,  kann  man  auf  dem  Wege  gewolmlicber 
aigebraiaeher  Eliouoatioo  jede  drei  dieaer  vier  Gässen  durch  4ie 
vl«te  in  linearer  Form  daraiellen,  ao  daia  nan  entwedar 

5)  —Ui*— t>|*=-4  +  /^M,  aL\~i^a^=^A^^B^u,  Uj=-4,4-jB,tt ; 

oder 

oder,  wenn  der  kürze  wegen 
gesellt  wird, 

oder  endlich,  wem  der  Kiize  wegen 
gesetzt  Wird  y 

10)  i*»+i)»-i«/-r,«=i<«'+Ä*'ii!i,  u=^%^ß^tw,  9,=A\-tJt^^w 
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wo  die  sainratlicheo  durch  die  Symbole  A  uoil  ß  beitficb* 

aeten  C  oofficienten       bekannt  zu  betrachten  sind. 

Wa.*  nun  zuvorderst  die  erste  dieser  vier  Auflr»snniien  betrifft, 
ao  erhält  mau  au»  den  drei  Gleicbungeu  5)  luit  Uiiire  der  Glei- 
dmog  4)  leicht  die  Gliiclinog  > 

und  folglich  vermuge  der  üleicbung  4): 

Wit»  irian,  wenn  man  mittelst  dieser  Gleichung,  welche,  pe- 
hurig  entwickelt,  vom  dritten  (irade  ifst,  u  bestimmt  hat,  mit  I!f?Ife 
der  Gleichungen  4)  uud  'j)  auch  v,  u,,  v^,  uod  dann  mitten»!  der 
Cileichunt^en  2)  a<Mh  X,  y;  besümiiien  kaoD,  uoterliegt 

keinem  Zweifel. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  deo  GleichuDgen  6)  mit  Hülfe  der 
Gleiciiaog  4)  die  Gleichung 


_  r, {A\^^n'.,v,)^{A\±B'jV^ 
«i~  Ve^-i-A'^B'v^-{A\^B\v{)'^' 

md  fidg^ich  wegen  der  Gleichung  4); 

^y\v,{A\^rn',r,)-{A'^^n\r,)\^  _ 

woraus  idcli  nach  gehuriger  Entwickelung  zur  Bestimmung  ven 
wieder  eine  Gleichung  de.s  dritten  Grads  ergiebt.   Hat  man  mit- 
telst dieser  Gleicbiinj?  gefunden ,  so  lassen  sich  dann  mittelst  der 
Gleichungen  4)^  6;  uod  2)  auch  leicht  die  Grossen      v,  i<|  und 
t  benlininen* 
Ann  den  Gleichnngett  8)  nnd  4>  erglebi  aich 

{A\ + B\t)  (  ^%  +  JB^a« )  -  ^^e^~  U"ii-B!'^ty=^A'' + B"i, 

(,A\  4-      ( Ar>  -y-  k".i)  -  {A"^  H"t) 

•^T  Ve«^(yl  .4 

Fahrt  man  nin  dininn  Werth  ron  e  und  des  Werth 
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in  die  nicMcTiuns  7)  ein,  so  eriiilt  mao  mit  Hftlfe  der  Gteidranf; 
4)  die  Gleichung 

welche,  eehflrij?  entwickelt,  wieder  zti  einer  Gleichung  de«  dritteu 
Gndes  fuhrt.  Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichung  t  gefuodttO^ 
■o  können  mittelst  der  au«  deui  Obigen  bekannten  Foniirfii  «icn 
tfe  übrigen  imbekaDDteD  6r5«8en  ohne  SchHierigkeit  besluiiiiit 

Endlich  erhält  man  ans  den  GleichnogeD  ö),  iO)  uod  4}  die 
Gleicbupg 

oder 

14)  ^  IC  -  ( +  B"\u>)  (  A'^^  +  B^^w )  ^  « 

welche,  gehr>rif;  entwickelt,  wieder  za  eÜMT  GMdnHig  de«  dvittee 

GradeefBhrt  ^  „       .         v.       i  * 

Von  diesen  vier  Auflösungen  wollen  wir  nun  bloss  <lie  erst© 
etwas  weiter  eotwickelo.  Weoo  mao  mittelst  der  Gleichungen  3) 
die  Grusseo 

sänuutlich  durch  die  GrSwte  »  änadrfickt/ und  der  Kfae  wegen 

15)  2\^=2(a--«Jcot«cot«i+2(ni-aa)cot«iCol»j  +9(a,-«)eot««oot«, 

Zz=^— '2alia—o,)  cot  a  cot 

— 2a*  («i—    )  cotttj  cot«,  —  '2a\  (  o«  —  a)cota^cota , 

3  :=4iBt  (a-- a^)  cot«  cot«i 

44a(a,^    )oot«|eotet -|*4«!|  (n« — a)eot«»oet«/ 

— «i(«t — «)  (    +«)  cot«^— («.— «i)  (a +a|)cot«t , 
3^=2o  (ai — a» )  cot «+ 2aj  ( a»  —  rt  )  cot  «1 + 2aa  (a  —  aj  cot  , 

— (ii»— a)(«»+«)€ot«|-(ii— Ä|)(«+«i)cet«», 

3*=2(ai-o»)cat«+2(a»-«)cot«j+2(a-«i)cota» 

«etat,  80  ist 
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ff  % 

,«+.•— ,«-»,«=1+1«.  «0.-"..=  ^  +  ^«.  '•.=  ^'+ J'"? 
bm  OMgta 

U9  A=^,  Ä=  3.  ^^^^  ^^^^^  g^^^ 

wa  setzen.  '  - 

£otwidMlt  man  aber  die  Gleichung  11)  gehörige,  so  erhSit  man: 

17)  0=  A-'-(e^-^A)(e^~Al) 

4.  j  .2( f  .4 ) -  (  f 2 _  ^    B -       (  J ,  -  Äi)|ii 

+(ÄÄ,-2Ä,)Ä.ii*. 

IHe  weitere  Eatvpickelung  des  VorhergehcndeD,  hislieeeDdere 
aach  der  drei  übrigen  obigen  AuAdsm^eo»  überlasse  ich  den 
Lesern,  und  bemerke  mir  noch,  das8>  wenn  auch  allordings  im 
Vorh ersjeh enden ,  da  die  gerade  Linie,  in  welcher  <)ip  Punkte 

liegen,  als  Abscissenaxe  angenommen  Y><)rdeu  ist,  die 
Lage  der  Punkte  5  imd  S,  ge^en  diese  Linie  und  die  Pnnkte 
M,  3/0  bestinmit  worden  ist,  daraus  natürlich  Immer  auch 
leicht  eine  be{<timmung  der  Lage  der  Punkte  M,  Jlfj,  und 
der  geraden  Linie,  in  welcher  dieselben  liegen,  gegen  die  Linie 
SS.  und  die  Punkte  S  uod  Si  abgeleitet  werden  sann,  was  hier 
iNcbt  weiter  erläutert  zu  werden  braucht. 

Zum  Schiuss  erlaube  ich  mir  endlich  noch  an  dit'j<>niiren  Leser, 
welche  in  der  Schifffahrts- Kunde  erfahrener  und  bewanderter  als 
ich  sind,  die  Frajje  zu  richten,  ob  nicht  ebenso  wie  die  vorher- 
gehende Aufs^abe  auch  das  in  der  Abbandluiii;  Tbl.  l\.  Nr.  XLIL 
von  mir  aufaelöst«"  Problem  bei  der  Schifffahrt  nützliche  Anwen* 
duog  finden  knrm.  \V  eniu.'^teus  scheint  mir  diese  letztere  Aufgabe 
den  besonderen  Vortheil  darzubieten,  dass  man  bei  derselben  die 
Eatfonrang  der  Pnokte  S  and  S.  von  einander,  ttberhannt  deren 
Lage,  gar  nicht  sa  kennen  braucnt  Wenn  also  ein  Schli  bei  vn* 
verändertem  Cms  in  vier  Pntjktcn ,  deren  Entfemunp^cn  von  ein- 
aoder  durch  die  bekannten ,  auf  der  ISee  gebräuchlichen  Mittel  be- 
stimmt worden  sind,  die  Gesichtswinkel  zwischen  zwei  ihrer  Lage 
nach  ganz  vobekaimtcn  Landmarken  gemessen  hat,  so  iSsst  sieh 
aTls"  diesen  Datis  mit  Hülfe  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  immer 
die  gegenseitige  La<^e  dieser  beiden  LaodmarkeD  und  der  vier 
Oerter  des  Schiffs  bestimmen. 


lieber  einige  Integrale,  welelie  goiiio- 
metrisdie  Fanetioneii  iiiTol¥ireii. 

•Von  dem 
Herm  Doctor  O*  Schlü milch, 

PrtTatdocenten  an  der  üniveraität  zu  Jena. 


Durch  (r  — l)iiiaUge  Differenziatioo  der  Uekaontco  Gieichaogen 

y,                            .  «inCAietaii^ 
r-"«loÄ«Äs=  — V  =-  

nach  a  als  unabbNngiger  Ver&odftrltehea  bat  man  fa|g«iide  befdan 
Intograie  gefandeo*): 

1.2.3 — (w  — 1  )co8(«ArctaD^ 

0 


l*9.d....  (fi  — l)sin  (»Arctan^ 

Velche  auch  all<?emeiner  ffir  jedes  i^ehrochpne  n  gelten,  wenn 
statt  1.2. 3. ...(71  —  1)  die  Itamiuatunctioii  r{n)  setzt. 
Es  ist  dann  filr  jedes  beliebige  p : 


*)  M.  g.  hierüber  cuien  Auftals  de«  Ilerra  Uerauagebert  in  Grelle*« 
Jourual.    ThL  Vlll.  S.  140. 
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j:r-^r-««ioÄ«iiar==  f.— .(2). 

Von  diesen  Gleichungen  lassen  sich  einige  sehr  niclitiM  Anwen- 
Wo  »ur  Entdeyiau,g  anderweiter  Intugtaie  ma^^Tw»  4^ 
mr  «iDige  «pecieUe  Falle  bekannt  »ind.  


Wir  eriiMisni  iiiv8nl«f9t  an  41«  (blgeodep  j^eideo  faiekaoolea 
"^•t   <.-  - 


r. 


coax 


0  -i>^'^=aiv.>^w  ^>r>o--(*)  . 

irtkft€  iDftD  leicht  aus  den  ersten  Eigenschaften  der  Ganifliafunctio- 
nen  ableitet*).  Setzt  roao  x=zki,  wo  t  die  neue  Veründeriiclie, 
*  eine  wlUkahrliclie  Constantt  Mtntat.  vo  ergiebt  «ich  lekdtf : 


yr 


0  2r(Ai)  cos  {aic        ^  ^  ' 


von  ^%  elchen  Formeln  wir  80i|leic&  Gebmudi  roadicn  werden. 
Wild  in  der  Gleichung  XI)  4  fOr  6  gesetit,  heiderneito  mit 

—  mnitiplicirt  nnd  'danuf  nach  t  swinehen  'dnn  Gtimen  tr-QP 

integrirt,  so  «ird 

0         0  J  0  («*+<*)lP 

Man  hat  hier  aul  der  linken  8eite  einen  von  den  glücklichen  Fftl- 
Im,  in  welchen  man  beide  loteffrationen -anafilhren  kann,  wenn 
man  die  Ordnung  dersellien  nmkehrt.  Int^rirt  man  iKunUch  aMM 
nach  i;  so  ist  daa  Doppelintegral  Unka  gleich  dem  folgenden:  ' 

'1  M  .n.  den  drittCB  AlMchaitt  meiner  „Beitrilge  mr  Theetio  bei 

Ur  Integrale,"   /  ,  . 

Tkcil  VI,  13« 


I 


IM 

in  welchem  sich  die  Integration  nach  t  mit  Hülfe  der  Gleichuo 
(5)  für  k^x  und  fi>=^q  bewerkstelligen  lässt  Es  ^rgiebt  sie 
oSmlich 

m 

Hlir'kaDir  wieder  nch  :b  itttegriit  wetdeit*»  ifeim  man  ileh  «b  A 
Formel  * 


4M» 


erionert  uth!  f!  r=;>  -fy  — 1  setzt. 

Das  Inteural  (8),  d.  h.  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  >  geb( 
jetzt  in  das  folgende  Aber: 


TT 


tfi/tf)  COS  iyir  Ol* 

und  es  Ist  folcrlich  mit  Hfllf«  der  Oleichiiiig  (7)  mwli  iieideneitiser 
Division  mit  /Xp): 


l>y>0 

Hier  läs^t  sich  nun  das  Integral  links  iif  eine  andetfe»  Hei  beqnte» 
mere  Form  bringen,  wenn  man  nSmlicii 


Aretani  =  jr 


setzt   £s  l'o^  hieraus 


adj' 

<=atanar,  «<—  5—* 

>    .  coB*;v 

Man  hat  aber  auch  unmittelbar 
miHiis 

1  k.T 


a'+r    adt\  '  ' 

t  ^  t 

oder  freno  man  füi  di  den  obeii  gefimdeoeii  Werth  eetstir 
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1       _  CQg* 

Ferner  wird  för  <=roc.     —  Arctan  oe=:      noil /ür  tt:aiO',  .jras 

ArctanO=0.  Durch  Siil>stitritioii  aller  dieser  Wertiw  verschwindet 
die  CoDstaote  a  von  selbst  uud  nmii  iiudet:  . 

ein  sehr  borncrkcn^wcrthes  Resultat»  dessen  AiigAineuib^t  man* 

Durch  ein  ganz  giek^es  Verfahren  kann  man  aus  der  Glei- 
chung (2)  ein  anato^s  Resultat  ziehen.  Setzt  man  auch  hier  t  f&r 

6«  multiplicirt  mit  ~  und  integrirt  für  das  Intervall  t  =  0  his 

Durch  Umkehning  der  Integrationsordnung  wird  die  linke  «Seite 

wobei  die  Formel  (ö)  fffr  h  —  r,  /ii  —  q  in  Anwendung  gebracht 
worden  ist.  Die  noch  übrige  Integration  Ifisst  sich  wieder  nie 
lorhlo  ansfilhreo,  nad  mao  crhSIt  filr  die  link«  Mte  ^M^GMchung 
(U)  d«n  Ausdruck 

iMiB  Mch  bddflüMgw  Divisicw  mit  rjp)  die  GMdlBBg 


' '  gL/^OH  7  —  1) 


f. 


Q  /f  ^  /'(jfi)  i  (fy)  1  sin  iqn 

2>^>a 

5et£t  man  hier  wieder 

IS«* 


Afctan  «ssärv ' 

«»'erilUt  ^ha»  4iMh  gwn  die  nfiailicbeD  Reductiooen  wie  in  4.  L, 


A!l!L?^^>-« -fT--^' - '  -J ^  n  5  0  (1-2) 
J  0  tan  ■*     iX|»)r(»)     itbtifx ' 

nridiM-deiii  fn  (10)  gefundenen  aualug  ist.  Bemerkeostvertbe  spe- 
cielle  Fülle  d«r  btidcn  Gleichnoge«  (L9^  mä  12)  sind  folgeDde. 

1.)  Für  p=r2  ßteht  rechts  der  Quutieut  welcher 

durch  die  Bemerkung,  dass  r{q^l)=qriq)  tiod  Jrt2)=l  i«t,  sicb 
ani  q  reoncirt  Man  hat  aUa : 

Jfl cot  9 X cm  2bog A     *  1>«>P....(13) 

y'^ cot  ixmn  2ar<ia;=-  ,  2>^>0..;.(14) 

2)  Nimmt  man  'm  aö)  und  (12)  p  =  l,  und  b«m«At/  diM 
^Xi)=ri  ist,  so  reduciren  sich  beide  Fonnela  auf  eiD  «meiiiscliall- 
«che«  ResuitBt«  nämlich: 

,  yj«»"^'i^l=2^^.1>8>0....(15) 

,wota^.m  dadurch,  dm  man  ifrof  »idkitttiiirt.anch  »och 
<)as  folgende  ableftet; 

S)   Fürp=2— ^  erhält  man  rechts  deu  Quotienten 

ni)  1 

hekanntlwlliiet  Äbetity)rCI-9')=-  «1»  wir  dieee  Wevihe 

,  sin 
«n  aodbemerlreii,  dass  sin9Jrr^2sini^;r  cos4^  ist,  so  finden  wir 

y\ cos  (2  —  q)j;  .       aii)  ioT    ,  ^ 
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4)  Setzt  man  in  Formel  (12)  9^1»  wim  b  (10)  nicht  ge- 
«clieheD  darf«      ergicbt  ainli  fiir  jedes  .Fob.  Null  micliiedeoe  p : 

wie  auf  aodereiu  Wege  auch  Liooffilie  in  CieUe's  Jouiiial.  Bd.  1^ 

&  2^2.  gefunden  hat» 

•  ■I         t      i  t  f.  t     *      i"  I   •*  •  '»lt.!    I  ■ 

.  ! .»  .      »1  .    .     ,    !       J-'    .'.  1 1...  1  ; ,' . 

-   •  '    i^^La>*«*i  iiiiii"         ■         I      f  ..  * 

*.■ 

I .     "i  ./•..«• 
'     ■  ti      •  I«.'      f'  .:•   \,       •    •  .       •  '       .  •!  ,         ^       .     :  ♦ 

»,  .  ■      '      '  . 

4 

Vebw  fBr  den  Klenieiiiuir- Viitei> 
wMkt  IB  der  Vrltronoinetrle  Tonllirllcli 

geeignete  Methode  zur  ErlänternniT 
der  Beredmun^  der  Tafeln  der  Sinus 

und  CMinus« 

Nacii  einem  Auftatze  Aob  Herrn  Lioimet,  Professeiir 
an  College  roi^iLouis-le-Grandy  in  den  Nonvellee 
Annales  de  Math^mstiqnes.    Joinrnal  des  cindidtfto 

aox  ^coles  polytecjiiiiqae  et  normal,  r^g^  par  Ter- 
quem  et  uerono.  T.  II.  Paris.  1843.  p.  216. 

frei  bearbeitet 
.  Ten 

dem  Herausgeber^  •  , 


Wir  nehmen  Im  Folgenden  den  Bogen  x  als  positiv  und  nicht 

SrÖsser  alt»  die  Einheit  an^  was  belcanntlich  für  die  Berechnung 
er  Tafein  der  Sinus  und  Cosions  vüllig  bioreicheiid  ist,  da  man 
Ibei  derselben  bloss  von  0  bis  45**  oder  Tielmebr  von  ar=r  U  Me 

.r--0,  7853^^10  zu  oeh(-!\  branrht .  und  legeD llliaeni  BetiaelltllllgCn 

die  beiden  fol[j;enden  iü>ät2e  xum  (»runde.  ,  ^. 

Weil  unter  den  gemachten  N'oraiissetzungen  ' 


.JWD 


I 

Nlliert  DUO  x  sich  der  Noll,  so  Dfthcrt  eo«x  sich  der  Einheit, 

und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur 
w  der  Null  nahe  genug  kommen  läset.  Also  uibert  sich  der  zwi* 

t 

«eben  1  und  coe  «  Uegeodo  Biweh  fti^  um  so  melir  der  fiblielt, 

wenn  a:  sicll  der  Null  nShert ,  und  kanta  der  EiDbeit  beliebig  odi* 

gebracht  werden ,  wenn  man  onr  at  nahe  genug  bei  Null  annimmt, 
oder  die  Einheit  ist  A\f  (^rän?:«»,  ^velrhpr  dor  in  Re<}p  stehende 
Bruch  sich  bis  zu.  jedem  UBÜeiiiaeja  iiracle  nähert,  wenn  man  x 
eich  der  Null  bis  zu  jedem  beliebreeo  Grade  nähern  Ifisst 
Fenier  bt  bekaontlich  atlgemeio 

******  '  •        •  • 

siojr=2sin J^xcos^  \  . 

«nd 

coeiic=l-^5l»iö4jc', 
elfo  nach  der  Torhergehendeii  CNelchmif : 

1 )  sin       2  sin  ix  —  4»io  A^rsin  ix*, 

« 

WnUiMT 

«in^jr<j^jr,  sio^ sini jr*<^ iV-v' 

Ist,  so  Ut 

48inljcsioijr*<ijr*, 

und  folglich  nach  1) 

Setzt  man  hierin  llir  s  oadi  und  nach 

X       S:       X  T 

r  ,  ,  ■ 

'00  crbllt  «MW : 

ein^>28fn^- u.  s.  w. 
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MtfMpBeirt  wui  miD  auf  beSdeo  Seiten  der  Zevtl^  oacb  der 

.    1,  2,  2*,  2»,  ....2^1 
addirt  and  hebt  avf,  wa»  eiek  «nfhebeo  lleat;  so  erhilt  man 

ako  nach  der  Lehre  von  den  geometruchea  Prognseionen: 

>■••  t 

Ij&miI  man  jetst  n  ina  ÜDendliche  wachaen  imd  gabt  an  den  Gria^ 

aen  Aar,  ao  eiblll  aua,^  freil  §,  sieb  dar  9nW  aibert:  . 

^  t 

da  I«  '     »  •.    •  ■     ,  >|       »•.•"'   I   '»  r 

Hieraua  ergiebt  sieb 

aUo  «  *  1 

nnd  folglich  um  so  mebr 

Alao  iat  fttnar  nach  dem  Obigen ,  ine  au«  dorch  Mnltiplicatioa 
leicht  fiadet: 

und  CbIgUch  nm  ao  nlebr 


m 

also  ,     .  ' 

4 

I 

und  daher  oAcb  1) 

Setst  man  nan  hieria^Alr  x  nach  and  nach 


•o  crhilt  man 


—gl      .  »]7 

.j.         2i— -j^; 


und  folglich ,  wenn  mau  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  nach  der 
Raihe  mit 

1,  2,  2%  2*.....2»~i 

■  ■ 

mdfiplidrt,  daaa  addirt  aad  aafhebt,  was  aich  aofhehcn  ]|teat: 

8iajr<2»aia2^^J-  j  1  +  2.4- i-fJ-+....+--l?  ] 

^        2»    2"  i  ^2' ^2*  ^2"^  ^2«C*-*)i 

alsd  nacb  dar  Lahre  von  den  geometriachan  P^ograaalon^: 

1-4  » 


•     •   •       .  \  •    ?  • 

Oller 

— — 2^t:i^ 

•i"  2*  ä* 


Digitized  by  Google 


LSsst  man  ono  n  in's  Uaei^llcke  «tchflCD  and  fgtkt  m  «Im  Grii* 
leo  Ober,  so  erhftlft  mao 

oder 

Hieraus  ergisbt  «idi 
od  (olgUdi 

also,  weil  qnlsr  ilen  gemacbtmi  VoiaiiMtimgeD 

oteoiiar  eine  nsgative  Grosse  ist»  nm  so  melir 

woraus  man  f  e  rner  mittelst  des  VotliergelieiideD  durch  gewuholiche 
Multiplicatiou  leicht  erhält: 

also,  weil 

ofsninr  eine  negative  GrSsse  ist ,  um  so  mehr 

•iDjxriiijx«<|'_|!+i.^;. 

r 

nd  (olgUch 

IHüier  iät  liücii  .iier  GleicliUDg  1) 
TWl  VI.  M 
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X     X      SS  jf 

«o  erhält  laan 

sin  X  >  2  »in    -  |,  |.  ^  -  ^ . 


11.  8.  W. 


rolgllch  ,  wenn  mBD  wd  beiden  Sei«!»  der  GAeiobiicttMicke»  ueli 

der  Ueibe  mit 

.  1,  9.  2»  

iDultiplicirt,  dann  addirt.uDd  aufhebt,  was  »ich  auihebeo  lä«»t: 

..n.r>2-sin--^|l  +  ^.+  l,  +  ^+....+^^ 

.  1  i ,     1  .  1       1   .        ,      1      )  . 

A|!*o  ist  narii  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progre8i»ioneo : 

i_J_        i__L  i__L 

oder 

1  L.  i_  ' 

— > - 2i '  T:nr   + 1'  TT! - i-2fi •rnr*' ' 

2«  2«  2*  ~2» 

uiui  fulglich,  wenn  man  n  in«  Unendliche  uach(»eii  Xki^tsi  und  zu 
den,  GilnseD  abergeht : 
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4)  tiüx^x-'ise^'^jitiX^^^ff^x^, 

Ueberiiaupt  haben  wir  sdao  jetzt  die  IblgeodeD  tiriuiz%%-eiüie 
von  tAnx  gefunden: 

■ 

^x>x^}x*^ 

»In  jr<jr— f  jr»  -I- ,    ** , 

■ 

und  es  uoterliegt  keinem  Zweifel ,  wie  man  auf  dem  obigen  Wege 
noch  weiter  fortschreiten  konnte,  wa>i  s'trh,  wie  es  uns  scheint, 
SU  zweckjn&saiseo  Udbuoeen  für  die  tScbüier  bei'm  Unterrichte  be- 
mitien  iSsst  JedeDfalls  ist  aber  schon  dan  Obige  mtbr  als  hin* 
rcSchend,  um  die  Berechnung  der  Tafel  der  Sinns  zu  sei|^a..Anch 
wurden  sich  die  ol>ii:«ni  Prtmchtungen  allerflirt^s  vf rnfl'jcnieinern 
lassen,  wajs  aber  bei  ni  Elementar- Unterrichte  in  der  Trigonometrie, 
in  dessen  Interesse  der  vorliegende  Aufcialz  v  orzugsweise  geschrie* 
hen  ist, 'nicht  x^eckiniisstg  sein  wflrde»  und  deshalb  hier  so  zeigen 
unterlassen  wird.  Dessungeachtet  aber  wllide  ich  einem  die  Ver- 
allgemeinerung der  obigen  Betracbfiini»en  sieh  7.tir  Aufirabe  machen- 
den Auisatze  von  einem  andern  Verfasser  gern  einen  Platz  in  dem 
Atcbire  einr&umen,  und  edauhe  mir  daher,  die  Lcner  desselben 
anfinifofderD ,  diese  Verallgeneinerung  in  muglicbst  eleganter  Form 
IQ  geben  zti  versuchen. 
Weil  bekaootlich 

eosjtf— 1— 2Bin|jr* 

■nd 

sin}jc<4jr,  slnjor'^ljr* 

'mi,  so  ist  offenbar 

5>  cosjp>l  — Jjc^ 

« 

Weil  fomer  nach  dem  Obigen 
faä«  so  ist 

foiglicb  um  so  mehr 
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also 

daher  »ach  dem  Obigen 

Auf  ithnUche  Art  mi  nach  dem  Obigen 

also 

iiDd  folglich,  well  unter  doo  gemachton  Voraussotzungen 

oiBobw  olne  negative  GrOMO  lat,  um  so  mehr 

aleo 

2  sin  i  ^*  ^  4  jc«  -  ^  jf*  + 
Daher  ist  oach  dem  Oblgeu 

Auf  ganz  übuliche  Weise  findet  man,  weil  nach  dem  Obigea 
Ut:  ' 

umi  hat  also  fUr  coso;  jetzt  überhaupt  die  luigeodeu  Uränzwerthe: 

oosd;<l, 
cosa:>l— 

cos«  <  1  —  ^  X* -f- ^'-f  ar* , 

cos  .r  >  1  —  ^  A '  +     X '  —  y  J  ^  ar« , 

Cosa:  <,!  -  4  «•  +  ^  ar*  -  yj,,«"»  +  ^j^^^. 
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Auch  diese  Rechnungen  sind  einer  VerallgemeioeruDg  föhig,  wel- 
che zu  gp!»en  verdienstlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  auch  für 
deo  Elementar- Uoterricht,  den  wir,  wie  schon  niehrnialn  erinnert, 
b«i  dcD  obiiftD  Eatfriclwlngwi  vonaglich  im  Auge  geballt  Miep» 
von  gcringarar  B<<diiiilnng  aän  düifta. 


Ein  Paar  allgemeine  £ii'en§ehaflen 
der  Kialersclien  Intecrale  zweiter  Arl. 

Von  dem 
Herrn  Doctor  O.  Schlomilcli, 

fritataBceat—  an  4n  UaivenICftI  m' 


In  meinen  ,3«ittl9an  so  TJwniie  baatfanmler  Integrale'^  lial» 
ich  einige  neue  allgemeine  Eigenscliaften  der  sogenannten  Cramme 
funlctionen  mitgetheilt,  welche  CÖr  die  Theorie  dieser  Tr.insrfD 
denten  unp^föhr  daa  sind ,  was  das  Binomialtheoreia  für  die  Tlieune 
der  Potenz  ist  Die  fraglichen  Sfitze  eracheinen  dort  als  suecicUe 
füle  weit  mn&asenderet  Theoreme,  die  4nrcii  melirfiMslie  lntegFf> 
tionen  gewonnen  werden ;  ^ill  man  nhcr  die  letzteren  umgehen, 
Icann  man  jene  auch  nun  den  ertöten  Eigeiufchaiten  der  uüersciiai 
Integrale»  «velche  in  den  Gleichungen 

IX1)=1,  /t»)=i.2.3..,.(»-l)....(2) 


/, 


«ugffprocban  shid,  auf  folgende  aehr  einfache  Weise  ableiten. 


tu 


1. 


Wir  oehnien  untseren  Audauf  VOB  4cm  b^antttli,  tSbt  jeäm 
ungerade  /u  und  beliebige  ti  gelteadea  TbeevMM! 

Dureb  Diiemtiation  desselben  iiacb  n  ergiebt  sieb 

oder,  was  das  Nimlicbe  ist. 

Setzen  M  ir  iti  — 2m-K],  wo  nuD  m  jed^  ganae  poeitive  Zabl  be- 
deuteo  darf,  so  wird 

oos(^-fl)« 

=eoa«[l^iiii^^k^^^ 

•der  weoo  der  KOrze  wegen 

Jf.=:=l,  Jlf.  =  — j-^,    üf*  1X374  i 

genommen  vcXvA, 

ois(Ä»+l)ii==cesiirJr.-ilf.(Mo«)*+*(««to«>*-.0-.W 
'  wobei  man  aaob 

e(»"«"l)^^  +           1 )- 
coa(2iii-f-i)x=  2  * 


2aiD«s: 


aeUen  kuuntc.   Für  M=^i;f  ^  erhält  man  hieraus 
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I 

*  T  — 1  * 

Fabreo  wir  diese  Wertbe  iu  die  i^Jeichuug  ((>)  unter  der  Bemer 
jw8  ««,  das«  (t  _Tr=-l,  (4^-i7=+l,  (V  :=!)-= -1.  il». f. 
ist,  CO  ergtebt  «icn  TolgendM  reio  afgcbiaische  Theoreoi: 

•4«r  Mcb.ktMenwltecT  Di*laiM  att 

Diese  Gleicbong  woUea  wir  beideiiteits  mit  dem  Ausdrucke 


iu  ««eicbem  $i  eine  gaujs  beiieUee  lvr<M»i^  bezeichnet,  nmitipiiciren 
and  STOcbüD  den  Grioatn  jr=rsl  und  ar=»iDtegrireti.  Es  winl  »o 


U*  8*  f.  ..«.  (7) 


Abgesehen  von  den  Koeffizienten  sind  alle  lategnle  rechla  tob 

cioer  allgemeinen  t  oria ,  iiämrieh  v 
»1  * 

uDd  gehen  aus  derselben  hervor,  wenn  man  darin  1,  2,  3,  etc. 
setzt.  Das  vorltegende  Integial  ttsst  sich  auch  Id  folgauder  G««' 
■tan  daiatalleo; 
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welche  ztt  einer  eleganten  Traosfonnafion  TersnlaMmif  gi^bt  Sei 

näiuJieh  x^  —  =zx,  «o  wird  (1  + -i)  <i*=«fe»  und  wenn  x  die  Werthe 

■ao  und  I  nn^enomnif^n  fiat.  ist  r-  ac  und  r  — 1  geworden. 

Dietie  Substitutioueu  venvautleio  unser  Integrui  iu  das  foigesde 
rSei  einschere:  ' 


0  (2+x*y^'  . 

Kelches  für  z  =  (2;i:)«  in  das  folgende  übergebt: 

dtssen  Werth  nuch  Formel  (4)  ermittelt  werden  kann,  wenn  man 
a^lssir— i  und  a-f  ß=:fi4^  setzt,  xmnnM  asu-f  /3=/t(— » 
folgt  Hiemach  ist  nfto 

Setzt  man  hirrln  7?  0.  1  ,  2,  3,«.»,  so  erhält  man  der  Koihp  nach 
die  Worthe  uilier  der  Integrale,  welche  auf  der  rechten  «Seite  der 
Gleichung  (7)  stehen  uud      ist  uuu  nach  (7) 

Hier  bleibt  noch  der  Wert  Ii  der  lioken  Seite  zu  bestimmen.  Setzen 
wir  im  ersten  Integrale  ~  — i™  zweiten  x  =  i,  so  ändert  mdl 
das  letztere  oicht  wesentlich;  dagegen  wird  hn  evsteii 

und  uenn  j-  =  2C,  ar^l  geworden  ist,  hat  z  die  Werthe  0  und  1 
angeuüiumen.   Das  erste  Integral  in  (8)  wird  demnach 
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m 

Oi»  IM»  Salt»  4it  GUamB$>X!B'l  iKi^ 

nnd  da  hier  unter  bekk  n  Int(>gralzelqlien  die  n<^licbe  Differen- 
mlfoEBi«!. «lieht,,  «o  ^ieb^n  «ich  ImwiJ^  liitognüi^.Dtli^  &i(ie 


Id  da«  eioe  zasammen: 


dessen  zweite  Form  aus  fler  ersten  entsteht  ,  wenn  man  Zfihler 
und  rsenner  desseliten  mit  niu!tij>lizirt.  ^tzt  man  eodlich 

Doch  x^  =  jr  aUo  z—a^,  so  erbäkt  mao  leicht 

woUei  man  recbU  die  Formel  (4)  für  a  —  1  =  "'^a  ~  \  a+ß=/*-f4 
amvenden  kaim.  lf$D  aMt  «s=f*tj"tA ,  mitbin 

und  dies  i»<t  der  Worth  der  linken  Seite  in  der  Gleichnnir  (N). 
Sub^tituirt  mao  deo«^iben,  na  hebt  «ich  beiderseits  /'(i^-f  und 


bleibt  ,  , 


=j^[^.ni)/ti»)+8j»^}r(A-l)+5'Jf«itt)/t»»-2)+....] 

Dabei  bl|  n«i\ra)i=^.  aii^  lllirigeiiiGlie^  bi«d  t0d 

der  Foite  '  "  •  •'  • 


ans  welcher  sie  für  t?  — T  ,      ^         horrnrjchen.   Setzt  man  ,fBr 

Jf^a  und  tXn-^^i)  ihre  Wertbe,  so  i^t  dieber  Aufdruck 

umii  vi.  U« 


2ia 

 OXiXTT.CÄ)  ?       T"^'  ^ 

2 .4.  r>. . . .  (2// ) 

80  «fass  al.«»o  ^  als  pemriDsrhaftlicher  Fakfof  aWer  Gfrotlw  anf 
der  rechten  ISeite  ia  (H)  er$tcbeint  Multiplisirt  man  noc^  lieider- 

seite  mit       «o  wird  je^st^ 

» 

Yvorin  sich  eine  merltit  iltdige  Relafi«»  ailMpticlit   Eif  'lct  iÜm 
cntir  der  m  mir  gdbicMiNni  TfccoKime. 

II. 

Setzt  man  in  dem  An&ngs  citirten  Theomai?  ^-ti  (lir  ao 
«rhfilt 


= fco^-^^w^(^a^j)c-^)  ...... . 

oder  fiir  /is=:2iii-{-l  nach  beiderseitiger  Diviaion  mit  , 

^„..-(g+^y  «.,..■^('"-^%<yy';<"^-^2'e^>.-.... 

und  fpm  mao  if=sia;V^  nimdK: 
imM  wir  aar  Abkflrsnng 

WIM      (w  f  1 )  m  _(iit-t-2)(w4-i)w(?n-^^  ■ 

*»''"~2Tä~'   07475  : 


4 


uidui^cü  by  Google 


m  d«w  diu  Mge  Qktkkmfi  ilis  iiiiigMitMii  Fm^i 

aoniiumt 

MultipUsireo  «vir  jetzt  beideraeiU  mit 


worin  ^  «Im  MMbige  GrO«M  baeichnet,  und  iutegrim  iDserlialb 
(-l)"r  PI      x^'^dx  PI  1    '  rfar  n 


4f'' 


II.  fl.  (.  ....(II) 

Die  Integnle  iccbte  «fttben  ülcr  der  gtmjiminftlkhm  Form 


yM  1  iU 

«tts  der  sie  hervorffeheo,  ^venn  man  fUr  n  der  Rc^Uie  nach  0»  1» 
2,  'S,  etc.  «etst  Nehmeo  wir  oud  erstlich  x=x,  so  ist 

MhaMO  whr  aber         ,  so  wird  ^ss^^wd  sssl.;  iiat  mu 

9  «        f  .  « 


^  Werths  1  und  Q  sn0eMiiiflMii ,  «o'  M  Mtf*  s=s«o  g«- 

woideB»  fekttdi  hat  aaa 

Addirt  nao  Uem  die  GleichiiDg  (12)  uDd  bemerkt»  da«e 
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I 


das  thtm liehe  Integral  erst  von  :  — 0  bis  c^si,  liano  von 

z=z<xi  ^tMiomiiieii  wird,  i»o  erglebt  sich 

folgfich  '  ^ 

•I»  «    z    t  t        .  I 

Setzt  man  in  dem  IntesttdttfteM  i*i=i«,  -äbo  t-^sA,  aogdrt 
dai^Mlbe  iD  das  folgpnd«  fib^ :  ^ 


■t/*-^!^  t         ;  .fit. 


dessen  Werth  nach  Formel  (4) ^ gefunden  werden  Icarin,  wenn  man 
dort  a=5/*— «,^-|-ii.='^-.?»,  dXüQ^^ß—n  niqm^t  Mao  er- 
'  hält  dasD 


Führt  man  die  hieraus  für  7^=0,1;  2,  3,...  eutspriogcnden  Werthe 
in  die  Cllelchiuig  (11)  ein,  so  ergieUt  «ich 

X-Vrr  /•'"  ar^-t/x    ,        ^         «to  n 


£s  handelt  sich  nun.  noch  uni  jden  Werth  des  Integr^^  Wukn. 
Setst  maD  in  dem  ersten  Integrale  .x=zt,  so  Sndsrt  sh»  dasselbe 

nicht  wesentlich,  uimnit  man  dagegen  Im  zweiten       — >  so  wird 

dx  =  —  ^,  ■         ,  —        ^:^~x**<fcl  und  ßlr.  jp=:l,  «  =  0 

t 

•Ii-       i'i  j    '  'i  1  .  :i  ',i".< 


Die  in  (13)  zwischen  den  Parenthesen  links  stehende  iSumme  wird 
hiernach'         •       .  .    .>      .  .   ..i*      t:^-..t'      -  h  . 


uiijui^cü  by  Google 


Fflr  s«,  =  j?,  also  jipf  ar*)  geht  dieses  Intf^gr^^  {l|8f([^g9Bi]afbe^ 

demo  Werth  nadkiFbitB^l  (4)  fiir  at-j:^f,^^ 

•Isa  a==/»-^m;^l»  ß==:/»--m  fttiuiKl^  werden  Deraelbe  ist 

r>»        j  ijj*  -f  III  4 1)  /t/*— t»o  *  • 


«    .     .  ,v     ^  '  "  V-  i  ,  ;         ■  ■*       »•  I  '     '  M    ..  '.,11, 

^eut  man  d^es,  atatt  d^r.ieiogeklaiiumerten  Smiine  luif  dfel.Moken 

8elte  in  (Ij^,  nmitipluirt  (^nrauf  i>f>i(}prsf*fcT.  |ntfr  4.,t"idi  Jrttfj  ftlr 
it*,  if.,  ilfi,  etc.  ihre.;yV>rjtU^  49  l^ill^.        ,    ,      .       ■  . 

_  (w  +  l)/»   i  ( ^ - 1     ,      I  a)  (»H- l)r#i(iii-l)  /X/*-2)' 
riM       2.3      /X?^»-5i^'^         2.3.4.5  •iX^-4)~** 

woria  eich  das  zweite  der  von  mir  gefundeDen  Theoreme  ausspridlt 
Am  n.  O.  steht  »lassrlho  unter  einer  undercD  Fonn«  welche  eher 
autf  dieser  ieicht  uhgeieiletr  wi^l^f'  kann. 

Legend re  hat  nämKch  ffliier  die  Gamnjafunktionen  folgende« 
Theorem  gefunden,  welches  nachher  auf  verschiedene  Weise,  am 
«legantesten  von  Lejei«M)§||hlfct3btoieseii  wotden  ist: 

FOr  11=2  ergiebt  sich  lifnw 
"■"  /ta)iX«+*)=i'(2a)^,     '...-.•.II.  / 

.  '  "t  f  .  *.  •       •».•.•    1-  •      .    /  »  ,1 

eder   i  .  ^  •  '  .  1  ♦    v.\  «•  ♦ '  .       •  i 

/X2o)""2»«-i'/ta+4)' 

und  für  a  =  fi'~/i 


üiyuizeü  by  Google 


MUtiplijikt  BMQ  aocli  käätfmfUß  mit  ül^»-«),  M  wiid 

lX^fi-2n}  "  2»f^A  ■       -  a +4)  * 

Subt^tiliiiit  mao  die  flir  n^O,  1,  2,  3....  hieralu 
GMehnngeD  lo  Nr.  (14),  lo  gebt  dienellie  fibtt  ia 

_  rO>)     (m-f  l)m  2''/t/*- 1)   (m-|-2)(m+l)m(m-l)  2*r(^- i>) 

und  io  dieser  Form  wurde  der  j^oannte  8ats  xuent  mitgetlieilt 

8ir  iMmerken  ist  ncich  ,  dM  In  iMBÜleii  Tbeortme«  /(>m  sefai 
rnui^s  ,  wenn  keine  der  DlATorenzen  n  -1»  i^t-^^t  ctc»  JUg^Hfj  ftllO 
ihre  üamniaftinkHoo  unendticfa  weideo  soll.  .' 


LehfMti. ' 

Von  Herrn  Profennor  Friedrieh' Pronn  an  Stnttgart 

Bewef^en  sich  (Taf.  If.  Fig.  5.)  zwei  unveränderliche 
Punkte  D  uod  E  einer  Geraden  ßC  auf  zwei  eich 
sclia«ldendnn  Geraden  XJP  nnd  Tf,  eo  heeehreltit 
jeder  Pnnkt  U  der  Gerndeit  ßC  titf  Ellipee. 

Beweis. 

Man  ziehe  MF  und  Mp  panülei  mit  JKJP  und  YV ,  setae 
MD=a  und  ME=^6,  nehine  zur  Abscisaenaie  nd  FF 
anrChdinaleniiie  v4  heieiehne  den  Azemrinhel  TtäXM^  ao  ist: 


Qigitized  by  Google 


lUelfei  Dfitjbm^PMtEM,  oder-.  i9^:a=y:6; 
also:  J)p=^* 
tiktw  In  ditf  «bige  Glckboag  mMtiiirt«  giebt: 

oder 

«*3f«  +  62  X«  +  2a6  a:^  cos  tp  —  a^b^  , 

welches  die  alliremeine  Mittelpuoktsgleichunr?  der  FIIJpsp  ist. 

Zusatz.  Für  eio  reditwinldige»  (ioordieDateiisy«tem  ist 
co89  =  0j  also: 

Afimerkoog.  Auf  diesen  Satz  grOndet  sich  die  bekandte  Veneicb^ 
mtngsart  einer  Ellipse  mittelst  des  EllipsegrapWttf 
m  veiiDilftdflt  «iDM  PapimMfeMi 


Heft  Catalati  hat  der  societe  philomatiqüe  de  Paris  die  fol' 
genden  SStze  von  den  periodischen  Kettenbrucben  ohne  üenei«« 

1)  8t  1  OD  repr^seote  par  la  taleur  qüe  Ton  ohtteot  qttand 
M  linite  I»  ftadSon  colittntie  »  aus  si  pmiMfea  pdriodaa^  od  m 


■ 

^  dM  la  tMte  ^qldlnüoite  ä     ,     ^1  ^  tddillte  pidcdiilgL 

9  aotiiiielbcdan  Mdüetibta,^»  jN  M  ^^^j^/^i 

•miMl  «an  fiaedoo  ia^dadlUa. 

3)  Ctnamo  oli  paiit  oappooar     iddaiC  h  aa  pina  irfmple  ai 

preaalcNi  ^  >  y«  eat  nae  tddnite  da  la  fiacttan  cantiBaai 

R  S 


m 

<  •  _  _MS'~  iifs:_i'  p  , 


donc  la  difS^ffcnce  entre  9^—1  et      dimime  Ind^ioliMiit  loraqve 

5)  Les  deoomiDateurs  12%      soiit  divisibles  par  douc 


— -»   -  -    —  — —  —  n  —  r    '  •  rf  f~ 

rare  constitiii  therniometra  nostra  iil>i  nunctom  con- 
celationis  ü  et  gradas  coqiieotis  aquae  lUO,  et  hoc  pro 
nybernncnlialiortt;  st  his  ridsnetns  esses,  certua  auni 
aüod  arridtt.rat    Mithin  würde  die  Fest^lnag:  der  jhimflwrt^ 


BericJitigangeii« 


M    :     i  1       rar  den  fünften  Thea     '      /     '  .  ' 

8.   75.  Z.  18.  ist  zwischen  den  Worten    deren  Mittelpunict^ 
.  und  f/iü  4:eT  V^rticafe/'  die  Pi^reothe«»  ejoni- 
,        ,     ■    iiclielteii:  (mit  einer  l(iei DSD.  Ver pa« Iii t«ei - 

guns:  von  faUcbatens^^. 

—  329.  —   Ö.  I.  M  statt  7i.  ' 

—  381.  ~  28w  1.  jvResitltate.coBTf  rgenter**  etait  y,iiiirieli- 

tigen  Werthe  der**' 

490.  —   5.  in  der  zweiten  Gleichung  streiche  man  da»  MintWx 
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Oeoaietrlscher  Beweis  des  Satzest  dass 
Jeder  all^ebratoeli€»  CMeiehiiBV  wM 
Einer  llnbekaiuiteii  durch  einen  eom-> 
plexen  Wortii  dieser  Vnbeluiimtai 
CJenUse  geleistet  wenden  Umm. 

Von 

Herrn  Doctor  T.  Wittstein. 

TO  UaonoTcr. 


L 

Wie  8org(Ultig  tnao  auch  darauf  bedacht  sei»  mag,  alle  Begriffe 
von  Ranm  und  Ausdehnung,  als  der  Geemetrie  ai^eliQrig,  ans  der 
ftbstracten  A^thmetik  fern  zu  halten,  so  kann  doch  die  eine  That- 
fache  Dicht  hinweg  gel.'iugnet  t^-erden .  dass  man  den  Inhpfjriff  der 
teeUen  Zahlen  sich  stets  Unter  dem  Bilde  einer  geraden  nach  bei 
den  Seiten  iiiilief(NOBten  Linie  vorstellt.  Dieses  Bild  ist  das  notli. 
wentÜLo  Ergebniss  desjenigen  psychologischen  Vorgssses,  welcher 
die  Zahlen  entstehen  läsest,  und  es  bildet,  wenn  aucn  mehr  oder 
weniger  unbewusst,  die  Grundla£?e  alier  arithmetischen  Betrachtun- 
gen. Zuerst  stellen  sich  die  ganzen  Zahlen  dar  als  eine  Reihe 
IqaidlstBnter  Punkte;  ein  beliebiger  dieser  Punkte  ^trd  als  Nidl- 
mrokt  angesehen,  und  von  ihm  ausgehend  entwickeln  sich  nach 
der  einen  Seite  die  positiven,  nach  der  anderen  die  negativen 
ganzen  Zahlen«  beide  ins  Unbegrenzte.  Durch  äquidistaote  Inter- 
polirungen  swiscbeii  je  sirei  benaebbarteo  Punkten  vermittelst  neuer 
Pankte  gelangt  man  nir  Darstellung  der  Brüche,  sowohl  der 
positiven  als  der  negativen;  und  der  Begriff  der  irrationalen. 
Zahlen  führt  endlich  dahin,  die  disrontinulrlirhe  Puokteoreihe  in 
eine  continuirliche  Linie*^  iibergeheu  zu  Diacbeii. 

Die  AfiAinelik  Ist  also  nichts  wswger  aU  eine  WltMwriinll,  ile 

si(h  aiiifschliessUch  mit  discretcn  Gröstcn  be«ch&flügt«  welche 
•ockwidrise  Ansicht  man  noch  inuaer  von  Lohrh«ch  sh  L«brbiic|i 
wandern  naht. 

ThcU  \X  1& 
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|{<  i  (lipser  Ansicht  ilcr  Sarhe  n  firde  man  föglich  von  einer 
Arithmt'tik  von  £iner  Dimeusioii  —  analoö;  der  Geom<»trie  von  Ei- 
ner Dimension  —  reden  und  darunter  die  Arithmetik  der  reellen 
Zahlen  ▼erstebeD  dürfeii*);  es  bliebe  nur  oocb  fibrig  sii  leigeo, 
doM  es  auch  eine  Arithmetik  von  mehr  als  Einer  Dimeneion  gebe. 
Das«  und  wie  dies  aUer  ge^tcheheti  kSnoey  davon  noU  hier  ianäcb«t 
io  der  Kürze  gehandelt  werden**). 

2. 

Durch  dieienige  gerade  Ünie,  ivelche  als  bildliche  Darstellung 

der  reellen  Zanku  aiigesolien  «erden  kann  und  dosslialb  die  Achse 
der  reell  on  Zahlen  heisren  mai?,  werde  eine  Ebene  Iilndiirch. 
ffdkigt,  uini  es  werde  die  Aufgabe  g<^eUt,  Zahleoformen  anzuge« 
nen.  welche  die  Lage  belieDiger  JPnnIcte  dieser  Ebene  in  einer 
solchen  Weise  ausdrücken,  dass  darunter  die  Festlemin^  von 
PuiiLtei)  in  der  pr^nanntpM  Atbse  durch  reelle  Zahlen  ab  ein  he* 
sonderer  Fall  Uegriflen  ist. 

Es  sei  A  der  Nullpunkt  in  der  Achse  der  reellen  Zahlen  und 
S  ein  beliebiger  anderer  Punkt  der  Ebene.  Die  Lage  des  Punkts 
B  gego?!  J  alltMTj  wird  bestimmt  sein  durch  Angabe  der  grrn(?Ii 
rillten  Eutl'ernung  AH,  und  diese  ist  stets,  unter  Voraussetzung 
einer  gegebenen  Lüngeneinheit ,  einer  positiven  Zahl  gleich, 
oder  vieGnehr  einer  Zahl,  der  kein  VoraeiGhen  ae^eben  werden 
darf.  Die  Lage  der  geraden  Linie  AB  aber  wircl  in  der  Ebene 
hestinunt  durrh  Aniraoe  desjenigen  positivffi  oder  negativen  Win- 
kels, welcher  durch  eine  Drehung,  die  aus  der  positiven  Richtung 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  in  die  Richtung  AB  fiberfiihrt,  be- 
schrieben wird;  und  dieser  Winkel  kann  immer  durch  einen  posi- 
tiven oder  negativen  Kreisbogen  -  <t»  zur  Darstplliini;  gebracht 
werden,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte  A  mit  einem  der  Lfingen- 
ciuheit  gleichen  Halbmesser  bescnrieben  und  von  dem  Punkte  ^  1 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  bis  dahin  gerechnet  wird^  wo  ihn 
die  Linie  AB  schneidet.  —  Die  beiden  Elemente  (>>  und  7  zusam- 
mengenommen müssen  mithin  das  Zahlzeichen »  welches  die  Lage 
des  Punktes  Ii  in  der  Ebene  festlegt,  bilden.  Ausserdem  ist  be- 
kannte  das«  lilr  ^=0  sich  dieses,  Zahbeichcn  unter  der  Form 
-f^s=^*-|-i»  ^  f  unter  der  Form  -"^=«.»«—1  dasstel' 
len  muss. 

Mau  proiicire  den  l^unkt  B  aaf  die  Achse  der  reellen  Zahlen 
durch  ein  Perpendikel  BC,  welches  die  letztere  in  C  trifft,  und 

^^^^^^^^^^^^^^^^  ^ 

e)  E«  rmeAimt  beacklet  sn  Verden,  dau  ilic  ArUbmetnc  ven  Kiocr 
Dimenaion  einen  no  n!iR«f;rordentlicheii  l'nirunrr  besitzt,  irnhrend 
die  Geometrie  von  Kincr  i>imension  sich  mit  sehr  wenigen  Worten 
erledigen  liMt. 

Man  verg^lcichr  Tiirniit  die  srhatslNire  Behandlnng  desselben  Ge- 

£;nstandes  von  Herrn  Bat la  uff»  Bd.  V.S.  280-*886  des  Archivs, 
e  dem  Terf.  erst  sn  Getleht  kam,  als  das  Nachstehende  bereits 
niedergeschrieben  war.  Es  ist  so  verwundern,  dass  nach  der  so 
vortrfffliclipn  DarÄteliun)?  Ton  Gauss  in  den  Gßttinper  pcl.  Am. 
von  1^1,  64  ätuck,  die  billig  von  keinem  Matliemalikcr  ungelesen 
Meibea  lelüe,  «eenne— Faid  nieht  edwireiteei 
ist. 
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betrachte  die  LiDienverbindung  ACB  als  Festlegung  des  i^ankte» 

B.  Der  Piinlct  C  in  der  Achse  <1er  reoUcn  ZahJon  wird  «odann 
festgelegt  werden  durch  die  Zahl  (^cost^p,  welche  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  je  nachdem  eo8  9>  das  Zeichen  ^  oder  —  hat;  der  Punkt 
B  in  Bez^fif  auf  C  wird  festgelegt  werden  dnrcli  die  Zahl  qt^m^^, 
po-sittT  (i(!rr  ncirnth  ,  je  nachdem  sin  ^  os  ist.  l?<voi(  hnet  man  imn 
luit  4:1  diejeniiie  Kinlieit,  welche,  an  Grösse  gleich  der  Einheit 
^1  io  der  Achse  der  reellen  Zahlen,  unter  rechtem  Winkel  gegen 
fiese  Aebfie  gf«riehtet  ist^  und  «immt  man  zugleleb  da«  AddKitfii»> 
seichen  in  derjenigen  enveiterten  Bedeutung,  dass  es  auch  nnt  die 
rechtwinklitre  ZosaTnmenfigQiig  sweiar  geraden  Linten  anegedelmt» 
wird,  so  erhält  man  ,  .  ^ 

als  allgemeinen  Zeichen  derjenigen  Zahlen ,  welche  die  Lage  aller 
Pnnkfo  dvv  argcbenen  Fl)ene  in  Bezug  auf  die  gegebene  Achse 
und  den  gegebenen  Anraogspunkt  repräaentiren.  . 

>  • 

Wir  nennen  Jede  ZabI  Ton  der  Form  (»(cos^-f-tsin^ )  nach 
Onuss  eine  comp lexe  Zahl.   In  denjenigen  tiesondem  Ffillen, 

in  welchen  f — 0  inWr  gleich  rinom  Viellachen  von  +t  ist.  rfdn- 
.cirt  sich  die  coniplexe  Zahl  aul  eine  reell  eZuhl;  in  allen  übrigen 
Fällen  dagegen,  in  denen  (f  irgend  einen  andern  W^erth  hat,  hcisst 
flie  eine  imaginäre  Zahl. 

Jede  reelle  Zahl  tritt  demnach  unter  der  Form  (> .  _{  1  auf,  und 
da  man  hier  gewohnt  ist,  den  Factor  (>  den  absoluten  Zahl» 
Werth  der  Zahl  zu  nennen,  so  könnte  man  nach  dieser  Analogie 
TdUig  allgemein  den  Factor  ^  der  complexen  Zahl  ^(cos^-f-tsin^.) 
als  uen  absoluten  Zablwerth  der  com plexen  Zahl  anse- 
hen; der  andere  Factor  cos f  t sin würde  sodann,  glei'  fjriHs 
nach  Analogie  des  Factors  J_  1  bei  den  reellen  Zahlen,  die  K  i  c  h- 
tung  angeben,  nach  welcher  hin  der  absolute  Zahlwenh  constnilrt 
werden  soll.  Gebrauchlicher  ist  es,  den  Factor  q  mit  dem  Namen 
des  "Mo  du  Iiis  der  conqdexen  Zahl  zu  belegen;  für  reelle  Zahlen 
fallt  <ler  .Modultis  mit  dem  absoluten  Zahlwerthe  zusammen. 

Es  bedarf  iiauin  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl 
f  (co89+t8iu9^)  anch  unter  der  Form  a-^io  darj^stellt  werden 
nnn,  indem  man  «etat 

Wir  werden  jedoch  hier  von  dieser  letztem  Form  keinen  Gebrauch 
machen,  wed  sie  un«  weniger  die  Natur  der  complexen  Zahlen 
anacnsprechen  scheint,  indem  sie  Zahlwerth  und  Richtung  nicht 

getrennt  borvortroton  F:isv^t.  Ks  ist  fibricrns  leiclit,  von  der  ietetero 
l^oim  SU  der  erstem  zurückzukehren,. indem  mau  hat: 

WO  die  Wnraei,  VÖM^*      |H»aitiv  sa  nehmen  ist. 
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Ueber  die  Ausfähruns  der  arithmetischen  Operati »men  in  der 
Ebene  der  conplexeD  ZahleD  muMi  hier  ^iachateheodeii  beiii«lEt 

nerdeu. 

1.  Was  maD  unter  der  Addition  eanpIffKer >ZahfM  an  ver- 

«teheo  habe,  liegt  schon  theil weise  in  der  oben  entwickelten  Defi- 
nition 'liener  Zahlen  auK£^esnrochen  ;  man  wird  n&mlich  das  Zeichen 
der  A«J(Ulion  nicht  nur  für  die  Verbindung  zweier  Zahlen  in  det- 
selben  oder  in  «otgeffengesetiter  Richtung,  sondern  fllNwlianpt  Air 
thre  VerbiadilDC  iii  jeder  beliebigen  Riehtniig  in  der  Ebene  der 
complexen  Zahlen  zu  gehrauchen  haben,  so  dass,  Ton  d^m  Her 
einen  Zahl  entsprechenden  Pnnkte  der  Ebene  anstehend,  die  zweite 
ebenso  iu  Hinsicht  auf  Grü,si30  und  Richtung  cou%ttruirt  wird,  wie 
sie  vom  Anfangspunkte  A  aus  construirt  sein  wurde.  Man  kum 
demnach,  wenn  z.B.  ß  und  B'  zwei  Punkte  derfibeoe  beseichoci^ 
deren  Lage  fe»p,  durch  die  complexen  Zahlen 

(co«^-|-lsiB^)  and  ^^(coa^'-f^tsio^O 

repräsentirt  wird ,  zur  Aullindung  desjenigen  Punktes  C  der  Cben^ 
dem  die  Summe 

f  (  cos  y +£ain    4-^' (coay* +i*ain  »') 

entspricht,  dadurch  gelangen,  dass  man  durch  B  eine  der  AB^ 

sietche  and  mit  ihr  libereinstimmend  parallele  Linie  BC  zieht 

Wie  hiprntTS  der  Satz  folgt,  dass  die  Onlnun^  der  zu  addÜrenden 
Zahlen  in  Hinsicht  auf  ihre  Suiume  deichgültig  ist,  und  wie  hieran 
die  Addition  von  mehr  als  zwei  Zahlen  sich  koOpft,  leuchtet  Ton 
selbst  «oio. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  der  Summe  sweisr  eomploseu 
Zahlen,  au  erhalten«  bezeichne  man  mit 

JP(cos^-i-«siD^) 
die  gesuchte  Summe;  alsdann  ist 

p  cos  tf  CO» 

.  f  siny-f-e^sjny' 

^^P*  +  (»'«  +  2f(»'co«(f-.y')' 

Fftr         muraadelt  sich  die  Summe  lo 

tat  ^'»9*f « io 
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2.    Von  der  Suhtraction  zu  rtMl«»?i  ist  überflü»t«iig,  «eil  die- 
selb«  durch  UmkekruDg  de«  Vorzeicheui»  vom  ätibtraheiid^  d.  h. 
dvch  VcrgritoMtinig  smner  Winlwlialil  am       oder eio ungerade»- 
VMIaches  von  :f »        iram^  in  eine  Addition  verwandeln  lässt 

3  Die  M u  1 1 i p Ii c a t  i  o M  oom|>!<»xer  Zahlen  erledigt  »ich 
gleichfalls  einfach,  tndeni  man  ihren  Begriff  dahin  hestimmt,  das« 
mit  dem  einen  Factor  in  der  Ebene  der  complexen  Zahloi  eben  ao 
optrirt  werden  solle,  wie  der  andere Faetor  M  der  poritiven  red- 
Im  BittMt  -f  1  bcrvwgbg.  Sind  «Im 

^(co8y-f  isioy)  und  ^(coBf'-^imaf*) 

die  gesehenen  Fsctoreo,  so  tonn  man  sich  den  letztem  neck  f.  % 
dadurch  aus  der  Einheit  +1  entstanden  denken,  dass  man  diese 
Einheit,  welche  von  dem  Anfangspunkte  A  aus  durch  einen  ent- 
«precheudeo  Abschnitt  auf  der  positiven  Seite  der  Achse  der  reel- 
len Zahlen  dargestellt  wird,  um  den  Winkel  9'  drekete  nod  zu- 
fjbMt  in  dem  Verhältnisse  1 :  g*  grOsaer  werden  Hess ;  verfahrt 
man  eben  so  mit  dem  ersten  Factor ,  so  geht  der  Winkel  ff  liHer 
in  f-^tp',  der  Moduliu^  g  ah<  r  in  q^'.  Man  erhält  mithin  als  ana- 
lytischen Ausdruck  des  Products 

«(caay -I- iain 9 ) . ( cos f  lain 9') = ^^'(ceaf +f'+iBiny+V). 

Dasselbe  Resnltal  ^rdida  aaek  kel  Verlaaacknag  der  Faetoian  er* 
aekieoen  sein. 

4.  Sollte  das  Product  ^1  werden,  so  würde  man  nor  nCthig 
gehakt  kaben,  «'='^  und  ^'=-«9  an  setaea;  daraus  folgt  aber« 
dian  man  jedeneit  k^ 

—7-  —  ~~  ^  ( CM—9'^iein— 

Mit  Hülfe  dieser  Gleirhnns^,  die  den  rerlproken  "Wertli  von  einer 
gegebenen  complexen  Zahl  tinden  lehrt,  las.st  sich  stets  die  Divi- 
sion erledigeD,  indem  durch  Multipiication  des  Dividenden  mit 
dem  leciDroken  Wertke  dea  DWIaora  der  Qootlent  erkalten  wird. 

5.  Das  P.oienziren«  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Ex 
ponent  eine  ])ositive  oder  negative  stanze  Zahl  ist,  lässt  sich  leicht 
an  da«  Multipliciren  knüpfen;  denu  durch  die  Anuahiue  mehrerer 
^tchea  Factoren,  deren  Anzahl  =11. sei,  erhält  man 

|p(eoaf-|-lain7)^"==  ^(coa  ii^-f  I  ain  li^  t 

woraus  sogleich  vermittelst  der  bekannten  Bedeutong  eines  nega- 
liven  Exponenten  folgt:  ,        .  *  - 


I  p  ( cos  9  +  i  sin  y)  I  ^    f-»  (cos  —     + 1  ein  —  Wf)* 

Verfolg  man  dieaucoaaslfnttPelannen.  indem  man  if  =rl«9;3«*.  aetat, 
Ist  der&bene  der  eemplexcn  Zahlen,  so  Ist  nicht  eck  wer  an  arkaBnen, 


m 

dil86  die  ihnen  corresponilirpiulon  Punkte  einer  logarltlillliseheo 
Spirale  atigehOreo,  deren  Gleichung  ist 

ueiiii  T  den  Radius  vector,  u  denseo  £loflgatiou  vao  der  Achse« 
Bod  k  ciiio  GoB«rtaBte  bnticlinel  Aber  diese  Coantiate,  wmä  mik 

ibr  dUe  Curve,  ist  durch  jene  Punkt(>  ullein  noch  nicht  bestiMil; 
denn  so  ^\'u•  tlie  ^ogebene  coraplexe  Zahl  sich  invht  Sndert.  werm 
man  in  ihr  den  VViiikel  </  um  2:r  oder  ein  Vielfaches  von  '2 fr  sich 
ändern  lässt»  so  kann  auch  die  Cunre,  um  vuu  jedem  der  eiuzel- 
DeD  Pinikte  zu  dem  ntchetfolgenden  zu  gelangen,  suvor  eine  oder 
mehrere  volle  Umwindungen  machen,  während  noch  immer  alle 
die  begebenen  Punkte  in  ihr  enthalten  sind.  Diese  Bemerknn?  Ist 
dessnalb  von  W  ichtigkeit,  weil  darau»  die  Vielförmigkeit  derjeni- 
fBn  Patenieo  einer  complexen  Zalü,  deren  Exponenten  nlisht  game 
Zahlen  sind,  hervorgeht;  nur  i'ür  q  =  1  lallt  dieses  Bild  «reg,  wcU 
alsdann  die  lo|raritbuilsebe  Spirale  zu  eineni  Kreiso  dotrenerirf. 

Setzt  man  a>-~.i)  oder  so  verwandelt  sich  die  iSpirale 

in  die  positive  ILiIfte  der  Achse  der  reellen  Zahlen;  oder  man 
Icaon  auch  die  Sache  so  ansehen,  Sie  ob  die  l*udrte.  der  Siiltale, 
die  als  Spirale  bestehen  bleibt  um  je  2  t  aus  einander  liegen. 
Setzt  man  aber  tp—rr,  ko  haben  die  Punkte  der  Spirale  einen  Ab- 
stand von  je  71,  und  liegen  abwechselnd  in  der  positiven  and  ne- 

Sttven  Hälfte  der  Achse  der  reellen  Zahlen ,  womit  eine  Deuting 
rjen^a  Emcheloung  gegeben  ist,  dass  die  suoeeseiren  Poles- 
sen einer  negativen  Zahl  abwechselnd  positiv  und  negativ  werden. 

6.  In  l&ziisr  auf  das  Warzelausziehen  ergiK  sich  durch 
Umkehruug  sogleich 

l  ^^(co69-f  is\uq>)  I  |tt  — ^«(cos  ^  +  i*sin-^), 

m  (nach  0 an  e b  y)  durch  die  doppelten  Klammem. die  Mehtfönnlg- 

keit  des  Ausdrucks  angezei^  weraen  soll.  Die  geliehene  CMUplexe 
7j:\h\  ändert  sich  nandich  nicht,  wenn  man  den  AVinkel  9»  um  2ii 
oder  ein  Vieliaches  von  2it  ändert,  während  diese  Aeodenmg  nicht 

nur  auf      sondern  im  Allgemeinen  auch  auf  cos^  und  sin  ^  TOO 

Binfluss  ist.  Die  Anzahl  der  Wertte,  deren  demnach  dieser  Auf- 
druck föhig  ist  .  betrügt  /?,  und  bezerrhnot  Tnaii  mit  r^,,  irp;end  einen 
derjenigen  Wcrthe ,  die  der  Winkel  9  annehmen  kann  ( z.  B.  den 
kleinsten  noi^itiven),  so  entmrecben  den  n  Wurzeln  der  Zahl 
f (coe^-ffsiny)  die  Winkel 

■~~»      ■  ■  ■  ■ ,        — , . . .  •  — •  \ 


Die  7t  Wurzeln  liegen  mithin  gleichlurmig  vertheilt  aul  der  Periphe- 

rie  eines  Kreises  vom  Ualbmeaser  f*,  in  Aliständen  von  je 

ven  einaaderl  Jede. dieser  Wurzeln  liefert,  Eur  Potenz  n  erhoben, 
die  ge^aheM  eomflatoi&ahl  wieder;  aber  die  higariHiiiiiniifniSpfr 
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raleo,  welche  diesen  einzelnen  PutenzirutiL^ei»  eoUprecUeu,  sind 
sämmtlich  vou  eiiiauder  verschiedeo  (au^sgeuumuieo  u euu  Q~i  ist), 
ttbH  ühi  de  ciraelne  Punkte  mit  dnaoder  gemein  haben  kOnneo. 

Wie  man  hieraus  auf  beliebige  Bruch -  Exponenten ,  deren  Zäh- 
ler nicht  Eins  weiter  schli essen,  und  wie  femer  hierunter  die 
\Vur;&eln  aus  reelleA  2aMea>  und  inabesondre  die  Wurzeh)  aus 
der  piMiitiTen  und  negativen  reellen  Einheit  miHN^iffeDsind,  leuch- 
tet von  selh«t.cin.  Als  ein  Fall,  der  fiir  Mch  Anfmetknarnkflit  Yer- 
dinot,  nüMg«  nur  noch  erwähnt  werden 

((-l))*=±t% 

indm  htonns  die  IdentiOt  dift  MOmui  t  alt  hervorgeht, 
iBMlBm  vmm,  wie  gewOhnlidi,  ir=T  ele  dra  poettiven  IVertii  von 

((-!))*  d^finlrt 


♦ 

Mach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wb  uns  m  Sache  «ettist, 
eHmÜffh  m  dem  Beweise  des  Satzes: 

Da  SS  jeder  algebraischen  Gleichung  mit'Finer 
Unbekannten  durch  einen  coroplexen  Werth  die- 
ser Unbekannten  Genüge  geleistet  werden  kann. 
Wir  weiden  dabei  einen  Weg  einschlagen,  der  im  Weseitli- 
chen  zuerst  von  Canrhy  befolgt  worden  ist,  werde«  aber,  was 
Cauchy  niclif  *r<  ffian  }i;tt  .  dru  Bouois  so^ileich  auf  die  oben  con- 
fitruirte  Ebene  dti  cumpleiiLeu  Zalileu  übertragen  und  dueteibst  zu 
Ende  hrin^o. 
Es  sei 

die  gegebene  Gleicbniig,  wofilr  wir  zur  Ahlctonng  schrelheo  wollen 

so  soll  nnchgewiesen  weiden ,  da88  sich  ein  complexer  Werth  (Ur 

«P  muss  angeben  lassen,  welcher  der  ße<lingun£;  f(.t)^  0  (Icnü'jo 
leustet.  Die  C\»eflicienten  r/,, a,,...««  dürfen  dabei  reelle  oder  auch 
selltöt  compiex«  Zahiei)  sein.   Man  setze 

<a?=r(cosf'|-isin<), 

SU  wird  udch  §  4.  flä)  unter  der  Forni 

dargestellt  werden  können,  wO  U  und  T  Functionen  vun  r  und  t 
sbd;  und  wenn  sich  nachweisen  l8s«t,  dass  r  jmä  t  immer  so  ge- 
wifalt  werden  kfinoeo ,  dass  man  hat 
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(wobei  der  Werth  von  T  ^tpi<'h'j:ii!tT!]r  ist),  so  ist  das  Verlangte 
bewiesen  j  denn  Uiei^e  (ileiciiuug  hat  unmittelbar  die  Gleicbuog 
f  (x)  =0  sor  Folge. 

Aber  aus  der  BeschafTenbeit  der  Function  f(x)  j^bt  hervor, 
dass  man  für  r  =  (X)  auch  habe  R—aOf  und  dass  für  endliche  Wer- 
tbe  TOD  r  auch  R  endlich  bleibe  ^  und  da  ausserdem  der  Modulus 
R  seloer  Natur  nach  nar  po«itiT  s^nf  kann ,  so  firigt,  dass  derselbe 
mindestens  einen  Melnsten  Werth  hej$itzen  müsse,  der  zu  bestimm- 
ten Wertben  Ton  r  iim!  (  gebort.   Wenn  sich  nun  beweisen  Irisst: 
Dass,   welchen    von  Null  verschiedenen  Werth 
des  Moduluä  von         man  auch  iür  niilikübrliche 
^Annahmen  von  r  und  lerhalten  habe,  dennoeh  im- 
mer durch  entsprechende  Aenderunften  Ton  r  und 
f  ei  n  neuer  Modulus  von /'fxj,  der  A/etJitr  int  «als 
der  vorige,  erhalten  werden  kann: 
so  folgt  daraus  unmittelbar,  dass  jener  sotlnreiidig  vorhandene 
kleinste  Werth  des  Mudutus  von  fCJB)  nur  =0  smn  kann,  dass 
mithin  die  ihm  z«gohririt;en  Werthe  von  r  und  t  die  Cfleichan|( 
R  —  Q,  und  folelioh  au<  Ii  die  (ileichnng  /"(a?) ~0  hcfriediifen,  womit 
sodaoü  der  iu  Frage  btcheude  6aU  bewiesen  sein  würde.  v 


& 

Zum  Beweise  desjenigen  Uülfsi^atzes ,  auf  welchen  so  eben 
dbr  Beweis  des  vorgelegten  Satzes  surückgefOhrt  wordep  ist,  werde 
ai^gsoommeo,  man  habe  durch  die  Substitution 

srUttn: 

/l[;r)=ii^(co8  J-l-isinr)«  : 

wo  R  Dicht  =0  sei.  Ferner  durch  den  Uebergaog  des  in 
j;,  =dp-fA,  wo 

A     (  cos  6  4- isin6  ) , 

«Ute  man: 

'  /la:i)=Äacosr,+<8lnr,), 

so  ist  nachaniveisen,  dass  9  <md  0  immer  so  gevrShIt  werdsD 
können,  dass, man  bat: 

■ 

Die  Entffrickelnngvon/(jri)==/(«-|-A)  nachPotenaen  von  h  gibt: 

f{xj  —fix)      A  +  6,Ä»  4^ ....  4^ /i«  , 

wü  die  Coefficienten  6,,  6^,....  im  Aligemeinen  csnqpieze  /aiitf 
•ein  werden  5  s.  B* 
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Voo  diesen  Coefficieoten  künoeD  aber  auch  einzelne  -=0  erden, 
uid  wenn  man  desshalb  der  Allgemeinheit  wegen  auDimmt ,  ea  6ei 
kmk'*  dtm  «nte  stehcD  bldbcode  Glied,  «o  liat  man: 

und  hierin  uberall  die  complexen  Werthe  au  die  Stejle  setzend: 
iB.  (cos  7^1 -fisin  J,>=3i2(c4M  T-f  <8iii  7) 

+  Tm+ie'^  1  ( «OS  y»+ 1  +  (»1+1)0  4^  i 610  »»iiM^i  +(m»  +  1)ö) 


-i- (  COS  116 -f  * 'BIO 't^)» 

Die  Summe«  welche  durch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
dtfgvsteHt  wlfd,'C«Mi8tniire  man  nun  io  der  Ebene  der  comple^eo 
Zahlen  nacli  dsD  früher  (§.  4.)  entwickelten  Regeln  der  Adfdition. 

Man  lege  zu  dem  Ende  von  dem  Anf;ini*spnrikte  A  der  Achse  der 
reellen  Zahlen  eine  Linie  AB  =  li  unter  einem  Winkel  -=T  gej^en 
die  positive  Richtung  dieser  Achse;  von  B  aus  eine  Linie 
BC=Tm9^  unter  einem  Winkel  =<fm-\'f»B  gegen  eine  dardi  B 

Siegte  Parallele  zu  der  positiven  Richtun?  der  Achse  der  reellen 
hlen:  von  C  aus  eine  Linie  Cn  —  rm-^\a'^'^^  unter  einem  Win 
kel  =  9w»-+ri  4-('»+l)ö,  u.  s.  w.  Gelangt  man  aul  diese  Weise  zuletzt 
n  eipein  Punkte  M  der  J^beiie.  0Q  iat.die  gerade  Luie  AM^i^i» 
nd  der  Winkel,,  den  sie  i9i£  der  poeitiTeo  Richtnng  der  Jf^äbam 
eiB6chlies8t,  =  Ty  . 

Damit  pu^  aber,  nie  verlangt  wird,  Ry^R  werdit»  kiioo  man 
Aber  die  Grössen  q  und  B  verfflgea  wie  folgt  ,      '  *  , 

Hm  nekne  B  eo»  iImm  ^M-f  «§=^-1-»  niri»  fo%lidb 

m  ^  ' 

m  wkd  dadurch  «teklit/ dass  die  Linie  BC  auf  AB  ftlH,  raxA 
ullilt  nBO  aoMerdem  f  00,  dess  rMf"*<i{»  IblgUch 

9<V^  (•^). 

so  wird  ausserdem  noch  der  Punkt  C  7  n-  i  s  r  h  e  n  A  und  £f  auf 
der  Linie  AB  Uegen.  Knüpft  man  nun  noch  e  an  die  Bedingung , 
da» 


oder  auch,  wenn  man  mit  A  eine  j>ositive  Zalil  bezeichnet,  die 
Dicht  kleioer  ist  ais  der  grüääte  der  positiveo  Factoreu  rja-i-| , 

rn_|.2  »         bis  Is  ' 


W>  +(»"*2  +  .  . . 


1— « 


wdcbe  Bodiogoog  «iflillt  setn  wird»  w«iin 

ao  wird  die  Shmune  der  «in/dnen  geiaden  Linien,  ans'  dhMico  der 

gebrochene  Zui?  CD  bis  M  ztisaramcn.^e.setzt  ist,  kleiner  sein 

als  die  gerade  Linie  liC'^  folulirh  nm  so  inohr  die  u  o  r  ade  Linie 
kleiner  als  die  gerade  Linie 6  ;  iulgüdi  .iilK.iC+(;iir<;^(7-|-C'i^, 
d.  i.  <:AB,  oder  — 

H'ic  verlangt  vrurde.  Die  Werthe  vun  ^  und  ^»  welche  durch  (1)» 
(2),  (3)  beHtiiiiiiit  sind»  leisten  nütiiin  der  gesteUtoo  Fordcraqg 
Geiiage.  ^ 

7. 

Die  beweisende  Kraft  des  vorstehenden  Beweises  beruhet 
flcfalUsslicb,  wie  man  sieht,  in  dem  geometrischen  Lehrsatze: 

Dass  7  \vi  sc  hon  /wpi  Punkten  der  geradlinige 
Zug  kürzer  ist  als  jeder  aus  {geraden  LioieD  ZO' 
.samroengesetzte  gebrochene  Zug; 
weleftvn  Lebrsste  veranszuietBeD  hier  aoi  so  Weniger  BodeiilEOD 
getregeo  werden  konnte*  als  durch  die  vorausgeschickten  Entwik- 
keluDgen  die  i*nnze  Fra'^e  fTlxThriupt  schf>n  unf  das  tiehiet  der 
Geometrie  hinübergeführt  norden  war.  \Viii  man  indessen  den 
Beweis  mit  Umgehung  jeder  geometrischeif  Voraussetzung  i^u  Ende 
fiihreo  •  so  kann  nsn  dam  in  der  That  ganz  einfach  gebngen ,  in* 
dem  man  einen  im  CJeiste  der  analytischen  (»eometrie  gefährten 
ßewei»  jenes  i^conietrisciien  Lehrsatzes  (!rrixostalt  in  nie  obige 
8chlus8kette  hineinuebt,  das»  dessen  wahre  geometrische  Bedeu* 
tung  nicht  sichtbar  hervortritt 

Die  amtlytische  Geometrie  nämlich  drückt  dis  Lingen  gerader 
Linien  ans  diirrh  die  Coordioaten  ihrer  Endpunkte,  und  verHilirl 
man  dcmgcniass  io  Bezug  auf  die  geraden  I/inien  Alf  ~  Ii  und 
AM~Ri,  die  beide  im  Anfangspunkte  der  Coordiuateu  beginnen« 
so  hat  mstt  tunlchst  • 

U  coB  T  und  Ii  am  T 

als  rechtwinklige  Coordioaten  des  Endpunkts  B,  und  ebenso 

cos  1\   und        sin  7. 
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als  rechtwinklige  Coordioaten  de«  Eadpnikts  M,  Zerlegt  man  nim 
die  oben  gefundene  Ent^vickelunf»  von  ß,  (cos  7',  ^  ?  sin  7",  )  in 
ihreo  reellen  und  iliren  rein  imaginären  Theil ,  um  tiie  Relation 
aofiEUteUes,  welche  zwi^choii  den  bo  eben  geoauoten  Coordiuateu 
olnnület«  «o  erhXtt  nao 

Ä,CO«r,=: 


Ä,  sin  T,  = 

md  daimos  epdBch,  indem  man  qnadrirt  und  addiit: 

  ä;=    •  _____ 

+  (r«i^oe»y«4-iwö+n»f.i^*-*-i  cosg»«^.^  ^-Ciw+i^ö +  ....)» 

Damit  nun  /^^  </^'  werde,  hat  niaf>  hier  q  und  so  zu  be- 
atimmeii,  daea  daa  dem  B*  unmittelbar  nachtolgende  Glied,  wel- 
che« die  aiedrint»  Potain  tp»  e  «ufhllt,  oef^atiT  werde,  md 
ngieich  doea  OaUwerth  erhalte ,  der  grösser  ist  als  der  Zahlwertk 
der  Summe  aller  .nadifolgeadeo  Glieder.  Daa  Erst^  abea  wM  «r* 
reicht,  weoo  nan  aetzt 

coafM-|-2nd-2'=-l,  y»+mö- J=a,  6=  .(!*). 

das  Zweite  aber,  wenn  man  i»etzt,  indem     eloea  Zahl  Werth  be- 
MiebBct,  der  aidit  Ueioer  iat  als  der  Zahlieerth  de0'aiMoiiit> ; 
tra  der  CodlieiMitMi  der  mchfelgeiideii  PoAeoaen'vett 

\  —  p2n  — w 


weiche  Bediogoi^  erfüllt  wird»  Indem  man  annimmt 

Dieser  Heweis  ist,  wenn  mau  seine  geometrische  Grundlage 
hinweifriiüinit,  wesentlich  derseihe,  Vielehen  ('auchy  i^egehon  hat. 
Jene  Gruudlugc  aber  wirft  auf  seine  Eutötebung  erst  dat»  rechte 
lilcht«  and  sie  aa%edeckt  zu  haben  mochte  deaahalb  kein  veigeb- 
fiches  Unternehmen  gcivesen  sein. 
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Nachschrift  des  Heraut>|^eben» 


Mit  Bezug  auf  die  von  dem  Ilerra  Verfasser  des  \orhcrt^ehen 
den  Aufsatzes  auf  S.  226.  gemachte  Bemerkung;  halte  ich  es  für 
zweckmässig,  die  betreffende  Stelle  aus  deo  GöttiDgischen  gelehr* 
^  ton  Aazeigeo.  1831.  St  64.  S.m-S.  638.  hier  mltzuMleSt  «■ 
diem«  wiaitige  Actomvtilck  ip  dem  Archiv  au&ubcfvidureD* 

„D^i  Verf.  hat  dieseu  hochwichtigen  Theil  der  Mathematik*) 
Mit  9iel«o  Jahren  ans  eimm  fwacluedeoeD  Geslchtspulct  be 
trachtet.  Wobei  den  imaginären  Grossen  eben  so  gut  ein  Gegeo- 
Ktaiid  unterbelegt  werden  kann,  wie  den  npjrntifen:  es  hat  aber 
bisher  an  einer  Veranlassung  gefehlt,  dieselbe  OffentPich  bestimmt 
aaskaspreGhen ,  wenn  gleich  aafinerksame  Leeer  die  Spuren  davon 
in  der  171)9  erschienenen  Schrift  über  die  (ilelehungen,  und  in  der 
Preisschrift  über  die  Umbildung  der  Flächen  leicht  wiederfinden 
werden.  In  der  gegenwärtigen  Abhandlung  sind  die  Gruodzfige 
flavou  kurz  angegeben ;  sie  bestehen  in  Folgendem. 

PosKire  «ad  nccative  Zahlen  kteoea  mr  da  eiae  Aoiteiidiing 
finden,  wo  das  gezählte  ein  Entgegengesetstes  hat,  was  mit  ii» 
vereinigt  gedacht  der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  i^t.  Genau 
beseht  findet  diese  Voraussetzung  nur  da  Statt,  wo  nicht  Sah- 
ataoaen  (fillr  sich  denkbare  Gegenattnde),  sondern  Helationeo 
awischen  je  zweien  Gegenständen  das  gezählte  sind.  Postulirt 
fnrd  dabei,  Hnss  diese  Gegenstände  auf  eine  bestimmte  Art  in 

eine  Reilie  geordnet  sind  z.  B.  ^ ,  J?,  C,  D  ,  !ind  dass  die 

Relation  des  A  zu  ß  als  der  Relation  des  Ji  zu  C  u.  s.  w.  gleich 
betrachtet  werden  kann.  Hier  gehört  nun  so  dem  fi^riff  der  Ent- 

K^gensetzung  nichts  weiter  als  der  Umtausch  der  Glieder  dm 
eiation,  so  dass  wenn  die  Relation  (oder  der  Uebergang)  von 
A  m  B  ■{■!  giJt,  die  Relation  von  JB  zu  A  durch  —1  oarae 
stellt  werden  mnss.  Insofern  als  eine  selcbe  Reihe  auf  heldeB 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  jede  reelle  ganze  Zahl  die  Re 
lation  eines  beliebig  nls  Anfang  gewählten  Gliedes  an  eioen  ba- 
Stia^niten  Giiedc  der  Reihe. 

Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher  Art,  dass  sie  nicht 
In  Eine,  wenn  gleich  unbegrenzte,  Reihe  geordnet  werden  kSnnen, 
sondern  sich  nur  in  Reihen  von  Reihen  ordnen  lassen,  oder  was 
dasselbe  ist,  bilden  sie  eine  IVIaonigfaltigkeit  von  zwei  Dimen- 
sionen; verhält  es  sich  dann  mit  den  Relationen  einer  Reihe  ma 
einer  andm  oder  den  üehergängen  aus  einer  In  die  andere  anl' 
eine  ähnliche  Weise  wie  vorhin  mit  den  UebergSngen  vun  eineQ» 
Gliome  einer  Reihe  zu  einem  andern  Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf 
es  offenbar  zur  Abmessung  des  üeberganges  von  einem  Gliede  des 
Systems  zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Einheiten  -f  1  und  -^1 
noch  zweier  aodero  nnter  sich  auch  entgegengeseteten      and  —  f 


*)  Niadich  4le  Lehfe  v««  den  bnaglninni  GfdsMS. 
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Offenbar  muRs  aber  dabei  noch  postudrt  werdeu,  dass  die  Einheit 
i  allemal  den  Ueber^nn?  von  einem  gegebenen  GHede  einer  Reihe 
SU  einem  bestimmten  GUede  der  unmittelbar  an^enzendeo 
'Mbe  limidiiie.  Aaf^dtes«  Weise  wird  also  das  Systtn  mf 
eine  doppelte  Art  in  Reiben  von  Reihen  geordnet  worden  können. 

Der  Mathematiker  abstrahirt  eflnzlicb  von  der  BeacbnffpnhoU 
der  Gegenstände  und  dem  Inhalt  ihrer  Relationen ;  er  bat  e.«  bloss 
mit  der  Abzahlung  und  Vergleicbung  der  Relationen  unter  sich 
tu  tinm:  Insofern  ist  er  eben  »o,  wie  er  den  durch  -f-1  und  —1 
bpzrirhneten  Relationen,  an  sieb  betracbtet,  Gleicbartigkeit  bei- 
legt, solche  auf  alle  vier  Elemente  -fl»  '-^»  -f  ^  und  tu.  er- 
strecken befugt. 

Zur  Ansenaaung  lassen  sieh  diese  Vef  hSltnisse  rar  daicli  dne 

Darstellung  im  Räume  bringen,  und  der  einfachste  Fall  ist»  WO 
kein  Gruna  vorhanden  ist .  fÜe  Symbole  der  GeüerisfSnde  anders 
als  quadratisch  anzuordnen,  indem  man  nämlich  eine  unbegrenzte 
Ebene  durch  zwei  iSysteme  von  Parallellinien ,  die  einander  recht«  ^  . 
winklich  durchkreuzen,  in  Quadrate  vertheilt,  und  die  Durch* 
srbnlttsfninkte  zu  den  Svniholfn  ^^hhlt.  Jofirr  solche  Pnnkt  A  bat 
hier  vier  iNacbbaren,  und  wenn  man  die  Relation  des  A  zu  einem 
benachbarten  Punkte  durch  bezeichnet,  so  it»t  die  durch  — Izu 
beieicbnende  von  selbst  bestimmt,  wjibrend  man,  welche  der  beiden 
andern  man  will,  für  -|-  wählen,  oder  den  sich  auf  -|-  i  beziehenden 
Punkt  nach  Gefallen  rechts  oder  links  nehmen  kann.  Dieser  Un- 
terschied zwischen  rechts  und  links  ist»  so  bald  man  vorwärts  und  rück- 
wlrii  In  der  Ebene,  und  oben  und  unten  in  Beriehung  auf  die  beiden  . 
Seiten  der  Ebene  einmal  j[nscb  GsAiflen)  fe^gtsetzt  hs£  in  sich  yCllig 
bestimmt,  wenn  wir  gleich  unsere  Anscbainmi:  dieses  Unterschiedes 
andern  nur  durch  Narbweisuiiu  an  wirklich  \  orbandenen  materiellen 
Dingen  mitüieileu  können^).  \Venn  man  aber  aucii  über  letzteres 
sich  entschlossen  bat»  ideht  man,  dass  es  doch  von  unserer  Will- 
kühr  abhing,  welche  von  den  beiden  in  Einem  Punkte  sich  durch« 
kreuzenden  Reiben  wir  als  Hauptreihe,  und  welche  Richtung  in 
ihr  wir  als  auf  positive  Zahlen  sich  beziehend  ansehen  wollten; 
mm  siebt  femer,  dass  wenn  man  die  Torher  als  behandelte 
Relation  för  -|-1  nehmen  will,  man  nstliwnndig  die  vorher  durdl 
—  I  bezeichnete  Relation  fÖr  -f  t  nehmen  muss  Das  heisst  aber, 
in  der  Sprache  der  Mathematiker,  -f  >  l^t  mittler«  Proportional- 
grOsse  zwischen  -f-l  und  —1  oder  entpricht  dem  Zeichen  V--!  ; 
wir  sagen  absichtlich  nicht  d  i  e  mittlere  Proportional i^rösse,  denn 
f  bat  offenbar  gleichen  Ansjjruch.  Hier  ist  also  die  Nach^^eis- 
barkeit  einer  anschaulichen  Bedeutung  von  vollkommen  ge- 

rechtfertigt, und  mehr  bedarf  es  nicht»  am  diese  Grösse  in  das 
CMiiel  wt  Gegenstlnde  der  Arithmetik  nuralassen. 

Wir  haben  geglaubt,  den  Freunden  der  Mathematik  durch  dles# 
knrm  Darstelhiog  der  Hauptmomente  eber  neuen  Theorie  der  sogc^ 


*)   Beide  Bemerkungen  liat  schon  Kant  cemadit,  aber  man  l»^7reift 
sieht,  wie  dieaer  scIuirftiBnig«  PhiTo«oph  in  der  eitlOTea  einen 

Ben  cia   für  seine  !M«  innng,    daKs   der    Ilaum    nur  Form  unserer 
äuMem  AMcbHiiuas  «ei,  su  finden  glauben  konnte,  da  die  zweite 
flo  Mar  da«  Gegeacndl,  nsd  daat  ier  Raum  naaUlIngig  tob  oa- 
,  «erar  Ansdums^gsarC  eise  reelle  BedenCnsg  baben  mnes,  beweiset 
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nannten  imcigin^ren  Grussen  einen  Dienst  zu  erweisen.  Hat  man  diesen 
Gegenstand  l)i.sher  au8  einem  falschen  Gesichtsnunkt  betrachtet 
und  eine  geheimnissvoUe  Dunkelheit  dabei  gefunden,  so  ist  dietf 
grossentheils  den  wenig  schicklichen  Benennungen  zuzuschreiben. 
Hätte  man  +1,  —1,  \  ^  nicht  positive,  negative,  imaginäre 
(oder  ^ar  unmögliche)  Einheit,  sondern  etwadirecte,  inverse,  late- 
rale Einheit  genannt,  so  hätte  von  einer  solchen  Dunkelheit  kaum 
die  Rede  sein  können.  Der  Verf.  hat  sich  vorbehalten,  den  Ge* 
gen.stand ,  welcher  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eigentlich  nur 
gelegentlich  berührt  ist,  künftig  vollständiger  zu  bearbeiten,  wo 
dann  auch  die  Frage,  warum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  die 
eine  Mannigfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieteo, 
nicht  noch  andere  in  der  allgemeinen  Arithmetik  zulässige  Arten 
von  Grössen  liefern  können,  ihre  Beantwortung  linden  wird.** 


Velber  das  Princip  des  kleinsten  Zwan^ 
und  die  damit  zusammenhängenden 
meclianisclien  Principe. 


Von  • 

Helprn  Professor  Dr.  Renschle 

r  am  Gyiiina«iura  zu  Stuttgart. 


Im  vierten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  S.  232.  stellt 
Gauss  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik  auf,  wel- 
ches unter  obigem  Namen  (Principle  of  least  restraint)  in  cineiD 
englischen  Lehrbuch  (Earushaw  Dynamics,  Cambridge  1839) 
unter  die  dynamischen  Principe  eingereiht  worden  ist.  Soweit 
ich  die  Literatur  kenne,  ist  es  das  einzige,  wo  es  aufgeführt  wird, 
übrigens  ohne  Beispiele,  dergleichen  auch  Gauss  nicht  gegeben 
hat.  Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  nach  einigen  historischen 
Bemerkungen  über  die  Behandlung  des  Princips  in  den  beiden  ge- 
nannten Schriften ,  dasselbe  zuerst  geradezu  an  ein  paar  möglichst 
einfachen  Beispielen  zu  eq)roben,  es  sodflnn  der  allgemeinen  ana- 
lytischen Behandlung  zu  untenverfen  und  so  in  seinem  Zusammen- 
bang mit  den  übrigen  Principen  der  Mechanik  nachzuweisen. 


239 


§.1.  .  '  . 

'Vjacfc  clem  Ausdruck  den  ihm  sein  Urheber  gegipf)cn  hat,  lau- 
tet das  Princip  so: 

,yDie  Bewegung  eines  Systems  materieller,  auf  was  immer  für 
eine  Weise  niit  einander  verknüpfter  Punkte,  deren  Bewegungen  zu- 
gleich an  was  immer  für  äussere  Beschrankungen  gebunden  sind, 
geschieht  in  jedem  Augenblick  in  möglich  grussterUebcr- 
einstimmung  mit  der  freien  Bewegung  oder  unter  mög- 
lich kleinstem  Zwange,  indem  als  Miuiss  des  Zwanges,  den 
das  ganze  System  in  iedem  Zeittheilchen  erleidet,  die  Summe  der 
Producte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkung  jedes  Punkts  von 
seiner  freien  Bewegung  in  seine  Alasse  betrachtet  wird." 

Gauss  und  Karnshaw  beweisen  diesen  Satz  auf  verschie- 
dene Art  durch  Zurückfiihning  auf  andere  mechanische  Principe. 

I.  Ersterer  leitet  ihn  aui  folgende  Weise  aus  dem  Dalember- 
tjschen  Princip  in  Verbindung  mit  dem  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ab.  Es  sei  (Taf  I V.  Fig.  1.)  für  irgend  einen  Punkt  des 
Systems  wi  die  Masse,  A  sein  Ort  zur  Zeit  /,  Ji  der  Ort,  den  er 
Dat;h  einem  unendlich  kleinen  Zeitinter^all  r  in  Folge  der  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  und  der  zur  Zeit  /  erlangten  Geschwindigkeit 
einnehmen  würde,  wenn  er  vollkoninien  frei  wäre,  C  der  wirkliche 
Ort,  der  zufolge  des  Systeniverbandes  diesem  Zeitinter^all  ent- 
spricht, endlich  D  irgend  ein  anderer,  dem  Systemverband  com- 
patihler  und,  versteht  sich,  den  Punkten  ^  und  C  unendlich  naher 

Ort,  so  ist  ^m.BC*  ein  Minimum,  wenn  ... 
.-h»>  hol)/:  :  ^m.BD^-^m.BC^^O. 

'  fr  ^-   1'  ^  •  ' 

Ist  aber  6  der  Winkel  zwischen  CB  und  CD,  so  ist  in  dem 
Dreieck  BCD 


.    BD'-BC  '\^CD  -2BC.CD.COB6, 
loFglich         .  K\  .1  ^      .  .  .    IJti.»  j  ,..^;t...  . 

(a) . . .  2m  JiBÜ*  -  2in  .  BC^^2m .  CD^  -  2  2m .  BC.  CD.  cos6,  ' 

aber  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  angewandt 
auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  Kräfte,  welches  durch  das 
Dalembertische  gefordert  wird,  ist: 

1*  .V   it.  '  I.  i 


{b)...2m.BC.CD.co8fy  =  0,  ^  ,   .  |„  » 


.  ,         ,  »V.  .  M.II" 

folglich  ,  \    .1  '    ,  .I.Ui 


Es  ist  nHmlich  das  Product  m.BC.CD.cosO  das  dem  ma- 
teriellen Punkt  m  zugehürige  virtuelle  IMoment ,  sofern  m.BC 
seine  verlorne  Kraft  befrachtet  wer<len  darf.    Ueber  die  Berechti- 
gung hiezu,  so  wie  über  die  uesentiichc  Uomogeueilät  der  (ilei- 
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i:huDg  (a)  hinsichtlich  des  UneDdlichlcleinen  erlaube  ich  mir  zu 
dem  Gaussischen  Beweise  folgende  Bemerkungen  hinzuzufügen. 

#  Das  Product  m.JSC  ist  zuächst  das  Product  aus  der  Masse 
in  .ciaeo  dem  «DMiditelifcMiMB  Zeltth«lleii«i  «  entsprccIieiideD  Kmm 

oder  Weg;  man  kann  denselben  aber  an  die  Stelle  der  der  Zelt- 
einheit entsprechenden  Beschleunigung,  oder  wenn  diese  p  snr 
Zeit  t  lai,  4pr'  iüi  p  setzen,  so(eni  dann  blos  ir*  als  gemeio- 
ecbafMIcher  FaeCor  rot  das  Svmmenzeichen  in  (b)  tritt  Denn  ob- 

Kchon  die  in  obigem  Ausdruck  des  Principe  vorkommeDden  /  xor 
Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeiten  r  Räume  liefern  von  der  Form 
er,  welche  also  nicht  das  Quadrat  von  r  enthalten  würden,  so  sind 
doch  in  der  That  die  verlornen  Kräfte  oder  die  dafür  substituirba- 
rep  Räume  BC  Ton  jenen  Geschwindlffkeiten  v  unabhängig,  was 
durch  die  Nach  Weisung  der  verlornen  Kraft  in  BC  überhaupt  er- 
hellen wird.  JSei  zu  dem  Behuf  (Taf.  I V.  Fig. *2.),  ausgehend  von  dem 
der  Zeit  t  entsprechenden  Ort  AE  der  im  Zeittbeilchen  t  za- 
Iblge  der  erlangten  Geschivindigkeit,  AF  6tf  in  d^mseHben  ZeHin« 
tervall  zufol^^e  der  neuhinzutretonden  Kraft  durchlaufene  Raum, 
während  A()y  wie  «ben,  den  wirklichen  Wei^  bedeutet:  so  stellt, 
wenn  man  AEC  zum  ParalloloiTramm  ergänzt,  EC~  AG  die  wirk- 
same, und  neun  man  AGF  ergänzt,  FG  =  AH  die  verlorne  Com- 
posante  der  bescHleunigenden  Kraft  AF,  endlich  die  Diagonale 
AB  in  dem  Parallelogramm  aus  AE  und  AF  den  im  Zeittbeilchen 
r  frei  durchlaufenen  Raum  vor.  Diess  ist  aber  zugleich  die  DiagO'- 
nale  in  dem  Parallelogramm  aus  AC  und  AU,  und  daher  die  Ab« 
lenkung^C  Ton  der  freien  Bewegung  parallel  und  cMch  der  ver- 
lornen Kraft  AH ,  woraus  bereits  erbellt,  dass  B(T  wie  AF  eine 
Grosse  von  der  Form  Xpr^  ist.  Noch  unmittelbarer  aber  zeigt  sich 
die  Unabhängigkeit  der  Grösse  UC  oder  AH  von  der  zur  Aeit  t 
erlangten  Gescnwindiekeit  so:  ist  AC'  der  AC  gleich  und  entge 
gengesetzt,  so  ist  An  Resultante  ans  AB  und  ÄC;  zerlegt  saaa 
aber  diese  beiden  in  ihre  Comnofsanten  znrflck,  welche  ßir  jene 
AE  und  AF,  für  diese  AE'  una  AG'  sind,  d.  h.  die  der  AE  und 
^(«gleichen  und  direct  entgegengesetzten  Grössen ,  so  beben  sich 
aomit  AE  und  AEf  alhi  Gonpeaanton  Ton  AH  au.  —  Oft  MB 

BC=\pt*,  80  ist  allerdings  Jtoi.lro.  Ül>.eof  6  s=i v*  J^mi.  ÜDeo§& 

nach  den  citirten  Principen  null ;  aber  da  sich  BC  zugtolch  als  Ä 

Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  herausstellt,  so  mflssen 
auch  BD  und  CD  als  solche  sich  erweisen,  damit  (a)  homogen 
sei,  weil  sonst  das  in  der  Gleichung  (bj  enthaltene  Glied  als  ein 
UnendKchkleinos  höherer  Ordnung  aus  (a)  wegfiele,  unabhängig 
vom  Princip  der  virtuellen  Geschwindit^kciten.  V^s  ist  aber  D  ein 
mit  C  gleichartiger  Punkt  und  es  lässt  sich  für  ihn  die  vorige 
,  Construction  wiederholen ,  indem  man  überall  D  an  die  Stelle  von 
C  netet  vnd ,  ausgehend  von  A ,  die  gegebene  AnfimgsgesdiwlB- 
digkeit  AE  eben  so  hei  AD,  wie  hei^C  concurriren,  aber  irgend 
eine  andere  beschleunigende  Kraft,  anstatt  AF,  hinzutreten  lässt; 
hiedurch  zeigt  sich  BD  als  eine  Grosse  von  der  Form  ip'r*,  wo 
efoe  ivlUlcflhrlich  andere,  nur  den  Bedingungen  des  oystemn 
entsprechende  Beschleunigung  ist,  die  m  von  B  aus  anstatt  nach 
C,  in  demselben  Zeittbeilchen  t  nach  D  fuhren  würde,  und  alsdann 
ist  auch  CD,  als  Rosidtantc  aus  CB  und  BD,  eine  Grösse  von 
derselben  Form,  nämlich,  wenn  l  der  im  Dreieck  BCD  der  CD 

gegenüberliegende  Winkel  ist,  CÖ»=i»*  {p*  ^p'* -^pp'coil). 
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II.  Eine  andere  Reueisart  vers«ucht  Karnshau-,  indem  er 
mit  dem  Dalemhertisclien  Priiicip  die  statischen  und  dynamischen 
Eigeoscbarteo  dett  ^Ichvverpuuktä  verbindet,  durch  eine  mechanische 
CswInietkHi,  d«r  flbrigen»  idi  weoigstoM  nicht*  die  gehörig«  -Bvi- 
dnn,  VollziMlbftfkeit  In  &n  Anschauung,  zuschreiben  kann,  wel- 
che sich  aber  auch  umgehen  lässt.  Ausgehend  davon,  dass  io  der 
Richtung.  i^C  die  Resultante  der  verlornen,  oder  wie  er  sich  [Mis- 
send aüsdrfickt,  der  Zwangskräfte  (forces  of  restraint,  restraioing 
pressures),  auf  m  wirkt,  mithin  /iC  der  Raum  ist,  um  den  die 
Ke5:iiitante  das  Theilcheti  jn  in  der  uneiidKchkleinen  Zeit  r  ablenkt: 
so  denke  man  sich  jetzt  sämmtliche  inateriellen  Punkte  des  Sy 
stems  ihrem  Verbände  eutnomuieu ,  in  freiem  Zubtuudc  an  irgend 
.iinem  ' Punkt  ß  4«s  Rooms'twflinifft  unä  hier  tnMol  Ton,  den  resp. 
ZvTBDgskräften  gleichen,  Drucken  In  deren  R^htungen  getriekenr,^ 
so  wird  sich  jedes  Theilchen  m  von  nach  einem  Punkte  bewo- 
gen, 80  dass  /?/  gleich  und  parallel  H(>  ist.  Da  nun  die  Zwangs* 
kräfte  von  der  Art  sind,  dass  sie  Gleichgewicht' an  dem  System 
hervorbringen,  gemäss  dem  DalenbeitUcnen  Princip,  so-  können 
sie  keinen  Einfluss  auf  dio  Hfnvegung  des  Schwerpunkts  hal)en, 
gemäss  dem  Princip  der  Krbaltung  des  Schwerpunkts,  es  bleibt 
mitbin  noch  der  »Schwerpuukt  der  Theilchen  wenn  sie  in  den 
Punkten  y  «ich  befinden.  ^Nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des 

Schwerpunkts  Bhw\tt  2mBy*,  folglich  auch  2m  S&  elti  Minimum, 

d.  h.  der  Werth  dieser  Grösse  ist  kleiner  ,  als  wenn  die  Zwani;s- 
krafte  kein  (ileichirewicht  bervorbrücbteti,  wie  sie  es  nach  dem 
Dalembertischen  Priocip  sollc^. 

So  scharfsinnig  und  wirküph  in  der  Natur  der  Sache  gegrün* 
det  nun  die  Zuziehung  diesen  Satzes  vom  Schwerpunkt  ist,  das8 
die  Summe  der  Producte  aus  jeder  Masse  in  das  (Quadrat  ifirer 
Entfernung  vom  Schwerpunkt  ein  Minimum  sei:  so  seiir  scheint 
mir  durch  die  Art,  wie  der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Schwer- 
punkts in  Anineudnng  gebracht  wird,  der  mechanischen  Anschnuung 
AWang  angethan  zu  werden.  Denn  so  sehr  die  Forderurji;  an  die 
mathematische  Aftstrnction  zuzugestehen  ist,  sich  eine  beliebige 
Masse  in  einem  Punkt,  und  desgleichen  in  einer  Linie,  Flache, 
vereinigt,  concentrirt  zu  denken,  so  unnatürlich,  ja  wie  eine  coU' 
tradictio  in  adjecto,  kommt  mir  die  Forderung  vor,  mehrere  ein- 
zelne materielle  I^unkte  (oder  in  Punkten  concentrirt  Lredarhte  ^fas- 
sen) in  freiem  Zustande,  uuverbunden,  so  duss  jeder  für  sich  sich 
bewegen  kann,  als  io  einem  Punkt  vereinigt  sich  zu  denken,  viel- 
mehr  bilden  mehrere  materielle  Punkte  diosGr  Art  ein  Systemi 
und  es  raflsste  daher  erst  bewiesen  wer<len ,  dass  ß  der  Schwer- 
punkt dieses  Systems  ist,  ehe  sich  bei^reifen  lässt,  dass  er  es 
bleibt.  Dass  iiun  aber  ^  wirklich  der  Schwerpunkt  der  in,  den 
Punkten  y  befindlichen  materiellen  Punkte  ist,  folgt  aus  einem  rein 
statischen  Satze,  den  Lagran<j;ein  der  analytischen  Mechanik,  iiu 
5ten  Abschnitt  der  Statik  (T.  1.  pag.  107),  als  von  Leibnit  z  aufge- 
gesteUt,  anCahrt  und  aus  seinen  Formeln  herleitet  Der  Sata  be- 
darin,  das«,  ^nn  nehrtre  Kriillbe  an  einem  Punkt  sich 
Cileicbgeiriciht  halten,  mid  von  diesem  Punkt  aus  Linien  gezogen 
werden ,  die  nach  (»rösse  und  Richtnni;  jene  Kriifte  vorstellen,  der 
betreffende  Punkt  der  Schwerpunkt  eben  S(»  vieler  (als  Kräfte  vor- 
handen sind),  in  den  Endpunkten  jener  Linien  anuchrachter,  glei- 
cher Massen  sei;  uild  man  kann  Ihn  dähin  emeCtern:  wenn  man 

Titelt  VI.  16 


jede  der  statischen  kraite  i^  die  an  einem  Punkt  sich  Gleichge- 
ivicht  halten,  durch  ein  Product  mp  vorstellt,  u  uvuii  der  eine  Factor 
m  «l«  eine  IImm,  dtr  aodm  p  al«  «int  BwcMpioigung,  odtr 
h\h  eio  itt  «iner  gewissen  Zeit  diirchlauAHMt  Weg  hetiafsiitet  wer- 
den kann ,  Mf»  ist  jener  Pankt  der  ISchwerpiinkt  der  in  den  Entfer- 
nungen p  von  ihm  angebrachten  MasHen  m,  jene  Entfemungen  iu 
Richtung  der  gegebenen  Kräfte  genommen;  und  dann  ist  nach  eioem 
»weiten  statischen  8atse^  dem  von  Kamfthaw  citlrten,  Jfynp*  ein 
Minimum.  Indem  ich  den  IJcut'is  dos  so  i^estellten  Satzes,  sowie 
dos  leUl  erwähnten,  In  die  üeric  hti^unu;  i\ea  englischen  Beweii$€^ 
für  uofier  Princip  eiuilechte,  besteht  dieser  nuniuebr  aus  Coigeodeo 
HttDMnteD  • 

1)  Dem  Priocip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  zufolge  kSar 
nen  die  Zwangskräite ,  die  an  dem  System  vermöge  de«  f)a!emlM»r- 
tinebcn  Princips  sich  Gleichgewicht  halten,  keinen  EiuUuüMi  auf  die 
Bewegung  des  Schwerpunkts  haben,  sondern  mflssen  sich  an  denr 
selben,  mithin  überhaupt  an  einem  Punkt des  Raums  CUeiehf^ 
wicht  halten*).  Setzt  man  daher,  wie  in  Nro.  I.  BC  ßf  lpr'*. 
und  sind  u,  b,  c  die  Winkel  der  l^inie  ßy  mit  dcei  rechtwinkligen 
AjjEen  der  j:,  ^,  i,  so  drücken  die  Gleichtugen 

(a)   SmpcoHa=0,  -2'mpco86=0,  -2>n/?co8<?=0 

das  Glrirhn:ewicht  der  Zwangskräfte  m,BC  am  Punkte  ß  aii<s. 

2)  Sind  alsdann  |.  jy,  ^  die  Coordiiiaten  des  Punkts  ß  und 

.T,  ff,  z  die  irgend  eines  der  Punkte  y,  so  ist 

und 

# 

ans  den  vorhecgriimid««  GMchmigMi  (« )  «M  dthcr: 

(ß)  ;i>«(ar~|)=0,  Smiy-fi)=0,  ^/ii(2-{:)=0, 
und  diese  geben 

2m  2m  2m 

woTiach  der  Punkt  ß .  dessen  (Koordinaten  |,     C  sind,  der  Schwer- 

tunkt  der  materiellen  Punkte  m  ist,  deren  Coordinaten  x,      ^  d. 
.  der  in  den  Ptaaktea  r  beflndHchen  Massen  m**). 


*)  <Msr  dsJhehert  Da  die  Zwan^^akrafte^  nadi  dem  DalenihsrCiMiMn 

PrinrJp  an  dorn  ^cgeb^nrn  Syatem  Gleichgewicht  hervorhrin^r»*'!  .  mfi«- 
ftcn  ftic  iAibe«onii<;re  die  fortschreitende  Bewegung  de«  ^chwcri»unkt«  auf- 
heben, ndtfifo  in  einem  Pnnkt  «ich  GleichfcewichC  halten. 

Dl  man  nun.  anstatt  r'ip  =  P,  m' p'  P'  n.t.vr.  zu  «eticn ,  auch 
•etxcn  kann:  F=inq.  F'  =.mq'^.^  d.  h.  alle  diese MaMcn  al»  gleich  w 
nahmen,  so  srhiit  mm,  wtmm  n  die  Ansaht  tewihen  (edsrdiriMflaP)». 

^=1:^,  t^i^,, 

in  welcher  Form  Lagranre  am  citiital  Ort  4isse  Besaltefo  h«ri«il«t»  ain 
Aufdruck  4^  Leninitiiaehen  Satass, 
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AMeifciDgen  itftdb  |,  17 ,  ^  Ton  ^^r  TniicttoD  ^2ta9p*8liid,m!t  ent- 

Mgvogesetztem  ZticiMO  genommen,  and  da  die  zweiten,  nSnilicb 
m  «ine«,  wo'  siwiml  mcli  der  BSmIichen  Variable  dlVerenzirt 
irildy  alimitlleh  auf  dte  wesentlich  positive  Ornsne  die  andern, 
wo  nach  zwei  rerschieHenon  Variabeln  differonzirt  wird,  .sfimnitlirh 
auf  Null  sich  rednCiren :  so  sind  alle  Bedingungen  erfüllt,  welche 

jene  Function,  mithin  -Tm./fC",  zu  einem  Minimum  machen  in 
Deziehnng  aut  ^,  ij,  C>  d.  h.  kleiner,  als  wenn  f ,  C  nicht  die 
dem  fldbtfmiiMilU  «Dtepreehenden  Werthe  hStten»  mitbin  iLleiDoy 

als  wenn  die  ZwangBkrafte  m.  B(J  nicht  an  einem  Pank!;»  als*  audl 
nicht  an  dem  System  sich  Gleichgewicht  hielten  *). 

III.  Ver<];Ieichen  wir  nun  die  beiden  Beweise,  so  gehen  holde 
gemeinschadlich  von  dem  Fundamentalurincip  der  Dynamik,  dem 
Gleichgewicht  der  ZwangskrIfle  aus,  miterscheiden  sich  aller  darin, 
AmS  der  Ganssische  dieses  Gleichgewicht  mittelst  der  allge- 
meinsten Bedin^ng  des  Gleichwichts  in  Anwendung  bringt,  die 
in  dem  Verscbwmden  der  virtuellen  Momente  besteht,  der  von 
Earnehaw  dagegen  mittelst  einer  partiellen  Bedingung,  welche 
bloss  die  Aufhebung  der  fortschreitenden  Bewegung  zur  Folge  hat 
So  innig  und  zierlich  nun  hier  die  Beziehiitiir  unseres  IVlininmuis 
zu  demjenigen,  welches  der  Schwerpunkt  darbietet,  erscheint,  so 
ist  dieser  fieweis  doch  keineswegs  allgemein  und  passt  zunächst 
Moe«  auf  freie  Systeme,  wo  die  Zwangskriiite  die  Bedingung  erfSl- 
len  mflssen ,  an  einem  Punkt  sich  Gleichgewicht  zu  halfen ,  was 
nicht  mehr  der  Fall  »st,  wenn  das  System  einen  fixen  Punkt  oder 
eine  fixe  Axe  enthält:  so  dass,  sollte  sich  überhaupt  in  allen  Fäl- 
len 2in*BC*  auf  'Smrl  (wo  die  Entfernung  der  Masse  vom 
ftchwerpwikt)  «nMllihfen  lassen,  diess  in  den  genannten  FSl- 
len  besonders,  oder  allgemein,  geschehen  müsste,  dann  aber 
wohl  nur  mittelst  des  Frincips  der  virtuellen  Geschwindigkei- 
ten geschehen  konnte.  Hiernach  kann  mau  behaupten,  dass 
der  englische  Beweis  bloss  die  Nachweisung  des  Frincips  an 
einem,  obwohl  viele  Fälle  unter  sich  begreifenden  Beispiele 
ist»  yiergioicben  wir  in  {.  2.  an  einem  andern  Beispiele  all- 


Man  Icann  diesen  Satz  vom  Schwerpunkt ,  da««,  wenn  r»  die  Distanz 
efaMS  der  materiellen  Punkte  m  vom  Sdiwerpnukt,  JRnr|  ein  Ufaiimum 
■ei,  auch  ohne  DüTerenzialrechnung  ao  zeigen:  es  seien  x^  —  x—^, 
y^=.y — n,  — C  die  Coordinaten   von  m  in  Beziehung  auf  den 

fchwsnwMirt»  siM»  rl=:xi-^yl+tl,  eh«ao  r«i=»»+y«-f  nni 

^=nv+p,  SP  iit« 

fblgÜch,  wegen 

was  aach  der  Oaeediaataanftiiwig  nb  amg. 


244 

gemeinerer  Art  zeigen  wprden,  ffass  aber  der  allgemein«  Bevrels 
mit  Gauss  durch  die  aligemeine  Formel  der  Dynamik^  diß  V>c- 
bindong  des  Dalembertischen  Priocips  mit  dem  aer  virtuclleii  Ge- 
schwindigkeiten,  gcfillift  tierden  mU8s.  l)aoii  nur  ist  das  Princip 
des  kleinsten  Zwangs  auch  bin^icbtiich  seiner  Folgen  allgemein 
aufgestellt,  so  dass  es  gleichonveise  der  Herleitung  sämmtlicher 
Betvegungsgleichuogen  eines  gegebeneu  ä^ystems  zu  Grunde  gelept 
weiden  Iqiii.d,  wie  das  Princip  der  virtMlktt  Geadiwfaidlgkeiten  m 
seiner  Auvrendung  auf  das  Gleicbgeiticbt  der  verlornen  Kryte; 
denn  aus  dem  Gaussisrben  IJeweise  erhellt  unmittelbar,  dass  man 
umgekehrt  vom  Princip  des  kleinsten  Zwangs  zu  Jeuer  ailgemetueo 
Formel  der  Dynamik  gelangt 

Wie  man  vermßge  des  Dalembertischen  Satzes  ans  ieder  dy- 
namischen Formel  eine  statische  ableiten  kann  und  umgekehrt,  so 
ist  nach  Gauss  das  (ileichire\virht  nur  ein  besonderer  Fall  de» 
allgemeinen  Gesetzes,  indem  dann  bloss  die  Punkte  A  selbst,  als 
der  Gleich|^«ricbtslage  entsprechend,  an  die  Stelle  der  Puokte  C 
treten,  und  J'm.BA*  ein  Minimum  ist  Diess  beisst  in  der  That 
soviel  als:  in  der  allgemeinen' Formel  der  Dynamik  alles,  was  sich 
auf  die  wirkliche  »ev^egung  zur  Zeit  t  bezieht.  Null  setzen,  im 
Falle  die  am  System  wirkenden  Kräfte  selbst  sich  Gleichsevvicht 
halten;  übrigens  llsst  sieh  auch  der  Beweis' gpiaz  auf  meselbe 
Weise  fuhren ,  denn  entspricht  D  einer  virtuellen  Lage  des  mate- 
riellen Punkts  m,  so  dass  AD  mit  A/i  in  Bezug  auf  die  Gn>sse 
leicharti^  ist,  so  liefert  das  Dreieck  BAD,  wie  zuvor  liCD,  die 
er  (n)  ähnliche  Relation 

indem  w  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  freien  ßenegung 
AB  Oder  der  der  Kraft  und  swlschen  dem  virtuellen  Au^ 
nnd  mit 

«nt^^ . » cos  y = 0 

redudit  sich 

auf  die  wMntUch  postttFe  GrOsse- 

2mÄD\ 

Auch  hier  ist  alsdann,  was  bereits  durch  die  Forderun?  an<reden- 
tet  ist,  dass  AI)  der  Grosse  nach  gleichartig  mit  AH  sein  voll, 
zu  bemerken,  dass,  da,  wenn  wiederum  w  die  an  m  wirksame  be- 
schleunigende Kraft  ist  und  r  das  unendlich  kleine  Zeitintervall, 
AB=  i  »r*  Ist,  auch  der  virtuelle  Weg-  AD  ein  Unendlichkleines 
zweiter  Ordnung  in  Iteziehung  auf  t  sein  muss ;  was  sich  in  der 
That  auch  dadurch  recbtfertijjt ,  dass  die  Grössen  AD  als  die  im 
Zeitiutervall  t  durchlaufenen  Wege  zu  denken  sind,  wenn  andere 
besdileunlfsnde  KrSfle  f  mn  die  SIeOe  dar  in  denPaakten  A  sich 
twieichgewicht  haltenden  KrÜle  p  treten.  Man  vergt  fibrigens 
{.  2.  III.  n.  {.  a.  1. 
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Wir  prüfen  noo  das  Priiidp  de«  kleioaton  Zivaoga  direot  aa 
eini^D  der  eiii&M:liaton  Baispiela«  kdwoU  Ton  fiewagnog;  ala  von 

Gleichgewicht 

I.  Uro  für  die  Be^eguug  eiues  Systems  den  niüglich«!  ein- 
iuheu  Fali  zu  nehmen,  so  wird  dazu  nameatlick  «ifonlert,  daaa 
sämmtlirho  Punkte  A.U.CyDyE  für  jeden  der  materiellen  Punkte 
iu  die  nanilich«  (iera<lt>  fallen;  wir  nehmen  daher  zivim  timjfouhe 
Maasen  m,  m'  an  den  Enden  eines  um  eine  cewicbtlo^e  Kulte 

febandcii,  gewiciitloaeD,  absolut  biecaamen  »na  nnaosdebobarea 
'admis  aa  und  legen  die  Anordnunt^  der  Punkte  ABCDE  fEtr  die 
Masse  m  und  der  entsprechenden  A' /$'  V I)' L'  für  die  Masse  wi' 
nach  (Taf.  IV.  Fig.  3.)  zu  (Jrunde:  ^^o  .sind  nach  der  Natur  des 
Systems  alle  Abstände  «ler  übri^eu  l^unkte  vuu  E  auf  der  eiueu, 
denen  von  Ef  anf  der  andern  Seite  gleich  und  habeu  ent^genge> 
setzten  Sinn,  ausgenommen  ED  und  EB'^  die  beide  dem  Sinn  der 
Schwere  entepreeben«  Nim  Ist  hiernach: 

folglich  die  GrßM  '  ^ 

^{m-^m')\^(rD'^I.lJL.(EC-'^^'EB)^'  ■  ' 

Ist  aber ,  wie  gewuhnlich ,  g  die  Beschleunigung  der  Schnvera 
und  r  ein  Zeitintervall ,  das  in  wiscrm  Fall^  mit  allen  vorherj^eheat 
den  Linien,  eine  beliebige  endliche.  <^r<iaae  haben  darf»  ao  lal 

mithin 

ond  folglich 

Jjn .       -  Jtoi  .ÄZ^  ==  (  m  +  »0  C'^' = -an . 775' >  0 , 

was  auch  die  wUlUhrliche  Lhile  €B  nein  nag»  wofern  aie  nur 
ia  Richtung  dfea  Fadeba  genommen  wird»  und  aoroit 


2M 

* 

ein  MiDuniun. 

Fflhrt  nMW  dio  Warthe  vte  EB,  EC  4d  deo  Aandmck  ein  ^ 

welcher  ein  Minimum  selo  soll,  so  bat  nao,  iodiiil  nao  ^  , 

in  -f-  m 

macht 

3fC=4(l-/ti)yt*,  FF=|(HM)^r*, 

fotgUch 

nnd  raati  geht  hier\on  offenbar  zu  2m  utier,  indem  man  filr 

ftg  eine  andere  Bebchieuaigung  {^-{■^)g  sub^tituirtj  die  ebeoialU 
dem  Faden  entlang  wirict,  wo  «  eioe  itrilikfihrliche«  posiÜTe  eder 
negatlvey  CSiOsee  tot,  werans  mae 

d.  h.  Jkn.dH*  eillilt,  indem  eben  CD^^agr*.  Hieraus  erhellet 
aber  mirli,  dass  TTinn,  lU-lnir^  *ler  hu-eistins;  tles  ^linlmiim's 
durch  I)ifff'renzialre(  linuui* ,  in  IJfziehuDj'  auf  zu  dificreuzirep 
hat,  und  da  die  zwei  erciteo  AbieituDgeo  obi|;er  Grusse  nach 

(-m(l-iiO  +  »»'(l+A4))'^und  (m+m')^ 

4  4 

aledy  w«»voD  die  erste  ^ewiidge  des  Wetthe  von  ^  identiedi  oall» 
die  Bweite  wesentlich  positiv  ist,  eo  ist  anefa  voo  dieser  Seite  das 

Ufinimum  hcstMigt. 

Will  man  endlich  das  Princip  dazu  anwenden,  die  Beschleuni- 
gung au  dein  Sys^tem  erst  zu  ündeo,  so  seien  lyi  die  Abstände 
der  Punkte  il,^',  zur  Zeit  t,  vom  hoiliontalen  Oorciunesser  der 
RoUe,  also,  weil  überhaupt  die  Bedingung  des  Systems  4tf^'^A 
iat,  entspreehead  den  Zettiatervall  . 

folgttch 

^C=(^-2p)-^  »  + 

mithin  die  Gfü^«  die  ^  Miiii^iiwi  «ein 
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ihn  ernte  Ableituiig  Dach  der  wirklicheo  BMcbleuuiguug  ge- 
•onuMQ,  ww  som»  giebt  sunächati 

woraus,  da  diese  C^letchung  unaJibäiigig  von  der  yrltoae  deat  Zeit- 
interrall«  r  gdtcn  iiiuss :  . 

folgt,  mitbio 

k 


Da  sofort  -^=0,  ui)d  deagleicben  alle  folgendeo  Zeitableitungen, 
9o  r«diidran  Mk  oUge  Ausdrücke  «nf  ilire  entni  €>lleder  und  die 
«weite  AbleitüDg  (m  -f  m')  j-  aeigt,  als  iveaeotlicli  poeitiT,  ein  Mi- 

uiiuum  an. 

II.  088  PrtDcip  findet  flbrigene  auch,  seine  Anwendung  auf 

einen  einzigen  materiellea  IHinlit;  auch  hier  \Bt  m,B(f,  mltliin, 

abgesehen  von>  Zeichen,  BC  selbst  ein  Minimum.  Diess  erhellt 
bei  der  freien  Bewegung  von  selbst  ,  wo  j8C=0,  bei  der  gezuun- 
geoeo  aber  Mei«tt  et»  sich  allgemein  auf  «ioe  sehr  eialacbe  Weise 
nach ;  ba«  der  Bewegung  eines  Punlrts  md" einer  sddofen  Ebene  unter 
dem  Einfluss  der  Schwere  z.  B.  ist,  nach  der  uomittelliaren  ge<nne- 
trischenCon6tniction(Taf.  IV.Fig.4  )  /iT  normal  znr  srhiefen  Ebene, 
mitbin  die  kürzeste  Linie  von  n  narh  derselben,  und  zwar  für 
beliebige  endliche  W^e  oder  ein  eiiilliches  Zeitintervall  r.  Diess 
eilt  aber  offenbar  Ten  Jeder  Bewegung  dieser  Art,'  was  aucti  die 
Räche  oder  Curve  sein  mag,  an  welche  die  Bewe^ng  des  Punkts 
gebunden  ist  und  was  ffir  KrH fte  dab  ei  im  Spiel  sein  mOgen,  wofern 
im  Allsemeioen  das  Zeitiotervail  unendlich  klein  genommen  wird; 
denn  me  Terieme  Kraft  ist  hier  innner  ^In  Nennatdrack  auf  Jone 
Cnrve  oder  Fl&che,  also  ßC  normal,  mitbin  die  kürzeste  Linie 
von  B  aus  zu  derselben,  auf  der  Ja  audi  die  eompatibeln  Pant[te 
JJ  liegen  müssen. 

Üm  auch  hier  in  dem  einfachsten  Beispiel  dieser  Art,  wo 
nSmlieii  der  voreescbrieliene  Weg  geradlinig  ist,  die  Differenilal' 
gleirhung  dix  Minimums  zur  Auffindung  der  Be^^chleunigung  anzu- 
wenden, so  seien  x,y  die  Coordinaten  des  Punkts  in  Beziehung 
auf  zwei  recbtwiniüige  Azen,  die  der  positiven  iv  im  Sinne  der 
Sebweie  genuunen , '  und  t  der  aof  der  sdilefeD  Eiiene  nsr  Seit  I 
.durchlaufene  Weg,  also  wenn  a  der  Winltei  der  scbicte  Ebene 
wM  der  iUcktnng  der  fidnram  is^t  «««sine»  yrstcosa, 

BC^^(^^^  y^....)^His-^^  y 


m. 


7  4*'»'«  Tf 


woraus  durch  Difforen/iation  uach  -j^,  weil  die  Ableitung  uuab- 

»I*  ^ 

häogig  voo  t  verschvriadm  inms, 
d.  b. 

,  ,        s         t  •  > 


fok't .  nn(!  fWo  /.woUv  Ahleitiing  reducrrt  sich ,  weil  die  huhem  Ab- 
ieitungeu  vuii  jiüthiu  auch,  von  a:,  y  nach  t  verschwinden,  aul 
die  positive  GrOsse 

X*  • 

.  III.  Wais  nun  das  Gleic.'hgewirht  betrifft,  für  welches  da» 
Princip  des  kleinsten  Zwangs  als  Minimum,  mitbin 

festsetzt  ,  so  hat  ni.iri  im  «»r^ti^ii  «nsorer  Beispiele  (Taf.4V.  F1)j.3.), 
indem  mau,  um  die  Figiir  nicht  andern  zu  müssen,  £,E'  anstatt 
A ,  A'  als  die  OMdigewichtsplätze  lietmehtet. 


folglieh 

2m.(E7ß-BE^)=::mi{JiE  ~~ED)''~]^Hm\iJiE^'Ei^ 

^{m-{-m').ED''~2{m-m')n^D,'£B',. 
aber  l»eiiii^  Gleicligewicbt  ist  m=^m' ,  folglich 

* 

Zu  eiociD  «weiten  Beispiel  diene  cio  Hebel  (Fig.IV.  Taf.5.).  u  o  \n 
den  Lacjo!)  A,A'  z\mA  Mnsscn  /n.vt'  an  den  Armen  a,a'  sich  Gleich- 
gewicht halten,  woliir  die  bedin^'u/ig  nia  m'u'  ist.  I\un  ist  wie- 
derum AB~A'Ji\  ferner,  wenn  (t  der  Drebungewüikei  defiUebel» 
aus  der  Lage  AA'  in  die  Lage  DD'  ist, 

AD^'UMnlß,  A' ty zizW ,  - 
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mithin,  da  in  <)f>n  Dreieciien  HAD,  B'A'P'  die  Wtokd  an  A 
iumT^'  resp.'4ö  und  läO""  — »ind, 

HO  das  zweite  Glied  zufolge  der  Gleicbgewichb^beiiiDguug  ver^ciiwin- 
det»  dM  ernte  aber,  indNn  man  di«  £linge  des  ganzen  JÜeU  .niU 
I»  das  gemeiuMlialUifJie  piehuqgaDumeql  ii|it  |»  beaefcjbnai^  . 

wird,  mitiilii,  .      * .  ; 

V  Äa;')=4ii/8iiiH«>  a 

In  baidcn  Betspialen  ist  AB=A'B'=:ifft^,  also  die  Mini* 


wo  sirTi  ziinhrhst  nirht  absehen  Ifisst,  wie  und  nach  was  sie  diffe- 
reuzirt  werden  sdlltr,  niu  auf  diesejin  Wege,  bei  vorausgeset/ter 
GleiebgewichUbedingung ,  das  ftliuimum  zu  couistatiren ,  oder,  bei 
vorausfeeeetztem  Miminani,  die  Gleiehgewicbtsbedingung  herzulei- 
ten; allein  da  diese  Differenziation  dem  Uebergang  von  zu  BDt 
entsprirlit,  ^^ohei  sich  bloss  dt-r  Punkt  A  findort,  während^  der 
selbe  bleibt,  so  sind  erst  die  Cuordiiiatei)  des  l^uukts  A  einzufüh- 
ren ,  um  die  Differenziation  vollziehen  tu  können,  8eieu  daher  im 
ersten  Beispiele  2o,z'„  die  vertikalen  Ordin  iten  der  GleicbcawicbtS' 
plfitia         vod  x,3^  die  d^c  ^kte  JB,B',  aa  ist  ^ 


folglich  "    '•  "  * 

aad  weoo  man  nach  dHareDBirt«  so  irtnd  die  sirai  anteo  Ab- 
kitnDg^D . 

,      -im(t-t,)-^'(t'-^.)^,  . 

aber  vörmSga  dar  Bedingong  dea  Syatama  iai  1q-|-je'«  =  Conat, 
WgÜcb 


wie  alle  folgenden;  mithin  rednzirt  sich  die  erste,  iedem  nan  diid 
BE—B'W=iigx^  berücksichtigt,  auf  -(iii-m').v  ^  d  h.  auf 
Null,  wenn  «i— m's^,  alwumii  4i«  SM>elte  anf  die  poMtive 

GrOfiuse  im. 

Bezieht  mau  im  zweiten  Beispiel  die  Funkte  A,A't  B,B'  auf 
zwei  reehtfvinkliM  Azen«  der  «'ond  so  daiw-  der  Ursprung  ioi 
UmdrebunespanKt  des  Hdbels'  llei»t,  und  die  Axe  der  positiven  a: 

mit  dem  Hebelarm  a  in  der  öleicngenirht.sla,^e  ileo  Winkel  «,  also 
mit  dem  andern  den  Winkel  ISU^+a  macht,  gemäss  der  Bedin- 
gung des  Syirtems:  so  ist,  wenn  x^,v^  und  die  CeordliMiie« 
▼on  711  in  den  Lagen  AyB,  ebenso  ar^,9'o  ^^9' 
in  den  Laiben  A',  B*  sind,  indem  sowohl  AB  uls  .r  Fi'  die  Win- 
kel 90^-|-«  und  a  mit  den  Axen  der  positiven  jl  wtd  jr  raacbeo» 

J7.^cx=— («— d?«),  A'^' .  rin a x'«) ; 


folglich  hat  man,  wenn  man  in  Beziehung  auf  a  tlifferenisirt,  aber 
bloss  die  auf  die  Punktet,  Jl'  sich  beziehenden  Coordiuateo  varUreo 
lässt,  in 


and 


die  beidm  erateii  Ablelteiigeii.  Niia  iat 

Xo=— o'cos«,  _«=  o  sin«,    -^^=«  cosaj 

I 

wodufdi  di*  vorh«rg«heiid«a  AiudrOcke  weiden 


I 
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UDd 

a  k 

9(iiia>+iiiV*)+2iMi((y--af,)dBaH-(«-*jrJco«a) 

-8niV((y'  -y'o  )  sin  a        -x\)aMa) ; 

aber 

(y  — yo  )  «in  a -^'<         )  cos  a = i<Ä  «in  2tx , 

Öf'  -3f'o)«JDa+(*'-«'4»)c<»a=il'JP'äna«i 

mttlkina  irelitl  Ikiaii  n'itoniehr ,  nach  vollzogener  Differenziation,  auf 
AB  =  A'JS'~^at*  Rflcksicht  nimmt,  so  reducfat  «leb  ctte  «nte 
Ableitung  nur^{ma'~m*af)gt\mlibm  «äJivä,  wenn  sQl 
oie  zweite  auf 

BiHhio  unter  derselben  Bedingung  auf  die  positive  GrilfM  ^fd, 
isdem  wiederum  ma=iitV=^,a4-a        ge«et«t  wird. 

Auch  io  diesem  Beispiel  des  Hebel«  Sast^m  die  RSaDe  AB, 
AD  oder  das  Zeitintervall  t  in  beliebiger  endJicber  Grusse  voravs- 

äe«etzt  werden,  wie  in  den  vorbergebenden  Fälfpri  der  Rolle  ond 
er  «cbiefen  Ebene;  übrigens  findet  swischeo  diesem  und  jenen 
der  CvteivchM  statt«  dass ,  wlbrend  dort  bei  der  Anwendung  des 
Princi^  dar  virtueUen  0e8ch>i  Indigkeiten ,  die  auf  die  Richtoag  dar 
Krüfte  zu  |>rojirlrenden  Wege,  welche  die  I'nnkfe  Joh  NyHtems 
bei  einer  Verrückung  desseihrn  aus  der  Gleicbgewichtslat^'e  durcb- 
laufeo,  endlicb  sein  dürfen,  diesti  beim  Hebel  aicht  gilt,  wohl  aber 
gebort  dieaer  n  dea  fUlaa,  wo  alttt  itar  Pki^jac&Dan  dia  ?ir« 
tuellen  We^e  selbst,  and  dtaia  daas  ia  aadliahir  Gitaato»  f/mmt 
AMD  wardaa  .där£en. 


Dä,  des  BemerkoDffen  in  f  1  III.  zufolge,  nrn  das  flausslsche 
Priocip  aus  dem  DaleniWrtischen  in  gehöriger  Allgemeijiheit  her- 
aalaltaa,  daa  ^aa  leftslareai  festgesetzte  Gleicbgenicht  der  verlor- 

^  ^-  ^  P»i*«ipa 

der  firtaeOeo  Gescbwinfiigkeiten  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  so 
soll  nun  gezeigt  werden,  wie  der  allgemeine  anaMische  Ausdruck 
des  Gaussiscben  Satzes  durch  die  allgemeine  Formel  der  Dynamik 
aich  baatiligt,  welche  das  Vefachwindea  der  Summe  der  virtuel- 
len Momente  simmtlicher  verfojMr  Kfifte  aussagt  fitte  b^arf 
übrigens  zuvor  aiaigar  fiüOrtenuifMi,  die  wur  ia  dieacmPaiagiaphaa 
vomehraen. 

L  ftakaiiaMIdi  wird  sie,  indem  man  alle  Punkte  des  Systems 
attf  aia  fadMwiahHgaa  Ooaidiaatawyataitt  Maht,  ^  ala  m  das«- 


m 

selben  uirkeoden  KräCte  aul  ihce  A <iwtir<j»cttoi>cn  wQckfti^t,  00 

dargestellt: 


«roObr  irir 


schreiben,  intlem  wir  sofort  Überhaupt  »ur  Ahkürzurii;  jeden  aus 
drei  GUederu  beätebenden  Ausdruck,  welche  der  Kei^e  uach  den 
drei  CoordilHiteo,  oder  auüh  Ihren  drei  Paaren,  entsprechen,  durah 

ein  einziges  dieser  (Jlieder  vorstellen,  ila>  wir  in  eckige  Kfaninicro 
einschlu'Ksen.  In  dicker  Formel  sintl  für  die  Zoit  t  und  inrend 
einen  des  materiellen  Punkte,  dessen  Masse  m  isi,  x,  y,  2  .seine 

(^oofdinateD,  also  -j^t-jf-y-rn-  ^eiut  wirkliclien  dem  System ver- 
I,'  «t"    ffl*  dir 

bände  entsprechenden  BeschleiHii^ungen  nach  den  drei  Axeu,  A",  Z 
die  Axenprojectionen  der  an  ihm  uuabhäniiig  vom  Systemverbrinde 

wiriranden  hesehfoUDigeiMleli  Kräftei  iJ^o  JT^'^,  F--^J^V,Z-^ 

BtktiB  ▼erlomen  KrilAb,  iniKMk  ia^,  Sy^  Sx  seine  segcnäniitoii  yliw 

tuellen  (leschnindigkeiten ,  proiicirt  auf  die  drei  Axen .  \mA  eben- 
damit  auf  die  Ricbtunirün  der  Kräfte,  die  sich  (Tleichgewicht  halten 
eoUen.  Ea  bandelt  sich  nun  zunächst  um  die  genauere  Festi^tetluiig 
der.Bedctttinif  dieser  OfUssen  In  €>ei«te  -der  Faoetioii8reeliiran|i^ 
da  sie  gewöhnlich  iiQ  8inne  der  1ntinitesiiriabilc<hode  als  Unend- 
lichkleine betrachtet  werden.  Cohen  wir  zu  dem  üehuf  auf  die 
Aussage  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zurfick,  so 
verlangt  dasselbe  dem  System  eine,  im  Allgemeinen  unendlich« 
kleine^  seiner  Natur  coninntihle,  Verrfickung  aus  der  Gteiichg»' 
wichtslage  7.U  ertheilen,  nie  'SVc?*' ,  ^^  ^'!<•l1P  dnliei  dir  eiDzcInm 
Punkte  des  Systems  durchlaufen  ,  auf  die  l\i»*htnngeii  drr  Kräfte, 
welche  an  ihnen  sich  Gleichgewicht  halten  sollen,  oder  beide  auf 
eine  gemeioschafiliche  Riebtaog  zu  projiciren,  altfdmm  soll  dl« 
Summe  der  Producte  aus  diesen  beiderlei  Pröjectionen  und  den 
Massen,  d.  h.  die  Summe  der  vlrtTielUni  Momen'to,  verschwinden. 
Die  AxenprojectioDeD  der  unendlich  kleineu  W  ege  oder  die  der 
Verriicirang  entsprechenden  unendlich  kleinen  Variationen  der 
Coordiuaten  werden  nun  ge^vObnlich  mit  Sx  u.  s.  w.  heulebnst  imd 
als  die  virtuellen  Geschwindit^kciten  betrachtet;  wir  müssen  ahet 
virtuelle  W  ege  und  virtuelle  Geschwindigkeit  unterecheiden,  und» 
wenn  desshalb  Da:  einen,  zunächst  endlichen  oder  ufiendlichkleineBy 
Zuwachs  von  x  (da  es  auch  FäUe  giebt>  wo  die  virtueUen  Wege 
endlich  sein  dürfen)  bezeichnet,  ata'nidisteb  Awidnwib  d»l  sUg« 
Aosaage  de«  Princips  aiiüsteiien: 

w 

wo  nun  JJx  eine  Grösse  ist  nach  Art  von  Jx,  nur  doss  der 
wirklichen  Bewegung  das  sich  seihst  üherlassenen  Systems  w&h- 
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rentt  des  Zeitiftfemdls  ät  entspricht,  Dx  aber  einer  wllttßhrlicheii, 
aar  «oupatibel»  VerrückiiDg»  eiaer  VirtiieJlfo  Beiveguo^.  Mao  ver- 

»,  «•  <  *  .   '  '  ' 

4 

in  Adr,  wenn  man  an  die  Stelle  der'dtmh.dle  wirküclie  Bevregang 

bestimmten  ZcitableituiJi'en  u.     w.  nlllkührüche  Functio- 

dt  dr 

nen  der  Zeit  setzt,  nur  mit  der  FlinscbrHnkuug,  dass  sie  im  die 
Bediogungiseleichunsren  des  Systems  gebunden  sind,  so  das»  also, 
miD  man  cueie  willkfllirlicheB  GrSoaeo  nach  dem  Gebianclie  iler 
VaiUtionareciimmg  mit  ix,  9*x  n.     w.  beaeichnety 


gesetzt  werden  icann  ,  i^o  Jt  hios.«  afs  iran/  -ivillküTirl'K  Tir  Fnrtsrlirci 
nin?«erüss<>  dient,  die  naeh  Unistaudeii  endJitli  oder  unendlich 
kieii»  zu  nelimen  ist,  und  so  den  Grü8j}enraui{  von  Dj:  beistimmt. 
iNc«8  ist  dem'  Geiste  der  Varfäfionsrecbnung  ganz  gemäss,  M-onacb 
man  von  einer  gegebenen  Function  x—ft  von  t  zu  der  variirten 
uborijeht .  indem"  man,  wenn  f  oinf»  neue,  absolut  independente 
Variable  ist,  und  y  eine  ^viilküh^liche  Function,  x Dx  —  ^i^^t) 
aelat,  wiM  mar  *t\tSh=^ß  muaa  und  rnutaus,  diwdi  Eatwiclc- 
long  nach 

■  •  - 

hier  abar  kann  man  %  mit  äi  veiiaaschen,  da  «  nichta  and^  «ein 

soll  als  eine  Völlig  uimbbfingige ,  jedei»  (ürades  von  Kleinbeit  föbige, 
Grosfie ,  ebenso  wie  das  Zeitincrement  Jt  es  fst :  so  dass  man, 
während  x\Jx—f{i\J()  ist,  x\ Dx=.tf{jiiJi)  hat,  und  man 
kann  beifügen,  dass,  vrie  diese  varürte  Fmiellon  immer  der  Bedin- 
gung x—^{it^)  au  unterwerfen  ist,  nach  Umstanden  auch  die 

weiteren  Bedingungen      =9x,—-^9*x,  u.  «.w.  gemacht  werden 

kuonen,  bis  zu  einem  beliebigeu  Uiiede«  bi^  zu.  welchem  Jx  und 
Dx  fiberc^nKtimmen  sollen. 

Entwickelt  man  aber  vermöge  des  äufgesteliten  Warthes  von 
Dx  die  Fnrntel  ('i)  nach  .  so  erhftit  man,  nach  Weglassung  des 
gemeioschaftiicheo  Factors  jl,  ^   '    -  • 

und  nun  sind  die  beiden  Fülle  zu  unterscheiden,  wo  die  .Verrük- 
irang  des  Systems  unendlich  klein  sein  muss  und  wo  sie  endlich 

sein  darf.  Im  ersten  ist  Jt  unendiicbkiein  zu  nehmen  und  die  vor- 
bertrefu'tide  Gleichung  reducirt  sich  auf  ihr  erstes  GlicfK  rl.  h.  auf 
die  Gleichung  (1);  im  siveiten,  wo  Jt  nur  den  Grad  von  KJeiuheit 


haben  muss,  daRH  die  Ueihe  convergent  sei»  scrföUt  sie,  weil  «10 
ttoabhängie  von  tlieser.  willkfihrlichen  ilruMe  bestehen  rauee,  m 
eine  oneDoliche  !\Ienge  von  Gleichungen,  WfDVOO  (1)  üb  eMto  lül 
and  ivelcbe  die  eUgcmeioe  Foim  Inocn 

(3) -J«[(JC-^)*i*]=a 

• 

wo  n  jede  ganze  positive  Zahl  von  der  Einheit  an  sein  kann;  und 
die  üebereinstinimnng  dieser  sämmtiichen  Gleichungen  wird  eben 
dxis  analytische  Zeichen  davon  sein«  daSs  bei  einem  System ,  wo 
diees  statt  findet,  die  virtnelleo  Wege  eine  endlidke  GtOeee  Um 
ddrleo. 

II.  Die  besonderen  Gleichungen  der  Bewegung  des  Systems, 
in  welche  die  Formel  (1)  zerfällt,  lassen  8ich  entweder  dadurch 
darstellett,  dass  man  silainitiiche  Bedingungsgleicbuogen  des  8y 
stems  mit  unbestimnitea  Factoren  in  die  renael  ^  I )  'einführt  und 
sofort  sämmtliche  (^ordinaten  als  eben  so  viele  mde|)endente  be- 
handelt; oder  dass  man  die  Coordinaten  auf  die  kleinste  Anzalü 
independenter  Variabein  zurückgeführt  voraussetzt,  mittelst  jener 
Bediii£;un^8gleichungen ,  wo  es  nöthig  ist,  auch  nach  Umstfiodea 
unter  Zuziehung  der  Formeln  der  Coordinatentransformation.  Seien 
im  ernten  Fall  L  =  0,  L' =  0  u.  s.  w.  ^enc  liedingungssIeichungeD, 
d.  fa.  Relationen  zwischen  den  Coordinaten  der  einzelnen  Punkte 
des  Systems,  an  weiche  diceelben  wihtend  der  ganaen  Bcweguni^ 

gebunden  sind,  sodass         0  u. s. w.  und  eben  so  dL=0  u. s.w., 

und  welche  im  Alleemeinen  entweder  bloss  mittelbar,  implicit,  oder 
auch  explicit  die  Z^eit  enthalten  können,  so  dass,  mit  Ausschliessung 

des  [elstem  Falls,  die  Gleichn^gen  ^»()^a/#=rO  eoviei  sind  aU 

HC 

und 

Alsdann  zerföllt,  wenn  X,  l\  1'...,  die  aegenannten  Eflniina^ 
tiens&i^orea  sind,  die  Gleiclrang 

(4)  Ä[(ir-^)teJ+iWXr+m'  +  ....«a 

die  nun  an  die  Stelle  von  (1)  tritt,  in  eben^ioylel  mal,  ala  Punkte 
in  voriianden  sind,  drei  GI<^icbuogen  von  der  Form 
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and  die  Beivep;UDf^sgfeichuDgen  des  S\  .stcmR  sind  da«  Resultat  der 
Ethninattan  säimutücher  GrSasen  l  zwiscbeo  dieseo  Systemeo  von 
der  Form  (3).  '  .  ' 

Es  «eimi  im  iweites  Ftlle  «»>  x  u.  s.  w.  die  letzten  ßtth 
metrischen  independenteo  Variabein,  oder  eben  so  viele  von  einan- 
der onabbSngige  Functionen  der  Zeit,  worauf  sich  zuletzt,  nncli 
Berficksicbtifiiiuig  aller  BediogungeD  des  «Systemfi,  die  Coordtnaten 
wmwt  Pnnkto  tnrQdrflibren  lassen.  Diese  Coordioaten  sfnd'alidanii 
wiedcmni  im  Allgemeinen  entweder  rein  geometrische  FundfoDeb 
jener  independenten,  oder  durch  Relationen  damit  Terkniipf>,  worin 
überdies«  die  Zeit  explicit  vorkommt,  so  dass  man,  mit  Ausschliessung 
des  letztem  Falls,  hat  x :^f(io,%i.»..)  und  folglich 

djt  dx  du»    dx  d\f'  ■ 

Ä*  ^ du^lü^^d^^in^  ^  d^f  dtW^d^liti'^dp^'dt 
d*x     dxd*<a  ,  d*x^dM\*  ^  ^d^xdm  d^ta 

^ä^'^^'dr^dt^  ^^'dH'\di~dii"^''"^ 
IL  e.  w.,  dbeoMk 

u.  s.  u. ,  ferner 


wobei        .         ,    .  , 

^11»  =—!^  Jt-^-...,,       Dil»  —  Stfi  Jt-^  . . . . ,    U.  S.  TT. 
TT  '  ' 

Wie -nun  iu  den  Bedincunjgs^leichuDgen  L—O  bald. die Coordinateu 
«Jimmtlicher  Punkte»  bUa  die  einiger,  bald  selbst  UoM  die  eines 
einzigen  Torbommen  können,  so  können  in  den  Relationen  ;r=/tw>v-) 
bald  alle,  bald  einige,  bald  sämmtlirho  ind«'j»ende(ito  vorkommen; 
wenn  ferqer  eine  solche  iodepeiidente  m  mehreren  Punkten  des 
Systems  geoieifisehaMIch  Kiikomnien  soll,  so  heisst  das  sanSchst, 
dass  für  alle  diese  Punkte  von  jedem  beIiebiG;eri  Zeitpunkt  t  aus, 
ihre  Aendfr^ng  oder  Dcj  <lprr  nämlichen  Werth  habe,  uahrenil 
der  dem  Zeitpunkt  t  enti>i»recheiule  ^^  erth  die  Form  a  \  cj  hat,  w<r 
01  eine  Constante  ist,  die  mr  die  verschiedenen  von  uj  aithangenden 
)*iiiikle  des  »Systems  Terschlcdene,  durch  den  Systemverband  ge> 
gebene,  Wertbe  bat;  man  kann  aber,  theils  um  die  Veriable  tu 
vor  der  Hand  ohne  Unterschied  auf  alle  Punkte  des  System«  zu 
beziehe^«  tbeiU  um  insbesondere  auch  den  Fall  mitzubegreifeu, 
w-o,  i^cDn  z.  B.  «r  ein  Winkel  ist,  naeli  def  Zählung  desselben, 
J»  filr  die  einen  Punlcte  positiv,  rar  die  andern  negativ,  ausfallen 
wffrde,  noch  allgemeiner  testsetzen,  dass  filr  irgend  einen  Punkt 
des  Systems  der  Werth  von  o*  zur  Zeit  /  die  Form  a  +  habe , 
fvo  a  eine  ähnliche  Constante  wie  u,  beide  namentlich  auch  des 
Nnllwerths  fähig :  so  daas  die  Relation  zwiackau  einer  Coaidioato 
x  und  den  indcpeadenteo  allgemeia  durch 

-     .  .    ^ .    .  .  \ 

vorzustellen  ist,  anstatt  durch  .r  ^C'''»  V  '  )■  ^lun  die  Va- 
riationen dta,  (S^"> —  einer  geometrischen  iudependenteu  m  als  voHii; 
>villkflhrliche ,  von  einander  durchaus  unabhängige  Functionen  der 
Zeit  zu  |l)etrachten  sind,  so  zerlalU  die  (illeicluinK  {\)  dni)ck,  Eio- 
üühruli^  deS'  Weftka.von.^^r  in  eben* so  viele  Gleicfaniigeu 

als  independeTite  Varinbeli»  w,  i;-....  vorhanden  sind;  Clrlrlmngen, 
die  säninitlich  von  der  zweiten  Ordnung  hinsichtlich  der  Zeitah- 

leitungen  der  independenten  sind»  vermSge  (les  Werths,  von  -»^^ 

und  daher  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  hinreichen. 

III.  Von  den  !)ciden  Formen  (5.  u.  (),)»  die  man  den  Hewe- 
gunirsuleichuninen  eine-s  System«  «eben  kann,  ist  fiir  unsern  nach- 
Kten  Zweck  die  letztere  geeigneter.  Eben  so  wie  diei»e  auM  (1) 
hervorgegangen  sind,  zertSllt  nSmlich  die  Formel  (3)  durch  Ein< 
flihrung  der  independenten«  In  Gleichungen,  deren  augeinaine  Form 

WO  n',n"...  ebenfalU;  ganze  positive  iahten  sind,  aber i^ljpr Werth« 
von,?iult  an  lllhig  und  an  dl«  Bedingung  n' -^u" =  n  gebutt" 
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den.    Da  uuii  ak#lK4|d^MN«bi%(^.4ic  Bevve<;ur)!>  beraitirToll- 

stäiidig  besUramen,  80  müssen  sUmnitliche  iii  derfornu  l  (T).  ausser 

«Den,  eiitlialteneii    (ileichunsen  mit  donselbeii  idtMi(is(  werden, 
is  Koinit  erfordert,  dass  alle  höhere  Ableitnn(2;en  der  l'oordinaten 
nach  «.^  ^     ver«te^edfini^o^  h,  lin 


All-emeiDen,  iiik  WCo^Mmim^  FdlTÄion^  M 


oder  £xponeDtialAiactiooeD  voo  der  Form 

* 

mU  der  bellebl(>:et)  Basis  k  seleo,  y^-^K,A,a,b,e....  CongUaHi&ik 
hinsichtlich  der  Zeit  sind,  die  von  einem  Funkt  des  Systems  «mp 
andern  variireo,  aber  Constanten,  die,  wie  k,  unabhanj»!«: 

tm  Systemrerbande  ^sind.    Diea«  waren  also  die  analytischen 
Bedfaigiingen  dafür,  dass  die  virtuellen  iUhm*  imdliell  sein  dlir^s 
man  erhalt  aber  diessfalls  noch  mehr  coexistireode  Gleichungen 
dnrch  succe^fiive  DiifereoziatioD;  vob  ^-^nacli  <$.«be  «fste  ^iebl 
•  •    '     '    •       •  •  I  .    .....  . 

[  =0, 

d  .y   il^js.        d^x     ^  ; 

^dt^  'dF^'d^'dr^^J 


Rir  sieb  irsrseliwiiidet,  iodem,  die  Ansdrüclcie  ^»      •  •  •  vor  dks 

.   df  dt 


«» 


Sammenxeichen  treten. 


eise  £>veU^  4*  b.  die.Djiffeceiiziatioo  des  letislero  ^usdrupks  führt 
ebenso  sv. 


nd  so.AstfkhislKl-gllMteit  na0  su  .deK'sUgenisiiitti  Fmel  , 

*  '         >  ■ 

worin  die  vorhergehenden  nebst  fy^  ffltat.die  Werthe  i=r0,=l,  =  2 
enthalten  sind,  und  >vo  /  aller  snnzen  positiven  Werthe  von  Null 
an  fähig  ist  .Wenn  die  virtuellen  Wege  nicht  endlich  sein  dürfen, 
also  (7)  nicht  gilt,  su  gelten  zvvar  die  vollständigen  Zeitableitungeu 
der  Gleichungen  (0)-,  serfallen  aber  nicKt  in  Gleichungen  von  der 
Fsim  (8)  nnf  (S»}. 

*  Th«U  -VI,         •  IT  * 
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Wir  ziehen  hieraus  noch  schlieifisUch  folgende  Resultate. 

I)  Additt  nuMiilleGleiebingra  <6> iifM* ftsp. lMll|iliQttlob art^ 

 ,  so  erbfilt  iBAB,  da  wir  uw  auf  den  Fall  beschränkt 

idt  dt 

haben,  das«  bloss  mittelst  der  independeDten  *o,  y...  von  t  üb- 
hängt,  io 

# 

die  der  Form  nach  mit  ((j)  und  (1)  ixatiz  analuLjo  Gleichung,  deren 
Integral  bekanntlich  das  Princip  der  iebeiMitgeu  Kräfte  enthält. 
Bfao  erhSlt  sie  gleichervt-eise  durch  Vertauschune  der  VariattooeD 
•Aer  Ylrlnelleii  SeschwiDdigfceiteQ  ix  im  (l)iiiit  denZsilaUeitangeD 

oder  ivirldieheo  Gesehwiodigicetteii        wir  kOimeD  such  mugm, 

durch  Vertauschuuff  des  virtuclien  VVfg8  Da:  in  (2)  luil  dem  nirk* 
llciieii  Weg  Ja:,  wäelw  VerCanaelinigen  gestettet  sind»  so  wio  «Ne 
Relationen  zwischen  den  Coordinaten  und  independenten  oder  die 
HediiifriingNgleichiingen  des  Systems  die  Zeit  nioht  expllcit  enthal- 
ten, wie  sich  Lagrance  in  der  analytischen  i^lechanik  ausdrückt. 
Iii  den  Füllen  nun ,  no  m}x  eDdlicb  stm  datf ,  miiss  ibsselbe  aneb 
von      gelten,  vna  man  hnl  «Isdsnn  als  Folg»  tob 


nel»en  (10)  eine  Reihe  C^eiehnngen  von  der  tllgomeiDen  Fom 

(is>*[U-^)^)=o.  , 

ivelrhe  sich  to  dar  That,  wenn  mau  den  Ausdruck  von      -  durcll 


die  independenten  einfuhrt,  mittelst  (7)  rechtfertigt. 

2  )  i)a  in  dem  Zeitintervall  die  Grr»88en  X  und  x  die  Ib^ 
cremente  ^dX,  Ax  erhalten,  so  wird  aus  der  Formel 

(13)  ^m[(jr+^a:-.i^^^^)^(:r+^x)]=o,- 


fwo  nuin  auch  H  filr  ^  aelirelbeB  kante  j  anahig       Fotiael  (3)K 
o.  h.  die  Glaichgavichtsformel  der  TertonMD  KrSfto  aar  Zelt 
ttod  da 


dX  M.  ,  tPX ^ 


folglich 
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Ak»^  >i#_L  '^^^  1 


•^1 


so  bildet  der  erste  Tin  II  von  (13)  eine  EolwIckeluDfir  nach  derto 
einzelne  Glieder  wet^on  der  willkührlichen  Grösse  des  Zeitintervalle 
vcfschwimieü  luüüaeu,  wodurch  loan  eine  Folge  von  Gi(;ichujig|Bn 
cniält: 

1 

^K-^-  -a?^  •  "S"  t 


U.  8.  W. 


die,  viie  natilrUeh,  Diclite  anden  sind  alt  die  TollstSiidigen  Ab- 
leituncsgleichungen  von  (1^  nach  t  Aber  in  dem  Fall,  wo  die 
GleicbuDg  (7)  und  folglich  (9)  f:\]t,  zerfallen  aia  iriedemra  in 
Gleichungen  von  der  ailgemeincn  Form 

(14)  -?«»L5^(A-^).-3^J-ü, 

iKo  i  nnd  i'  positive  ganse  Zahlen  sind^  aller  Werthe  von  ISull 
an  ilfaig,  80  daaa  Or  t+t'.=Ö  di«  Glaidiiing  (1)  darin  enthalten 
lat,  Air  <Ue  ^« 

die  man  In  dar  Tliat  nniatttelbar  nitteiai  (9)  lechllcrtigt ,  indem 

man  den  Werth  von      uud  von        d.  h. 

r 

einfuhrt  Endlich,  da  dann,  auch  die  in  (4)  enthaltenen  Gleichungen 
beeleiien,  eö  folgt  danuis  eben«e>  wie  (14)  anif  (1)/ 

Ai«\  d^x^  dfid»x'~t  A 

05)  Ä[^(jr-_)._^J=0, 

die  aleh  ebenao  tfie  94)  durch  (ft)  mhlfftrt^. 

IT* 


Nim  iSsst  sich  zeigen,  dass  das  Prindp'tfM  Uffnsteo  Zfran^ 

XU  denselben  Gleichungen  führt,  wie  die  GleichgenichtsfonDel  dtr 

Znanfjskriit'to  und  zwar  iu  der  Art,  dasti  in  den  F?i Hon,  wo  das 
Pr'mrip  der  virtuellen  Geschniiidit^keiten  hei  endlichen  Verruk- 
kuiii'eD  des  Systems  gilt,  auch  un^er  Priticip  l'är  ein  endltchei» 
Zeitiiitervall  statt  findet,  w§Iimd  im  All  d.h.  w«nn  dvH 

die  virtuellen  Wege  unendlich  klein  stftv  mflssen ,  aneh  hier  das 
Zeitinterval! .  för  welches  die  freien  Bewegungen  der  Punkte  de» 
Systemt»  mit  den  wirkücheo  verglichen  werden »  nnen^ich  klein 
zu  nehmen  ist 

I.   Es  seien  för  ii^end  einen  der  raateriellen  Punkte  m  des 

SyetoTTis  seine  Techt>vinlclti;en  ('onrdifiatoTi  in  der  der  Zeit  /  ent 
sprechenden  Lai^e  A  (um  die  Benennungen  aus  §  1.  beizubehalten) 
.r,  VfZy  und  in  den  beiden  der  Zeit  i-{^Jl  «ntbprecheodeu  Lagen, 
In  C  Jf-j-Ja,  3f+^,  z-^Jtf  \n  B  «-f-l,  y+v,  wo  alw» 

J.r,  Jy,  Jx  UM  «Moso  l>  19»  C  Functioneo  Tnu  Jt  sind.  Setst 
man  daher 

BCszu,  und  J^mu* ^  ü, 

ist 

und  die  Grüsse  U,  die  ein  Afuiimum  »ein  aoU: 

(a)  iJ=Jln[{i^JaYl 
Um  nun  V  Vkch  At  zu  entwickeln ,  so  ist  als  Fuijctico  von  M 

aber  für  Jt  =  Ot  oder  für  die  Zeit  i  hat  man 

indem,  wie  in  §.  3.,  A%  Y,  Z  die  Azeneoroposanten  der  zur  Zeit 
I  auf  den  materiellen  Punkt  m  unabhJbigig  vom  gyatimyetbande 
wirkenden  beschleunigenden  Krlfte  «tld$  es  ist'fcrsef  Ende 
de»  Zeitintenralls  Ji 

aber  auch  venauge  dea  vorhergehenden  Ausdracka  von  £ 
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liVich.diireli  VergleicluiugdiMer  beiden  identischeo  EQtwkkeluogeii; 

dx  /d*^\_d'x 


% 

0,  8.  W.      -         •  • 


Man  bat  mithin 


« 


und 


folglich 


also 


(6)  l7=^^«,[(jr-^f^/^(^^^)+...)-]. 


Aaeh  i«t  YetmSge  der  BotwickelnDgeii  io  $.  3.  III. 

-A^^A^  j5  , 

mithin  kann  die  dorti«^  Formol  (13).  indem  man  zugleirh  die  vir- 
tuellen Räume  statt  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  t^eUl,  so  dar- 
gtitellt  weiden: 

11.  Um  Bun  direct,  nach  Analogie  des  GeussiecheD  Beweiees,^ 

SU  zeigen,  dass  klriuer  i#*t .  als  wenn  wUlkührHch  von  A  aus. 
•tatt  des  u irklichen  Orts  C  zur  Zeit  t-^^t,  ein  compatibler  Punkt 
D,  d.  h.  ein  anderer  Punkt  der  Trajectorie  von  m,  genommen  wird, , 
eo  eeieo  x-^Da-,  y^Dy^z^Dz  die  Coordinaten  \  on  m  in  der 
Lapp  7>,  w  o  D^,  Ihf ,  Dz  tViHktiihrllche»  aher  dorn  Zustnnde  de« 
Sy*iten}s  zur  Zeit  t  conipatible  Aenderuna^eii  der  Coordinaten  sind, 
■m  vuo  A  eu  />  tiber2iti(«faeDy  also  Grössen  nach  Art  der  in  ^.  6. 
wf  dieee  WeiM  iMM4(»Mteo  «iiioelleo  Wege, 

■ 

doch  mit  dem  Unterschied,  dass,  gemäss  den  Erörterungen  in  Ke- 
Ireff  de«  CSanMischeii  BeitwkHR  In  $«  1. die  w  Zeit  t  erlangten 


S62 

da: 

GevchwiDdigkeiteo  -j-.  ebenso  in  Dx^  wie  in        uod  l  stecken, 

d.  h.  dass  Sjs=—  und  desgleicheu  t^u»  —  -^  u.6>w.  zu  uehmeu  ist. 
Akdaon  ist  aber     •  * 

und  gMDlw  den  Anadiiidmi  too  ^^,9*^  ii.s.ir..mitiel8t  dar  io 

dependeoteo,  iodem  maa  dario  3^=^,  ^y=^,  u.  s*  w.  macbt: 

•  - 

,  «^'a:  dm  .  d*x  d^  ,  rf*oj.  ; 

o*  s.  w. 

NoomI 

•9  ist  za  bei^eiseo«  das« 
Aber 

•if  =r(^~ifcr)»-f(v-JD!y)«+(f-.Ä)i 

folglich 

und  es  ifit  (/'— (7>0,  mUhin  17  ein  Minimum,  wenn  da«  sweite 
Glied  diewa  Ansdmcks  reiMkivindttly  odar 


(17)  JSmlii'-Jx)iDx'^Jx)iz=Q; 
daan  aladana  kommt  V—Vaaf  den  waaaatUch  positivaa  Anadmck 
.j^lilkB-^  Jx)*]  oder  2mJSS* 
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raräck.  En^vickelt  man  aber  den  ersten  Theil  der  zu  beireiseMleli 
äeiehung  (17)  miMat  der  Ausdrfleke  von  li-dx^  Dx-^JlSt 
Bach  ^<  «Dd  mCiI  JBaD  alle  Variationen  und  Zeitableitungen  vor 
die  Saminenzeichen ,  so  findet  sich  jedes  Glied  mit  einer  Summe 
behaltet  Ton  der  Form  derieoigeo,  welche  die  eine  Seite  der 
Gleichung  (9)  bilden.  Weno  Mer  das  System  tob  der  Art  Ist» 
idass  die  virtaellen  Wege  endliche  Grosse  habe«  dürfen,  so  ver- 
schfvinden,  vermöge  der  dann  giltigen  Gleichung  (9),  alle  einzelnen 
Glieder  der  GIcicliung  (17),  was  auch  sein  mag,  wofern  nur  die 
den  ersten  Theil  derselben  bUJeude  Reihe  convergfart;  d.  b,  da« 
iÜietp  des  kleuMitea  J^waogs  gilt  Rlr  endlich  Zeitinter\'a11e  JL 
«eiche  aberdiess  jede  beliebige  Grosse  haben  dürfen  in  dem  Fall& 
1P!e..die,»(||($|rdMiatc0  lioe^e  rooctionea  der  i^pfndenten  sind, 

weil  ^Um  Mit  dra  AUeitnuien  ^^f^^  tob        bb  «Ue  «Uedsr 

der  Reih«')MUB^  itffliB  enteo  yersehwiadeD,  nithlB  keine  Con- 
eergenzbedingung  mehr  erfüllen  darf.  Gestattet  aber  das  System . 
was  im  Alluemeinen  der  Fall  ist,  bloss  unendlich  kleine  virtuelle 
Wege,  so  qilt  die  Gleichung  (l»)  bloss  für  t=0,  11  =  1,  oder  redu- 
cirt  sich  auf  die  Gleichungen  (6) ,  vermöge  dereB  alsdiBB  bloss  dab 
erste  Glied  io  der  Entwiäehing  der  GleichBBg  (17)  aach  J< 
schwindet,  dt  müss  also  unendlich  klein  genommen  werden,  da- 
mit diese  Eotwickeliiag  auf  das  erste  Glied  surfickkonime,  oder 
(c)  auf  . '!  ' 

■  » '  *  *  ^ 

wobei  sich  zugleich  die  HomogOBeitit  dieses  Ausdrucks  zeigt. 

Die  obige  EntwickeluBg  von  Dx—  dx  lasst  sich  auch  dadurch 
maclien,  dass  man  diese  GrOsse  und  entsprecbend  D'^  —  Jw=k, 
D^f  —  Jyt=it  o.  s.  w.  als  locremente  voa  «tfdr  wid  ji»,  A^,,*  be- 
trachtet, btim  Udboi^g  fem  Pnakt  C  wm  Paakt  i>;  aiaa  hfjt 


^      dJx,  ,  dJx.^  .  d*x      ,   rfV^j;  , ,  .  d*Jx  i*. 


'm  wm.  ^  ^Mm  U^l'i     Jf  . 


■■d.  ▼««nuge  dar  Ib  $.3  aagogcbeDeo  Ausdräcke  vea  Jx  mittelst 
Am,  Äff  ••• 


d^Jx         d*cr  ,  .  d' .r   dvt       d^x  d\p      v  ... 

Formelii,  die  auch  noch  später  gehrauciit  werden.  —  Man  kann 
«tuHich  d^n  TJebergang  vom-  Ponkt  C  ZQ  'i>'.4arc|i  'Iflcremeiite 
D(jc-\-J£)  der  Coordinaten  x^Jx  von  C  andei^n,  «o  das«  dann 
die  Ton  T)  rüo  Fonn  lutbeD  x^-jx-^-IM^xi-JxS,  wo  snnidist,-  itf«'  in 

der  l^oraia.CiiOi     ^  ■:    •  i 

und  • 


mithin  '  t 

... 

allein  da  in  ^  bereits  die  AntangM^eschwindiglceit      enthalteo  ist, 

so  ist,  gcmä88  der  obigen  Erörterung,  in  J)x  zu  setzen  ix^O, 
ivüdurch  Da^  und  D{x^Jj:)  zurückkommen  auf:,  . 

80  das«  diese  Grussen  vom  Range  des  Quadrats  too  Jt  werden, 
und,  da  nun  auch  gleicherweise  Im^O,  u.  s.  w.  su  pehmen  Ivl» 

■ 

O.  S.  W. 

ist  Wenn  man  hiernach  die  Gleicbnog,  cUe  nun  ad-  die  SMi«  l^n 
(17)  tritt,  .   V  '. 


■ 
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ratwickelt,  so  ist  leicht  zu  sehen,  class  sie,  wie  die  Entwic&elaag 
von  (13),  lauter  Glieder  liefert,  die  durch  die  (ilcichung  (ft),  wenn 
diese  statt  findet ,  verschwindeD ;  währeod  für  ein  imendlicnkleiDe« 
Jt  an  die  Stelle  von  (c/)  tritt,    '  \         ,     Vi  « 


eine  homosene  Formel,  deren  zweiter  Theil  vennfige  der  Gleichno- 
UMi  (6)t,  imthio  vermöge  (1),  verschwindet*).  j 
llL  Um  nun  das  Minimum  auch  unmittelbar  durch  Oifferen* 
sadrt»irtin^  M  ImIumMi,  «O'  hAaiiliM  -wir,  «kmjiÜBiii^*  i^  '4m 
Däch  Ji  entwickelten  Form  (A)  der  Fundion  11,  (wie  In  §.t81,  irMEtt 
^r  daselbst  durch  die  Natur  der  Sache  geführt  wurden),  nach  den 
wiri4ichen  Beschleunigungen  dffferenziren  und  so  durch  NaHsetzung 
'^-^  «r^en  Ablelluikgen  ifach>  jed^d«»  itideiMiidentnir  Besdilem^ 


eangen,  d.  h.  nach  den  «iVeitfeD^Zaltilbleitiirtgen  der  indepiendeoiMi 
Variabein j  ebensoviele  Gleichungen  erhalten,  als  solche  indepen» 
dtate  vorhanden  sind.  Diese  sind,  wenn  man,  wie  im  Allgeniei- 
MMlnfordert  wird,  die  Entwickeluns:  nach       auf  ihr  erstes,  mit 


V   »  , 


Natürli«ii  haben  hior  die  dem  '.Vfümrgaiig  voii  C  xu.,i>  «Mtopre- 
chenden  Variationen  nicht  dieselbe  Bedeutung,  wie  die  in  der  Formel  (</)• 
wde^  den  liebergan^  von  j4  xu  D  andeufe^n «  unterscheid^! .man  der 

Y»g^isinmg  wegen  die  jejteigeB  dn^cli  Abeön^irung  jde«  foUt 

■    .     •  .    .    .  •       ^  ■  »  »  »  . 

und  enUprechend :  ' '  .^>',:\'     .  I»  -.ib  b 

.  *  'ili.i  ..I 


ibflriuulpt  anas,  wem  aum  die  Fomtln  (17)  udd  (18)  veigleieht, 

identisch  sein,  und  die  gliederweiae  Vergleichung  der  Entwickelung  diecer 
bmien  Aatdrücke  nach  Jt  giibt  die  vorhirf^hende 'und  alle  übrigen  Be- 
■  swisehon  dsn  Varialltas<  ♦  jT/irtd-  df»  s    -i- \  V 


iL  h.  die  Gleichungen  (6);  denn,  vermuge  de«  Ausdrucke  vou 
niitelst  d«r  indepeodeotop»  Ut; 

♦ 

dJ*  dt* -  dm'    d^"  dt*  ^T^*  U.  «.  W. 

Wir  verfolgen  aber  von  dieser  Seite  die  Suche  nl^t  welter; 
denn  da ,  wenn  w',  c«*^.  u.  h.  w.  ebenso  die  fiste»  dritte»  u.  m.  w. 
Z^tableituog  von  w  voratellt,  überhaupt  ^ 

d  dx       d  d^x  _    d  d*x    dx 

d.  h.  gleich  de»  cfsten  GM«  ist,  M  wvist  diM»  mT 

eine  allgeuieinei«»  bcnite  in  VoihergelieiMlea  luig«deutete  Art  hii^ 

die  Ditferensiationen  anzustellen,  nämlich  nach  den  d^m  Zeitincre» 
ment      entsprechenden  Increuienten  der  independenteo 

VariabeJn;  denn  diese  Differenuation  eotf^pricht  ail^meiu  den 
Dnhetgaog  vom  Punkt  C  tn  D,  von  dem  In  Nn».  iI.  die  Rndt 
war,  wobei  wir  auf  die  Function  ü  itt  iluer  •»!«■»  inm|twi«MftMi 
Gnaftalt  (a)  Kurflckgehen  niüsaen. 

Da  bei  dieMm  Udlergang  die  Punkte  B,  niitbio  die  ürü^scQ 
igeihidert  McihMb  an  M  dl»  |iMtl«Ueo  Aldiltviigw  mtif  «b4 
Oidmmg  von  d«r  FuMtioii  V  »uk  Jm»  ^•«•« 


«.  w. 


ttod  die  Bedingungen  dee  lllnimim'e  eind  vno  dreieilei  Mi, 

(ß)  ^>«. 


,  ,    d'V  4fV       d^O  V 
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$ie  «iod  erfliyt,  Wim  -      .     .  ^« 

Am  dfldanii  kionupiMi  die  svreiten  iUUettaDgeo  von  17  auf  ilne 

Ueh  positiv  sind,  nie  es  die  lieditugunveo  (ß)  erfordern,  uud  di» 
Stettfioden  der  Bedingungen  von  der  Form  (/)  erhellt  uDnilttelliar 
dnreli  EetwickeiuDg  ihrer. Beetnitlieile,  indem 

d*U  d* ü  ^A^^ rfdAv fUxyn 

inNMch  Ae  Seche  enf  den  Sats  a*-|-6*>3a6  hiaemlinft.  EnMk' 
kelt  man  aber  die  etttpn  Theile  der  dud  noch  zu  erweisenden 
CUeichmigeo  (20),  (21)  nach  Ji  vermOge  obiger  (^to.JL)  £ot- 

wiitirelwgie  der  AMeitnngen  ^  u.        ind  der  CMmr 

•e  hefinden  ^ch  wlederom  !d  aileD  Gfiedem,  (nach  gehöriger  Ah* 
eoodeniBg  der  von  den  Sumiiiationen  anabhängigen  Factoren)  Suiii- 
in<»n,  deren  allgemeine  Form  in  der  GleKbnrfi;  (0)  enthalton  Kst: 
die  Gleichungen  (20),  (21)  gelten  mithin  onabliuugig  von  der  Grösse 
des  2^itintervalls  Jt,  vrenn  alle  diese  Summen  vermöge  der  Glei- 
chung (9)  Terschninden.  Wenn  aber  diege  hloeei  Ittr  hsO,  n=zl 
gilt  ,  so  Ut  das  Zeitintervall  unendlich  klein  zu  nehmen,  wie  die 
•virtuellen  Wege,  und  die,  desshalb  auf  ihre  ersten  (Jlieder  zurflck- 
sefuhrteo,  Gleichungen  (  20)  sind  einerlei  mit  deu  Gleichungen  (6); 
die  ^icnnogen  (21)  dagegen»  deren  erete  Glieder  die  Sommeli 

enthalten,  gelten  zwar  dann  nicht  mehr,  weil  hier  n=2  in  der 
Formel  (V)  za  nehmen  wäre,  sind  aber  diessfalls  zur  Erfüllung  der 

BedinqrincfTi  (y)  auch  nicht  mehr  nothig,  ^^eiI  dio  zweiten 

Theile  in  den  Ausdrücken  der  zweiten  Ableitungen  von  U  wegen 
des  Unendiichkleinen  von  selbst  wegfallen;  denn  es  kommt  alsdann 

2.B.^  auf 


zurück,  mithin,  wegen  ^(=~,  auf  2^iit  1^^-^^  ^ ,  uodebeaM 

.  Hier  betrachten  wis  uoch  jPrincip  de^  kleinsten  Zfrvu» 
ihi  Falle  des  Oieichgewlclift.  '  •  • 

-    Das  Pri nein  idar  virtuellen  Gescbwindigkeiteu  lieCert,  meoD  üBei 

Kräfte,  deren  Axenprojectionen  A',  F,  Z  sind,  selbst  ao  4abi  Sy* 

Stern -si(ih  Gleicbge^vicht  hajten  sollen,  die  Gl^jchuog' 

'I.  •»•■."»••"••'  •     •  •  '  •  • 


woraus  mau,  wenn       endlicher  Wertbe  fähig  ist,  die  Formeln 

zieht,  wovon  man  die  letztere  aus  der  vorbergebemden  erh&lt  durch 
DiffBrensiafioo  nacb  «Ipcr  Variäbeln  i,  wov^n  alle  aadm  als 
ctionen  betrachtet  Wttimn,  oder  auch,  was  auf  dasselbe  hinausläuft» 
diiich  Differenziatiioo  Bacb  dar  Charaptariatik  ^  (nur  dasa  dann 

9*X  tftt        Sit  MtM  ist),  und  ilie  im  AUgsneinao  auf 

zarückkommen,  wovon  tetstere  in  der  Anzahl  der  ^eometrischeti' 

indepetidenten  vorhanden  sind  ,  mithin  die  Gleichgewichtslage  voll- 
komuieo  bestimmen.  Es  ist  tiun  zu  zeigen,  wiefern  diese  Glei- 
chungeo  auch  diessfalls  ein  Minimum  des  Zwangs  ausdrücken,  was 
auf  gans  ihnliphe  Weise,  wie  in  §•  4»  ge^icheheu  kann. 

Sei«n  x,  y,  x  die  Coordinaten  von  m  in  der  Gleichs^ewichtslage 
A,  x  \  li  y  \  Vi  ^-^  s  «der  x',  y' ,  z'  in  der  La^e  i?,  xvohin  M  vou 
A  aus  gelangt,  wenn  es  sii:h,  wie  alle  andere  Punkte  des  Systems, 
aas  der  Gleichgewichtslage  fral.  unter  dem  Einfluss  det  an  Ihbi 
wirkenden  Iträfte  X,  YjZ  liewegt;  endlich  x^Dxy  y^Dij,  z\Dx 
in  der  Lage  Z),  in  die  es  von  A  aus  gelangt  bei  einer  uillkührli- 
.  eben ,  dem  Systemverbande  rompatibeln  ,  Verruckung  sämmtlicber 
Punkte  des  Systems,  oder  vielmehr  in  die  es  von^  aus,  wenn  das 
Gleichgewicht  gestört  wird,  während  des  Zeitintervalls  ,  in  wel- 
chem es  frei  nach  Iß  käme,  bei  seiner  Verbindung  mit  den  übri- 
gen  Punkten  des  Systems  wirklich  sich  bewegt,  (so  dass  man  auch 
Axa  Auy  Az  für  Üx,  Du,  Dx  setzen  konnte)    Setzt  man  wieder 


so  dass  V  die  Function  ist ,  die  ein  Minimum  sein  soll ,  wenn  <|ie 
CSIeithiiDgan  (ff)  oder  0^)  gelten;  ebenso,  «renn  der  JPiufkt  'D  mm' 
die  Ste^e  ven  Ä  tritt,  . 


I 
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Ml  tat  * 

milbin  '  :        '     '  ■    '  j 

(«),  i;=?^>Äirj,  «Oer,  l/.=J&iiUV-*)*J,    '  . 

mid 

iß)    l  > 

di«  Bedingung  des  Mioitnuuis  von  Oder  weuo  niait  6'  ii  def 
«tvitra Fomi  Meli  den  iBd»f»«iMleiitra  v»,  v.*^*  dlftrenciif ,  wobei 
blo88  die  Ooordinaten  x  d*'s  Punkt«  A  sich  lindern,  während  die 
Coordinaten  ^  des  Punkts  B  ungciodert  bleibeo' (^ie- in  dem 
Beispiet  §.  2.  HL)}  so  hat  man  in 


rfw  aoulif 

das  System  der  BIfaiiniiiiiisbediDguiigeD.  Da  onn  ^=0»  mitbin 
aacb  tesO^  so  bat  man  rar  Eotwickelmig  dieser  Aosdrackc  die  Weitbe 

wo  J*j:,  u.  s.  w.,  weil  auch  ^=:^i^=:,,,=0^  dieselben  Wer- 
the  babeD>  «fbi  tu  der  letitaa  Sstwloksfasf  is  |«  4a  Ii ,  n&mJicb 

+  2  ^  äW>+ .... 

V.  s.  w.    Vermöge  dieser  Ausdrucke  erheiit  aber,  dass,  mag 
endlich  oder  uneodlicb  klein  zu  nehmen  sein,  die  MiBimvnisbedin* 
flogen  in  der  einen  (6),  nie  in  der  andern  Form  (c)  dnoh  dis 
.  SleicbgsiriBhtsbsdiDSM^  iß)  oder  (jf)  sieb  raohtfertigsta.  >  ..  . 


•  '   '    ,  .  *• 

4                                   »•  •  '..<'» 

•              <•    .       '          ,  .1..    *      ,          ,  ' 

.             i       *  • 

•          ■      ' .  I  >     ♦  II  :.  • • 
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SciiluBabemerkung. 

Mit  Vorstohcbdcni  gfarabe  ich  dasPriDcip  des  fclflinslMi  Zwaog» 
nach  alieo  Seiten  erurtert  zu  haben ;  ich  musste  mich  dabei  zugleich 
in  eine  Krörtening  lihpr  rlas  Princin  der  virfuelleti  Geschwiiidig« 
keiten  eiulitö^en,  (lie  darin  haupti^äcnlich  von  den  gebrSuchMchen 
Oarstellungen  abweicht,  da^  ich  bei  den  virtuelieo  BeHeguuj|eo 
immer  swiscben  den  Tirtaellen  RSumeii  und  Geechwittdi^eneB 
(man  Icann  beifügen:  Besch lennigangen)  unterechieden  und  gezagt 
n;tbe .  (him  von  diesem  Gesichtsputikt  aus  ein  we<)enf  lieber  Unter* 
schied  in  der  fintwickelung  der  BeweguogsgleicbuugeD  eintritt  fiir 
di«  beidtii  Ffille»  einmal  denjenigen,  wo  die  vkmellw  Blnw 
•odlieh  «ein  dürfen,  alsdann  den ,  wm  nt« .uoradlicli  klein 
mflasen.  Mao  pflegt  die  tirtuellon  ßo^vr;Lnin<ren  ,  die  man  einem 
Svfltein  ert heilt,  ins  Gebiet  der  \  ;iri;Lti(iijsre<  liinmu  zu  ziehen;  ich 
gfaube  behaupten  zu  dürien ,  dattö  nur  bei  ubiger  JDarstellttog  die 
etrengen ,  dem  Geiste  der  Functionentheerie  angepassten  Begriffe 
der  Variationsrechnung  inAowendunff  kommen,  wie  sie  namentlich 
Ohm  in  «einen  Schriften  auseinanoersetzt.  Diene  ^lethode  be- 
steht übrigen»  nicht  im  Verbannen  des  Uneodlichkleincu ,  sondern 
in  der  etrengCBnndfolgeuchtigen  analytiechen  Behandlung  deeaelben. 


IFntersuehiuNreii  fliier'  den  soffenami« 
ten  IberganlaiireiideK  AoiiiielkeKeL 

Von  dem 

Herrm  FMessor  Dr.  F«  StegmtBB 

n  d«  ITaif mUU  tu  Mafbnijg. 


Die  bpknnnte ,  in  jedem  Cursus  übet  ExperimenfaTphysik  er- 
Tvjihnte  und  öfters  al«  mechanische«  Paradoxon  aufgeführte  ErwrhtM- 
uuüg,  dass  ein  Doppelkegel  auf  zwei  divergirenden  ätützea  durcii 
netbetn^^ge  Relifion  in  die  Hohe  lioll,  läete«  wmM  in  moM- 
trischer  als  mechanischer  Hinsicht  mehrere  interessante  •  Wfngf 
dar,  und  es  existiren  darüber  auch  bereits  zwei  Ahhandlunffen  in 
den  Schriften  der  Petersburger  Akademie,  die  eine  ¥on  Kraft 
^evl  'Oomment  Acad.  Petropel.  Tom.  VI.  p.  389.),  die  andere  Tob 
Kononoff  (Ment  Acta  AomL  Pedop.  Ten.  VIL  p,  m).  Allein 
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dB«  erste  erklftct  ebM  mr«  oidit  geringer  WdtlSiiftigkelt,  waran 
die^  S^achte  Bewegans  vor  sich  geben  müsse,  und  dass  das  Auf' 
steigen  nur  ein  scheinbares  sei,  imd  iKt  seihst  in  diesom  Wenigen 
mcbt  firei  von  Irrthflmern:  die  zweite  genaiiute  Arbeit  dagegen« 
f»<ldh<  hauptsIcMich  in  WMkawMMr  IHnaidbt  41«  w^Afsitn  For- 
meln zu  entuickelB  bestimmt  war,  ist  durch  einen  fundamentalen 
Fehler,  wie  sich  später  (§.  16.)  zeigen  wird,  so  sehr  Diist»rathen, 
dftss  man  nicht  anstehen  darf,  nie  als  t^anz  imbrauchbar  zu  be- 
aMcbneo.  Unter  diesen  Unistäudeii  möcbteu  die  nacbätebenden 
Ubtorsudmegen ,  weleh*  vonugsweise  über  die  hei  dieser  Bewe* 
gung  sich  darbietenden  geometrischen  Fragen  Aufschluss  gebeQ 
MUen»  Bwoohes  Mut-vod  VMlkicht  fibefiMclMBde  SUwltai  iieÜNn^ 

Es  mCgen  in  Flg.  1.  die  Beideo  congmeDteD  Trapeie  AEGJt 

mnd  AEHC  die  Unterlage  vorstellen,  von  welcher  der  Doppelkecd 
während  seiner  Bewegung  getragen  wird,  und  zwar  sollen  die  ue- 
radeQ  AB  und  AC  oie  beiden  scharfen  Kannten  seio^  mit  deren 
•inaelico  Ptaokteo  die  Kegelflichen  svccesshr  Berührung  treten, 
iNe  diel  Kanten  BGy  CH  denken  wir  «n»  Tertikai ,  die  bei- 
den unteren  EG  und  Ell  horizontal;  und  was  die  Länge  dieser 
Kanten  anbelangt,  so  wollen  \\\r  EG  — EU  so  gross  denken,  dass 
Gff  gleich  der  Axe  des  Doppelkegels  wird.  Nach  der  Voraus« 
Setzung  wetden  die  Kanten  AB  und  AC  Tod  A  an  in  die  HCbe 
laufend  unter  ririoni  gewissen  Winkel  gegen  die  Uorizontalebeof 
geneigt  sein,  und  als  Maass  dieser  Neigung  soll  uns  im  Folgenden 
der  Winkel  dienen,  weichen  eine  dieser  Kiuiten  mit  einer  durch  A 
aaMrte  gezogenen  VeHUmlRoie  büdet  nSmlicft  W.  JABt=:ABG=zr, 
Im  Uebrigen  ergiebt  sich  aus  diesen  Bestimmungen  von  selilS^ 
dass  die  Verbindungslinie  der  Punkte  B  und  C  norlznntal  iiegeq 
und  ebenfalls  der  Axe  des  Doppelkegels  gleich  sein  wird. 

Auf  diese  Unterlage  soll  nun  der  aus  zwei  congruenten,  ge- 
meinen und  von  gleichartiger  Materie  erfiülten  Kegeln  rarnimmen- 
gesetzte  Doppelkegel  |;elegt  werden,  entweder  so,  dass  er  mit 
einem  in  der  Peripherie  der  gemeinschaftlichen  Basis  gelesenen 
Pmikto  sich  auf  den  Vereiniguoespunkt  der  Kanten  AB  uoa  AC 
•tütit»  oder  auch  so  vrie  ihn  dfe  Flg*  1«  daisteOt.  nftnlicb  daan 
Ude  Hilile  (ür  «ich  in  einem  Punkte  T  re8|i.  Ü  auf  den  genannten 
Kanten  ruht.  Mag  man  aber  die  eine  oder  andere  Lage  als  die 
anfängliche  wählen,  in  jedem  Falle  haben  wir  als  fundamentale 
Toraussetzung  dieser  Untersuchung  anzunehmen,  dass  der  gemein- 
schaitliche  Grundkreis  in  diejenige  vertikale  Ebene  faUe,  welche 
durch  die  Halbirungslinie  des  \V.  BAC  hindurchgeht  und  welche 
wir  in  Zukunft  der  Jvürze  wegen  die  mittlere  Vertikalebene 
nennen  wollen.  Und  aus  dieser  Annahme  in  Verbindung  mit  dem, 
was  Aber  die  Stellung  der  Upterlage  festgesetat  wwden .  Int,  folgt 
sogleich,  dass  die  Axe  des  Doppelkegels  norizontal  liegt  und  das« 
fiherhaupt  auf  beiden  Seiten  der  mittiatfii  Yurtilralfhong  Ttlilkww~ 
mene  iSymmetile  Statt  finden  muaa .  • 


m 

■ 
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•Mim  ▼Mimle  Jcptiit  M  M^M  ^liru i»egpAiifcte.  mA  V 
darch  eine  Gerade,  wetdie  in  TF  durch  die  Ebene  ({«»«Gnindkrel* 

«es  hindur<*hi;eht .  un<1  ziehe  von  IV  eine  (Gerade  WM  nach  dem 
Mittelpunkte  des  Urundkreises ,  so  kommt  es  zunächst  darauf  a»* 
ob'  Hiese  Oerade  etwa  ir«rtikal  sttlil,  odev  rOcfcwSftB  ^eneifff  ist. 
80  das»  sie  gesen  die  ^rcb  A  aMAlftrt«  ^ezogme  Vertikallinie  AJ 

ronvergirt,  mler  oh  sie  vorwürts  ^eneijjt  ist,"nSmlioh  von  AJ  di- 
vergirt.  In  dem  letzteren  Falle  wird  die  HOgenannte  berganlaut'ende 
üeweguug  des  Doppelkegel»  vor  sich  gehen,  und  zwar  so,  dass 
die  im  TorliergdteBdeD  §.  Ifir  die  ursprügliche  Stellung  angenom* 
mene  Symmetrie  auf  beiden  Seifeo  der  mittleren  V>rtikalebene  sicli 
fortwShrend  erhält.  Denn  wegen  der  vorausgesetzten  Homogeneität 
dei;.  heiden  Hälften ,  des  DoD^>elke^ls  wird  sein  »Scbwerpuokt  in 
den  Mittelpunkt  seines  Omndfereises  falfen',  «nd  iobald  niav  daher 
in  Gedanken  dU*  Reriihrungspunkt«»  T  und  V  mit  .Jf  verbindet  und 
sich  die  ganze  IMasso  des  l)opjK»lko£;el.s  in  .1/  voreinigt  vorstellt. 
So  sind  die  Unistande  iu  stattscher  Hinsicht  dieselben,  als  wenn 
din  gleichscbenkliges  Dreieck  TMV  ohne  eigene  Sclinere,  jedoch- 
in  seiner  Spitze  M  durch  ein  Gewicht  beschwort,  lim  seihe  Ihoti- 
zontat  gestellte  Grundlinie  TV  als  rnidrehungsaxe  zu  rotiren  an- 
fängt, und  bei  einer  solchen  Rotation  niuss  die  l^inie  Jlfli^  offen' 
bar  io  der  mittleren  Vertikalebene  bleiben.  * 

Die ''eben  aufgeoteUto' Bedingung  nir  das  AuftHirtsrollen  de« 
Doppelkegels  kann  abtor  oocb  auf  leine  andere'  und  sich  unmittelbar 
auf  nie  gegebenen  Grossenverhültnisse  beziehende  Art  ausgedrflcict 
werden.  X>a  nämlich  sowohl  TVdJ^  auch  dieAxe/'Q  beide  senkrecht 
abf. der* bitttereif  Tertikaiebene  stehen,  «o  I8ist  sich  durch  die;«» 
beiden  Geraden  eine  Ebene  legen,  welche  die  Peripherie  des  Grund* 
kreises  in  irgend  einem  Punkt  »S  durchschneiden  wird,  so  aastf 
MWS  ein  Halbmesser  des  Grundkreises  ist.  Die  gedachte  Ebene 
enthält  nun  zugleich  die  zwei  mit  der  Unterlage  in  BerOhrung  ste- 
henden Kegeiseiten  PTS  und  QXJS,  und  soll  deshalb  der  Be-» 
rührungs-Axen  schnitt  heissen.  Da  aber  die  Kante  J  7' der 
Natur  der  Sache  nach  eine  im  Punkt  T  an  die  Kegelflächo  gezo- 
gene Tangente  ist,  so  wird  die  Ebene  des  ^  AST  die  der  Ke- 
ieiseite  PS  entsprechende  lan^rende  El»ene  .sein  and  'dl^m^roäoa 
Inf  dem  Berühnings  - Axenschuitt  senkrecht  stehen.  Und  da  di^ 
mittlere  VertikaleheneyiÄJ!/  gleichlalls  auf  dem  Berührungs  -  Axen- 
schnitt  senkrecht  steht,  so  folgt,  da6s  AS  im  Punkte  S  senkreclit 
auf  dirr  Ebene  des  Verflbnings-Aiieiiacbnitts  stehen  ;  dM  alsb 
aucli  W.  ASM  ein  Rechter  Said  kQoss,  d.  h.  dass  AS  ziigüticbf 
die  Peripherie  des  (Jrundkreises  in  tangirt.  Die  liedinpfung, 
dass  MW  vonvarts  geneigt  sri .  bringt  demnach  als  nothwendige 
Folge  mit  sich,  dass  die  (ierade  AS  von  A  an  in  Uezie- 
hiiDg  auf  den  Horizont  abwSrts  laufe. 

Dieses  Verh.lltniss  ist  anschanlich  gemacht  bei  der  projekti- 
vischen  Zeichnung  in  Fig.  2.,  in  welcher  die  Punkte  A,E.M,  W,  S 
die  nämlichen  sind  wie  in  Fig.  1.,  während  die  Geraden  £a  und 
AN  die  Projektionen  der  Kanten  EG  nod  auf  die  alttleTO 
VetlikaielMiie  undiiD  ebe  Io  denelbeo  Ebene  geiogaDe  HoilaoB* 
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UUioie  vorätellco.  Wenu  nSmfich  hier  die  Richtuoff  des  UalbnieK- 
sers  SM  \ou  der  Vertikallioie  divergireu ,  der  >V.  ASM  ah^T 
CID  Rechter  Hein  soll,  so  mos«  augeDScheinÜch  AS  von  A  ao  ab- 
wärts laufen,  nämlich  W.  NAS'^NAD  sein.  Und  umgekehrt, 
HO  oft  dies  der  Fall  ist,  wird  die  so«;ei)ajiDte  ber^auiaufende  Bewe- 
gung des  Doppelkegel«  vor  «ich  geben. 

1  m 

^ 

Bevor  wir  iedoch  deu  aoalvtischen  Ausdruck  fOr  diese  Bedin- 
euDg  in  «DMiäKcIo  mclieii,  acnemt  es  nöthie  erst  dieBehauutung 
festzustellen,  dass,  wo  sich  auch  immer  der  J)oppelkegel  wknrend 
«einer  fortrollenden  Bewegung  befinden  m;»».  A.  h.  wie  gross  auch 
die  EotferouDgeD  AT=^j£V  sein  mügeo,  stets  die  Richtung  der 
Linl«  AS  dlcflolbe  bleibt,  nliiiHch  dass  aUe- Punkte,  wie  <Suiid  Sf, 
ia  eiper  efatimn  Geimden  gelegen  sind.   Kraft  (la  der  oben  an« 
geführten  Abnandfung  §.0.  S.  396.  Z.  6.)  Tiinimt  zwar  ohne  Wei- 
teres an,  der  VVeg,  welchen  der  Schwerpunkt  M  während  der 
Bewegung  des  Doppelkegels  beschreibt,  sei  eine  gerade  Linie, 
was  mit  unserer  gegenwärtigen  Behauptung  ziemlich  zusammenfallt,  , 
allein  die  Annahmon  diesen  Akademikers  bei  der  vorliej^endeii  IJn- 
tersuchunic;  waren  etwas  voreili«;  und,  wie  wir  deninärbst  sehen 
werden,  zum  Theil  irrig,  uud  im  gegenwärtigen  Faii  kunnte  mau 
ftelicb  fräsen ,  warum  denn  nicbt  etw»  der  floometriscbe  Ort  der 
Scnwerpunxte  AT,  M'  u.  s.  f.  irgend  eine  in  der  mittleren  Vertikal' 
ebene  liegende  ('nrve  sein  konnte.  Dieser  mögliche  Zweifel  scheint 
neJoiebr  erst  durch  lolgende  Betrachtung  seine  £rledi^og  «1  In- 
den. Wenn  mrci.eongruenle  KegdMiehni  P  «ad  M",  aeraa  Axea 
PM  and  P'Jf  parallel  laafea,  yaa  eiaar  Geraden  TT  berührt 
werden,  und  zwar  so,  dass  die  BerMbrungspunkte      J*  auf  der 
nfimlichen  Seite  einer  durch  die  Axen  eeleuten  Eb^ne  liegen*), 
so  müssen,  wie  man  leicht  einsehen  wird,   die  Berührungs- 
Axenschnitte  so  wie  die  herührhMi  Kegeiseitea  PT 
und      T  einander  parallel  sein.    Hieraus  folgt  nun,  dass 
während  der  rollenden  Bewegung  des  Doppelkegeis  sänuutliche 
berührte  Kegelseiteo  auf  ieder  jSeite  der  mittleren  Vertikalebene 
In  einer  Ebene  ATS  besSebangsweiae  AVS^  gelegen  sind,  and 
dass  also  der  geometrische  Ort  der  Punkte  S9S*  a»  a.  f.  nicbta 
Anderaa  iat^^ala  die  Durebacbnittallnia  dieaer  beiden 


*)  Wenn  die  geatelaMiiaftliehe  Tkagent«  TV  swtidien  beiden  KeMla 

bb^orchgeht,  so  dais  die  Benihranetponkte  sich  aaf  verschiedenen  Sei- 
ten einer  dofcb  die  kxr-n  hindurcbgeleptcti  Ebene  befinden,  so  pilt  dieser 
Satz  nicht.  Itt  andern  Falle  aber  überzeugt  man  sich  von  seiner  llich- 
tigfcait,  asbold  man  durch  T  ein«  Gerade  TfV  parallel  snr  Axe  und,  • 
ausserdem  die  aaf  der  tanprenden  Ebene  ATS  senkrecht  stehende  und 
die  Axe  schacideode  (in  der  Fig.  1.  jedecb  nicht  geseichnete)  Normallinie 
T»  ideht,  nad  gaai  dieaMbea  OoecCnietioBen  an  Penkte  T'  ▼enbamb 

Mit  Hnlfr  (!cr  Voraussetxung'cn  <  r/>^ielit  f»ir  !i  ilann  sncrlrii  Ti  ,  <1iik8  an  der 
Ton  dm  Geraden  TAy  TH^^  Tx  gebildeten  dreiseitigen  Ecke  die  drei 
ebenen  Wfaikel  gleich  sind  denen  an  der  entsprechenden,  ans  T'A,  T'PV', 
Vm'  gebildeten  Ecke,  wid  das«  also ,  veil  ATl^  nnd  AT'fV'  in  einer 
■bene  liegen,  dieJEbcam  ^'X«P  and  fT'Tm*^  pnmUel  seia  atem 
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tu n (2;ireiideD  ElirrK'n.  —  f^nd  da  RSmipflirhf»  Halbmesser  SM^ 
S'M  u.  s.  f.  aut  dieser  Geraden  AS  senkrecht  stehen,  so  muss 
dftr  Wc^  des  Sdiw«f|nifikts  alletditigiir  eine  mtt  AS  pamllda  Ge- 
rade sein.  Diese  Gerade  MM'  muss  iQhrigens  verlängert  tn  deo 
HalbirunjrspTtnkt  iV  der  Linie  i9f 7 auslaufen,  denn  ^  eil  wir  in  1. 
BC  j;ieich  der  Axe  PQ  gemacht  haben,  so  ist  die  äusserste 
Grenze,  bei  welcher  der  Doppelkegel  von  den  Kanten  AB  und 
AC  linterstutzt  zu  werden  auihort,  dann  erreicht,  wenn  die  Sehci* 
tel  P  und  Q  sich  in  B  resp.  C  befinden,  und  bei  dieser  Lage 
müsste  fler  Nehwernunkt  M  in  .V  anlangen.  Freilirh  \>erden  wir 
demnä«  iist  sehen,  aass  der  Doppelkegel  durch  seine  rollende  Be- 
tregung diese  Gmse  streng  geneminen  niemals  etteleliett  kaim* 

I 

£s  sei  nun  die  Axe  des  Doppelkegels  PQ=^2h,  der  Durcln 
roesser  des  Grundiarelaes  c=  2a»  der  Winkel  PSQ=-2fi,  so  4ass 

^staeg^  ist. 

Ferner  sei  der\Vinkel  zwischen  den  Kanten ilJB und /4 Cgieich 
2?  i7nH  der  X^'inkcl .  ^vplr  hpn  oitie  f!iirr}i  A  2;e205ene  VertikalUaie 
AJ  mit  einer  dirst  r  Kanten  bildet,  nanilieh  JA^~JAC~r. 

Mittelst  der  >ier  von  einander  unabhängigen,  gegebenen  GrSsseo 
a,  9,  r  werden  sieh  nun  alle  ihrigen  constenten'  ClrOssso  he» 
sttamen  lassen. 

üm  Euviirderst  den  NeigungKwinkei  zwischen  den  Ebenen 
ABGE  uod  ACHE  zu  bestimmen^  welchen  wir  durch  i£  beaeich« 
nen  wellen  >  und  wdeher  shglebh  die  HotiannlalprojeothNi  desW* 
BA€  tn^t;  hat  man^aas  dmi  Disiick  GEH 

2h  =  2LG.MnE; 
ab«r  ans  dem  Dreieck  BAC  ergiebt.aich 

2/t=5Ui5r.sin9; 

Mglbh  ist  sln£=d^  •         d.  h. 

üm  ferner  die  Richfnn«^  der  Geraden  4S7  zu  finden,  wobei 
wir  in  Betrefli  des  Endpunkts  Z  annehmen  wollen,  dass  NZ\]  MS 
ein  von  N  auf  AS  gefälltes  Perpendikel  sei,  so  Üe^t  uns  das 
A  ABN  den  Werth  AN==ihcotgijf  also  erhalten  wir  aas  den  A 
ANZ»  weiches  skh  in  sefaier  wahren  6«rtak  fai  Flg« 

«   tnng>7 


(2)  BinNAZ==^t-^  -^^' 
Aeotg^  tangi^ 


Die  Winkel  2ri  und  20-  können  awar  jeden  heliebigen  Werth 
anisohett  den  Grenaen  Q  nad  ir  «rhaltsn,  so  dnss  n  and  ir  bella* 
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bige»  jedoch  epftzeWinkel  sind,  und  huchstens  knnn  &~l7Tf^p\n, 
in  so  fern  man  die  Untersuchung  mi  einen  rollenden  Cylinder 
«lUizudehneD  beabsichtigt ;  in  jeuem  Falle  aber  erfordert  die  iXatur 
mieerer  Aufgabe,  dass  ^>>7  sei.  Denn  nenn  wir  unserer  vorigen 
Bezeichnung  geniHss  unter  die  Horizontalprojectiun  des  W.  ^ 
verstehen,  und  uns  auch  den  Doppelkes^el  auf  eine  durch  ^geleqte 
Horizontaiebene  projictrt  denken,  so  leuchtet  sogleich  ein,  das« 
lld->9i£  sein  wom>  denn  sonst  kSnnie  der  Dopfähegel  gar  nfehil 
vtMi  den  Kanten .iü?  und  AC  getragen  werden,  er  wtede  viebnehr, 
wenn  man  ihn  so  auf  die  Tnfprla'^f*  \(^2Pn  wollte,  das«  er  intt  der 
Peripherie  seines  Grundkreiset»  durch  A  hindurchginge,  ciich  um 
diesen  Punkt  A  herumdrehen,  so  dass  sein  Schwerpunkt  in  der 
riiofie  des  mittleren  Vertikalschnitts  einen  Kreisbogen  nm  den 
Wittelpunkt  A  beschriebe,  und  wurde  auf  diese  Art  zwischen  den 
Kantf'Ti  AB  und  AC  «2:eradezu  hindurcliiallen.  Nun  ist  aber,  wie 
man  ans  (1)  ersieht,  die  Projection  2E  grötuies  als  der  prujicirte 
Winkel  £9  und  nur  im  Falle,  wenn  tat,  sind  beide  gleich, 

folglich  muss  jedenfaUe  2ä>>S9  «ein.  Demnach  Ist  in  allen  riUeD 

derQnoflent^^i^'^       gtid  wegen  (a>  W.  NAZ^hf^-  thum  flbii' 

tang  tT 

geos  dieser  Winkel  gar  nicht  von  i'  abhängt,  ist  «ehr  begreiflieh, 
weil  die  Figur  1.,  nSmlich  die  Unterlage  flammt  dem  darluif  geleg* 
ten  Doppelk^el,  bei  A  festgelialteu  und  in  den  Punkten  B  und  C 
erhohen  eder  her  abgesenkt  werden  kunnte«  ebne  daaa  «ieh  der 
W.  NAZ  Sndern  würde« 


Zunächst  kommt  es  jetzt  auf  den  Winkel  NAD  (Fig.  2.)  an, 
welchen  die  flrradp  AN  mit  der  d  Tirrh  A  in  der  mittleren  Verti- 
kalebene gezogeneu  liorizontaüinie  AI)  macht. 

Durch  Ycrgleichung  der  Fig.  2.  mit  Fig.  1.  ersieht  man  aber, 
daas  NJ)  nichts  Anderes  ist,  ala  die  ▼ertikate  Erhebung  dea  Punkte 
IT  über  den  Punkt  4»  folglich 

JfD=AB,coar; 

(ecner  iat 

AN~AB»co9il, 

folgUek 

(3)  dnNAIh=:~'' 

_  _  _  _  • 

.  Dieser  Winkel  ist  natürlich  unabhängig  von  ^«  Am  Schluss  des 

5.  hatten  wir  aber  gefunden,  daes  die  vorwärts  rollende  Bewe- 
gung dann  Statt  finden  müsse,  und  auch  nur  dann  Statt  finden 
ki»oDe,  wenn  W«  JSAZ">NAD  ist.  £s  kommt  daher,  den  For- 
(2)  und  (9  nt  Folge,  datanf  aa«  ob 

lang  17  >cosr  • 
<aogl^<eosi7 ' 

18« 
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U.  b. 

(4)  8iiH7^tang^«Mr/* 

ist.  Je  nachdem  nämlich  die  gej^ehencn  Whikpl  f^,  r. .  r  in  einem 
solchen  Verhältuit»s  zu  einander  stehen»  Ans»  hier  entweder  das 
obere  Zeichen ,  oder  das  mittlere  oder  daM  untere  Realitfit  hat, 
wird  headehnDgeweise  der  Doppelkegel  sich  ^  orwSrts  von  A  gegM 
N  bewej^en.  oder  im  Cileicilgttivicht  liegen  Ueibeo»  oder  rÜcl^irtl 
g^en  A  hin  rollen. 

Da  tiintj  ubrif»ens,  wie  bereits  im  vorigen  §.  bemerkt  worden, 

der  Natur  der  Sache  nach  kieioer  als  sin^»  aUo  1  >        sein  miussy 

so  kann  man  wegen  (4)  auch  sagen:  Sobald  der  Doppelkegel  tod 
«elbst  Torwftrte  rollt,  mues 

>(5) 

d.  h.  y>  kleiner  als  P  sein,  —  welcher  Setz  jedoch  nun  ni<  ht 
mehr  umgekehrt  werden  kann.  Den  W.  F  setzen  wir  natiirln  h 
bei  dieser  Untersuchung  &ls  spitz,  höchstens  — /^^  voraus,  weil, 
wenn  r  ein  etninpfer  Winkel  wiie^  jon  einer  beiganbuifeDden  Be- 
wegung gar  nicht  mehr  die  Rede  sein  kOnnte. 

Fndlirh  brmcrkf»  man  noch,  d.iss  je  nachdem  in  (4)  das  obere, 
mittlere  oder  untere  V  erbiodungszeicheo  gUt«  auch 

BN>k      ^  "  . 

d. 

ist.  Und  well  Aß,coar  die  vertikale  Erhöhunjj  des  Punkts  ß 
fiber  dem  Punkte  A  angiebt ,  so  lässt  sich  die  vorige  Bedingung 
aaeh  so  aneeprechen :  Der  Doppelkegel  wird  vorwfirte  oder  tilck* 
Wirts  rollen  oder  stillstehen,  je  ncicndem  die  vertikale  Erhebung 
des  Punkts  B  über  den  Ptinlct  f.  nriniHrh  die  Linie  ND'm  Fig.  2., 
kleiner  oder  grosser  oder  gleich  ist  dem  Halbmesser  des 
Gruodkreises.  Noch  bequemer  freilich  ersieht  man  dies  Ergebnise 
aus  der  Beschaffenheit  der  rechtwinkligen  Dreiecke  ANZ  und  AND, 
welche  die  Uypoteniiee  gemelnecbaftlich  haben,  und  in  denen  also 

W.  NAZ^NAD  «ein  wlid,  je  nachdem        =ND  bt* 


W«io  &—^it  wäre,  nSmlich  wenn  anstatt  eine.«e  Doppelkegels 
ein  Cyl  Inder  vom  Durchmesser  2a  auf  die  beiden  Kanten  der 
Unteruige^legtw-urde,  so  hätte  man  ein^cotg^^,  and  ee  konnte 
also  fjar  nicht,  ^vle  der  Bedingung  (4)  zu  Folge  fflr  eine  aufstel« 
geode  Bewegung  verlangt  wird»  ein9cotg^>coer  sein»  eondem 
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es  ist,  wenn  dabei  /'  von  Jn-  versnhieflen  anMOommen  w5rH, 
sinr/cotg^ <cos/^,  d.  h.  ein  Cyliodcr  wird  auf  der  Unterlag e 
abwärts  gegco  A  hin  rollen,  und  nur  für  F—^n  ist 
siQipcotg{^=co8r=0>  nämlich  wenn  die  KanteD  der  Unterlage  ho- 
rizontal gestellt  sind,  M  bMbt  der  Cy linder  Im  Gleidigewicbt 
auf  denselben  liegen. 

Wenn  man  dagegen  einen  wirklichen  Doppeikegel  Tor  sich 
hat»  w«M  also  ^<4«  ist,  m  tnMut  »an  aus  (4),  da«»  bef  un« 

geändertem  n  durch  Verkleinerung  von  r,  d.  h.  durch  steilere  £r- 
ebung  der  Knntrn  A/i  AC,  leicht  die  Möglichkeit  <1pr  auf- 
wärts  rolleoden  Bewegung  aufgehoben  und  der  Zustand  des  Gleich- 
gewichts herbeigeführt  werden  kunne^  weil  nämlich,  itle  bereits 

io  6.  4.  bemerkt  worden,  jedenlaH«  <1  ist.    Und  ferner, 

tangt*^  ' 

ptobald  dieser  Zustand  des  (jleicht^ewlrht«  eingetreten  ist.  *jo  ^vird 
bei  unverändertem  f  und  ^^  bloää  durch  \'ergrosseruug  des  W. 
3»  wieder  die  auArärts  rollende  Bewegung  veranlasst  werden,  wel- 
che Foigeniogen  man  McaDotllch  mach  das  Ezperineat  leicht 
beatätigt. 

Im  Uebrigen  kOnnte  man  für  jede  hetiehige  Cjrn.sKe  der  i!;ege- 
benen  W.  <t,  F,  ,  die  Winkel  AAZ  und  ISAD  nach  (2)  uoii  (3) 
berechnen,  und  wenn  dabei  NAZyNAD  ansftilt,  so  wOrde  dem 
$.  3.  zu  Folge  eine  mit  AZ  inf  Abstände  MS^M'S'  =  a  parallel 
gezogene  Gerade  MN  den  al>w'^rts  geneigten  Weg  darstellen,  in 
welchem  während  der  aufwärts  rollenden  Bewegung  des  Doppei- 
hegehi  «ein  Sehwerponkt  aUmihlig  heiabsfaikt» 


Aach  liaBt  didk  jetzt  «che«  da«  «tatiache  Monettt  bestfnmen» 
'dnrcb  welches  liei  einer  beliebiges  Position  des  Doppelkegels  seine 
vorwärts  rotirende  Bcwecuns  verur.saclif  ^^  irrl.  Zierien  wir  nämlich 
(Fig.  2.)  durch  und  ilf  die  Vertikaüiuien  IfV  und  itfa  und  durch 
M  die  Uorizontallinie  Ma  und  setzen  Vf.  DAZ^NAZ-NAD^^t 
irad  die  Masse  des  Doppelkegels =2/^.  so  ist  auch  W.  jlfllV=:«> 
also  das  statische      o  ni  p  n  f  —  2P.  '/ H'.  sin  w. 

Hierliei  kann  mau  die  veränderliche  («rü.Ksc  MW  leicht  durch 
4kt  Variable  AT  (Fig.  1.)  austlrückeu.  Denn  die  ähnlichen  Dreiecke 
WMN  md  NZA  An  Flg.  2.  liefern  sogleich  die  Proportion 

MW_  WN_AN~AW 

NZ~~ÄN'  ÄN^^' 

wd  aJMtait  dieser  kaaii  man«  wie  aus  Fig.  i.  «rkaout  wird,  setzen 

MW  AB~AT\ 

also  ist,  wenn  sum  für  a  und  AIS  die  Werths  Acotg^  und 
henutst. 


6)  m¥=(AB-AT)^. 
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Um  nher  doü  W.  i»  durcfi  die  gegebenen  GrffRsen  atiRKtidrffcltpn , 
Ictinnte  man  zuvörderst  aus  (2)  iiDa.(3)  eodiV^i^S  und  cos  A/iÜ 
flachen  und  d&im 

OniNAZ-^NAD)  und  tMiNAZ-^NABf^ 

entwickeln  Es  Ut  jedoch  fUr  die  Folge  bequemer,  statt  des  Win- 
kels v  seine  Proja«tieii  £  «imiOilveii,  dann  wM  nünllek  wcgM 


€089  =  1^  1— filDjfc^sior^ 

■ 

T  l--8in£*ain  r*  T  l-«8in£*aitti* 

und  deshalb 


•     „  1  sin*2Ecos^rsin  /"*  —  cos T ^ sin ^*  —  Hin  f.'  sin 7'* 

(9)  am*.--  8iB«(i-ain£«aiBr*)  ' 


coa« 


_  ain  r  [«in  £  cos  r  cos  cosE  ^sl  n  o'^  —  «in  E*  ain  j 
~  ain^Cl—ainJEJ'siU'T') 


oder  anch.  wenn  man  Zftlbler  und  l^annar  dicaer  AnadfAck»  dnrdi 

ainr*  sin«  divMirt,  md  die  Qnottantao  ^r~^  vnd  -A-  diimh  Co- 

aio'^       aiD«n  . 

Uogenteu  auadjrücfct» 

(10)  '     — cea£*-fcotgr»^p£»cotyy 


_alB  £cotsrcotg«4-  cosEt^  cosE'-fcotgr*— 8in£*cotg»< 

co8£"<|-cötgr> 


§.  8. 

Wir  haben  im  Vorbercrehenden  diejenige  StofJrn!]:  <^***f  Dopj>el- 
kegels^  wenn  er  gerade  über  den  Vereiniguiigspuukt  der  beiden 
Kanten  AB  mid  AC  gelegt  wird,  absichtlich  noch  nicht  als  die 
ntapTfingliche  bezeichnet»  weil  diese  Htellung  in  der  Tbat  eine  etmw 
ppnan^*re  Re*ij»rechiin^  verdient.  Bei  i\vm  erstrn  \n!)Hrk  mag  eS 
Däiniich  Hchetnen,  als  wenn  in  diosor  anfänglichen  Stellung  der 
Schwerpunkt  des  Doi>pelkegek  sich  vertikal  über  dem  gedachten 
Vereinigungspunkte  der  Kanten  befinden  niiisse  und  dass  man  nmr» 
weil  a^dann  theoretisch  betrachtet  Gleichgewicht  Statt  finden 
wOrde,  durch  einen  kleinen  Druck  n.  dgi.  eitt  wenig  nacbaulieifea 
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brauchtet  um  sogieicb  die  fortrolleode  Bewegung  zur  Erscheinung 
zu  bringen.  Diese  Ansicht  ßiiden  wir  denn  auch  ausgesprochen 
in  der  apeefüh^ten  Abbfinillua|;  von  ivrulf )  durch  (lic  Worte: 
Hnic  pancfo  coacursus  imniiiieat  ▼artjciUiter  eeotnini  gravitatifi  rota#  ' 
ant  centrum  ba^uni  circularium  conjunctanini  miod  sit  —  ip 
Verbindung  mit  der  schon  früher  angeführten  Steile**):  Durante . 
igitur  hoc  motu  centrum  gravitatis  descripsit  lineani  DO.  Bei  einer 
sorgfuitigem  Ueberlegung  aber  dringt  weh  (Ke  Frage  aof»  <dl  m 
nicht  unter  geviisMn  Uni>$t:imlen  mgglicfa  «ei»  das«  anfiings  dec 
Doppelkegel  i*ich  um  den  Punkt  A  herumdrehe,  ohne  mit  der  Pe- 
ripoerie  seines  Grundkreiiie«  diesen  Vereinigungspunkt  der  Kanten 
«nd  mit  dem$  &vks  der  vertikaJeu  «I^telluug  in  eine  «chräge  i^age 
flbergeheide»  UbillNiWflaer  Vil  di#  Ebtne  de«  mittleren  Vertikal« 
ficbnitts.  zu.  verlassen  ,  und  da««  erst  später,  sobald  diese  Umdre- 
hung wegen  des  Widerstands  der  Kanten  AB  und  AC  unmöglich 
gemacht  würde,  die  fortrollende  Bewegung  einträte.  Der  Unterschied 
swiscben  dieser  fortroUenden  Bewegung  und  derjenigen,  welche 
Ich  so  eben  Umdrehung  genahnt  habe,  würde  omnhar  in  der  An- 
^hl  der  IJerühningspunkte  zwischen  der  Gesammtoherflfiche  des 
Doppelkegels  und  seiner  Unterlage  begründet  sein.  Denn  während 
der  olosseb  Umdrehung,  wenu  eme  solche  Statt  findet,  wird  rieh 
der  HaUMBMfMr  AK  OTlg,  2.)  von  der  VertikaUinie  AJ  abwSfte 
drehen,  abue  dass  der  Doppelkegel  von  der  Unterlage 
in  irgend  e  i n e m  a n d e r  n  P  u n  k  t  a n  k s e r  h e r ü h  r  t  würde: 
sohaid  dagegen  der  Winkel  JAK  sein  iMaximum  erreicht  hat,  weil 
einer  weiteren  Umdrehung  sich  der  W^ideraffknd  der  Kanten  AB 
und  AC  entgegenstellt,  so  wird  in  diesem  Augenblick  der  Doppel- 
kegel mit  cler  Peripherie  seines  Grundkreises  den  Vereinigungs- 
mokt  beider  Kasten  verlassen  und  wird  sofort,  indem  sich  dec 
Betflhmngspmht  A  fpsMdsMrnuuMnn  in  nvnl  Mi  eiaitdUr  sMind« 
Punkte  zerspaltet,  m  diflsen  zwei  BorfihnmgMnkln«  ftnf  dM 
Kanten  ASfodAC  gnMUt  Min. 


Um  diese  etwas  delikate  Frage  zn  erifsrheiden ,  sei  der  Schwer 

5 unkt  des  Doppelkegels  der  Ursprung  rerhtviinkliger  Coordinaten, 
ie  Ordinktsn  Z  megen  'in  der  Kichtung  der  horixontalliegenden 
Aae  dl»s  Kegels,  die  Axen  der  X  und  r  aber  beide  in  der -Ebene 
des  n»ittlerei)  Vertikalschnitts,  die  erst#re  herizontal  und  positiv^ 
nach  der  Seite  liln ,  nach  welcher  die  Kanten  der  l  iiterlage  in  die 
Hube  laufen ,  ydic  aiudi;^^  vertikal  aulW^icts  apgefiommeu  werde». 

Alsdann  entspriehC  der  O^bnrfläche  des  auT'der  positiven  Seite 
der  Z  liegenden  und  jetst  ttUmn"  zn  betrachtenden  einlachen  Kegels 
P  <iie  Gleichung  ^ 

.     ....   .  *'+y=-^^«-. 


•)  I.  e.  §.  7,  Der  Punkt  D  hat  danelhif  4le  ninltche  Bedenftong 
*W  Irt  unserer  Fig.  1.  Arr  Punkt  J. 

1.  r.  §.  8.  Dm«  die  Kanten  Ali  and  AC  da«elbst  faorizoiUal  Tor- 
~  l  y  lMMftllHiMMiUnlt«MlMind8r.8nclMb 
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Verleeen  wir  da^ejjen  den  Anfangspunkt  der  Coordinatfn ,  ohne 
if»dnfh  an  ihrer iticlhtune  etwas  zu  andern»  nach  A,  und  hezeichneo 
die  (  oordtuaten  deis  iSchwerpunkt«i  iiach  den  Kichtungea  der  neuen 
X  und  y  dnreli  H  nnd     00  ist 

•        ai)  A»(*-ir+A*(y-v)*=a* 

Die  durch  den  ymbiieruD^spunkt  A  ^hende,  auf  der  Seite 
der  ^OHitiveii  Z  £;elpfrene  Kante  Ali  aber  Ift.s.st  sivh  ;ils  f>urrh- 
schnitt  zweier  Khenen  betrachten ,  von  denen  die  eine  durch  di© 
Axe  der  }'  geht,  also  vertikal  steht  und  mit  der  Ebene  der  XY 
d«B  Winkel  E  bildet,  wUMrend  die  aadere  dureb  gegenwirtiire  Aze 
der  Z  geht  und  gegen  die  CoerdimiteneI)ene  XZ  unter  dem  Winkel 
ßfAD  gene^  let»  deMen'Sbn»  und  ('osinus  in  {.  7.  gleick 
 cohF  coaEmnr 

Vi     •  Tf^=^  be»eboej9ifrelee  t>-= — ^  — gefimdeii wot- 

yi—mnL^sml^  Y  1— sin  »in 

den  ist.  Diese  Kante  wird  al«o  durch  das  System  folgender  beiden 
€9eidiiiiigeD  reprisentirt: 

welcbe  den  beiden  ebeD  befeiebneten  Ebenen  entspreche».  Sab- 
stituirt  man  die  Wertbe,  welcbe  rieb  bienme  iSr  s  und  y  ergeben, 
nimücb 

(12)   ^  -icotgi:,  = 

In  die  Gleichung  (11),  80  erhält  man  eine  Gleichung,  welche  nur 
s  enthfilt  und  in  Berichnng  auf  diese  Variable  Tom  Weiten  Grade 
ist ,  und  durch  deren  Auflüsiiiiü;  die  Werthe  dieser  Coordinate  für 
diejenigen  beiden  Punkte  sich  ergeben  müssen,  in  denen  die  Kan> 
teniiaie  AJS  im  Allgemeinen,  so  lange  die  Richtung  des  von  A 
mcb  dem  Scbwerfniiikt  des  Doppelkegele  gezogeoeo  mlbmeseere 
noch  nicht  näher  bestimmt  ircraeD  Ist»  durch  die  KegelflSche  JR 
hin(^irrhf!nngt.  Bezeichnen  wir  aber  zu  gleicher  Zeit  denjenigen 
snitzeu  VViukel,  auf  dessen  mögliche  Existenz  es  ankommt,  wei- 
sen n&mlich  der  eben  erwähnte  Halbmesser  mit  dem  in  A  vertikal 
Stehenden  Kadins  AJ  bildet  (etwa  den  Winkel  JAK  in  Fig.  2.) 
mit  Ko  (lasH  |=asint|>  und  v=s«oeat|»  lat;  so  erbilt  dto  ge- 
dachte Gteichong  die  Form 

*•  (jcotg  £  -  «sin  ij;  )• + ( '-^^^  -  «coey  )• = «»  C  A  -  , 
d.  b. 

■ 

(    OOS  £^ + ik«  cofg  r"  -  II  •  dD  ) 

(  Asln  fcesJEsiBt)»-!- Aeolgrsh  £cesif»— «sbi  z=a 

Die  eine  Wvirzel  hieriou  iöt  z  —  O,  und  dazu  gehört  wegen  (1*2) 
auch  r  — 0.  ^=0,  durch  welche  Coordinatenwerthe  nur,  wie  es 
die  Natur  der  Sache  verlangt ,  angegeben  wild»  dsss  dis  Kssten* 
~      mit  der  KegeUicbe  des  PiibU  A  gmdmAMkk  hab^ 
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Nach  AlMomlenine  dieser  ersteo  Wurzel  wird  aber  die  aodere^ 
W9mm  wum  n^Mefi  afle  Gltoder  der  Gleidrang  dmeb  A«  di?ldlit 

und  für  ~  deo  Werth  cotg  &  eioführt 

(13)  j  _     siP  ^  ( <^o<*  E  »in  tl>  -|-  cot<;  r  eos  tj >  -  cotg   8iü  ) 

cos  JET*  +  cotg/'*  —  cotg^^'sin  i?"        •    *  * 

Nun  muss  aber,  wie  bereits  in  4.  bemerkt  worden»  «Deniftl 
taogi^>taog£  seio,  alao 

a4)  eo8£>cetg^eiD£, 

und  deshalb  ist  .der  ISenner  des  für  s  sefandenen  Ausdrucks  (ld)f 
wie  grsM  aneh  sonst  die  spitzeii  Winket  E,  r,  &^  angenommen 
werden  mCgen,  eine  positive  Grösse,  woraus  folgt,  idäss  da»  Vor- 
zeichen  von  z  sieb  ledieiich  nach  dem  in  Khunmem  eingeschlosSeneD 
Factor  des  Z&Uers  riditet.  äetseu  wir  daher 

(15)  €e«£sin^-Kcolgreoe^=eolg^sin£H'^, 

wo  d  eine  noch  unbestimmte  Grösse  bezeichnen  soll ,  so  wird  z 
si^^ieich  mit  dieser  Grosse  S  positiv  oder  negativ  oder  Null.  Aus 
die«er  letzten  Gleichung  ernallen  wir  aber,  wenn  wir  «istalt 
^tg4r«in£-|-^  der  Kflne  wegen    schreiben  und  qaadiiien, 

cotgr"cosi|>*  —  2^cotgrco8i|^+/u*=co8£*(l  — costl^'). 


.     /*  cotg  r db      i^l^cos  cotgi*^ 
cos£'-f  cotgi"" 

Nun  bemerke  man,  dass  zwar  von  dpm  Winkel  abhängige 
Lag^e  des  Doppelkegels  so  Ijesrhuffrii  sv\n  kann,  dass  wenn  man 
sich  seine  auf  der  Sciie  der  poe^ttiven  z  gelegene  UälUte,  nämlich 
die  KegelflSche  P,  welche  wir  hier  allen  in  Betraehtung  gezogen 
haben,  über  die  gemeinschaftliche  Basis  beider  Kegel  hinaus  er- 
weitert und  die  gleichfafls  auf  die  ponitivo  Seite  der  2  fallende 
Kantenlinie  AB  über  A  hinaus  verläsgert  denkt,  diese  VerJänge- 
rang  in  jene  Fortsetzung  der  Keg^ttche  eindringe  und  irgenmvo 
«if  der  Seite  der  negativen  x  noch,  einen  «weiten  Dorcilsennitt«- 
pankt  mit  ihr  gemein  hahp ,  dass  es  aber  den  ßedingui^n  unse- 
rer Aufgah« .  nämlich  der  Undurchdriuglichkeit  der  Kante  AB 
^viderstreiteu  würde,  auf  der  Seite  der  positiven  x  einen  solchen 
«weiten  Slnrclischnittspankt  n  denken»  Da  also  te  in  (13)  fttr  s 
erhaltene  Werth  ontwcder  negativ  ausfallen  muss  (in  welchem 
Falle  den  Formeln  (l'I)  tu  Folije  aiirh  die  zugehoricren  Coordinnfen 
je  Bod  V  negativ  sind),  oder  auch  sich  auf  Null  reduciren  kann, 
wodorcb  angezeigt  sän  wüide,  dass  die  Kantenlinie  AB  keine 
Sekante  der  Kegelflfiche  sei»  sondern  dieselbe  im  Punkte  ^tanrire» 
nnr!  da  das  Vorzeichen  von  t,  wie  oben  bemerkt,  mit  dem  Vor- 
zeichen von  S  «bereitisttmmt ;  so  darfauch  in  dem  für  cosr,')  gefun- 
draen  Ausdruck  i  nur  als  eine  negative  Zahl  oder  als  Null  be- 


•  I 


trachtet  werden.   Aus  der  GMchttO»  (15)  dbr      «MicbtUcli ,  da 

die  in  dem  linken  The'il  dieser  fifeichuMir  erscheineodeo  Wiok^ 
-ip,  E,  r  alle  als  spitz  und  positiv  an^etjomnien  sind,  dass  — 
cotg^sin eine  positive  Grüsüe,  nämlich  dass  der  nume» 
liacke  Werth  von  9 kleiner  als  ootg  {^8in£  sein  müsse,  und  hieraus 
folget  iititer»  dass  in  dem  für  cos  ti>  gefundenen  Wertbe  die  Wurzel- 
grösse  positiv  zu  nehmen  sei  l)f»nn  nr^'l»  (14)  ist  cos£^  eotg'9  sinAJ, 
also  auch,  weil  3  keine  positive  Urüsse sein  Icano,  C08£>/i.  £>em* 
gemäss  i«t  dann  auqh  iveiter 

V  coig  r*  4-coe  JB» — m"  >cotgr; 

aUo>  Tveon  mau  diese  beideu  letzten  Ungleichungen  mit  einander 

andtlpttdft«  in»  so  mehr 


4!M£4^oe«9i«^cAli£*^^*>fioetgr. 

Wollte  man  daher  die  Wurzeigrusse  negatir  nehmen »  ff» 
oosip  negatir  ausfallen ,  also  auf  einen  stumpfen  Winkel  ^  hinr 
weisen  ,  welches  der  hier  in  Fraco  strhondr  nicht  seill  kftBO. 
Aus  der  Gieicbuog  (15)  erhält  man  nun  weiter 

also  durch  iSubatitutioo  des  für  cos  y  gefundeoeo  Ausdrucks : 

(16)  sin  ,  -^i»c<iei:~cotgr. l^cotgr^-hcosJF:^  ^ 

eos£«4ctftgr* 

Diese  Formel  lehrt«  wenn  V=0  angenommen  wei«i«n  soll,  für 
welche  Annahme  mao  den  ZÜhler  nur  gleich  Null  zu  setzen  braucht, 
dass  dann  fi*  =  cotgi? »  also  weil  ^  oaph  dem  oben  Bemerkten 

eine  positive  (irosse  soin  mttss,  ^=:cotg/',  folglich  ^trrrnf^^/' 
—  coti^''*^?^iM sei,  wfihrend  liir  (fiese  Armahme  sich  aus  (IJ)  ffir 
den  zweileu  iJurchschnittspunkt  der  Kauteulinie  AJjS  mit  der  Kegel* 
iiehe  P  der  Cootdloaienwerth 

^  2a  sin  £  ( cotg  r  —  cotg  ^  sin  K) 

^  cos  £*-|j-cotgi'*—  cotg^*  sia£* . 

erfleht.  DamU  dieser  Werth  nicht  positiv  ausfalle,  darf  cot^r 
nicht  s^rüsser  als  mfir  ^In  £  sein,  und  wir  hihou  daher  für  die 
Möglichkeit  den  Doppclkegel  ffherhaupt  so  zu  legen ,  dass  er  mit 
einem  Punkte  der  Penphexie  seines  Grupdkreises  den  Vereinigungs- 
punkt  der  beiden  Kantep  AB  und  A€  berflhrt  und  acHi  jSäwer- 
punkt  sich  vertikal  tflber  diesem  Ver«lnlgitDg8|Ni|ikt  h^findpl«  dl# 
Bediogmigcn  ... 


oolg^slii^>co(gr. 


«Dig^iittjEaRCSlgr. 
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Biber  nnfecsticlit  weidtn.  Es  kann  Dfimlich  sid  flberbmapt 

Bor  nlsf^ann  einen  von  Null  versc hiedeoen  und  po8i- 
tir«!!  Werth  erhaiteu,  w^nu  die  darch  f»  vorgetitellte 
Samni«  >  cotg  i' ist,  wovon  naa' tidi  «oloit  üboneugt«  ireoo 
tmm  dem  SUUer  der  Femel       di*  tiettdt  giebt 


1^ ^•(co»£*4H»tg/^)-/»*cotgi '~i^cö^r*^sE«»^^ 

D%  aber  ftr  jedea  Wertfi  von  ^  imner  ^srcotg^stof-f  ^  ist,  so 
liesse  sicli  ftlr  ein  solches  Verhältniss  der  Constanten  9y  E,  r, 
wobei  rr,t£r  sin  E  —  caV^  f"  ^  ird  .  die  mit  y  gleichzeitip:  variirende 
Citrv««e  nur  dadurcii  groa^i  ais  cotg/*  machen,  das»  man  der 
GrOsee  d  t^mtn  positivea  Wartb  beilegte,  was  aiit  deai  Uaistoode, 
dass  z  Dothnenaig  entweder  negativ  oder  gleich  Null  sein  inu>»s, 
nicht  vereinbar  Ist,  Wenn  daher  die  Constanten  E,  r  >virkli<.h 
in  dem  Veriiaitiii.<8  tai  einander  ^trhen,  dass  die  («leichuiig 
cotgi/^&tu£i  =  cotgi'  ertüUt  wird,  2»o  Icuuii  luaii  a«var  dem  Doppel- 
begel  eine  solcba  Lage  anweiaea ,  dass  er  auf  den  Vereinigungs* 
pttokt  der  beiden  uraterstfitzendeo  Kanten  ruht  und  sein  Schwer- 

Eunkt  sich  in  der  von  diesem  Punkt  aufwnrt*«  gezogenen  Vertikal- 
oie  beHudet,  aJi^o  f=^i)  lat,  und  die  Gieicbimgeo  (17)  uod  (Ii) 
zeigen,  dass  die  beiden  Kaatea aladano  Taagenlen  der  Kegeiflicbea 
aiad;  allein  irgend  eine  Drehung  desselben  um  eiaeii 
positiven  Winkel  v  nird  unter  diesen  Uni  ständen 
durch  den  erstand  derkanten  unmöglich  gemacht 
werden.   Auch  pleht  durch  Subätitution  des  Werths  cotg»^=; 

^^^apd  des  daraus  folgenden 

«Bl;*+cotgr« 

die  Formel  (p) ,  sobald  man  Zähler  und  Naouer  detadbaa  voivril 
darch  sia^  ddvidirt»  den  Werth 


cos  E  sin  Pcos  E—  cos  jTV^  1  —  ( sin  E^-^  cotg  F*)  «in  i 

l  —  sm  jc#'sini  ■ 


_cosrrcosJgs1nr— y  l~(l-cea^)sinr«^cosr«] 

l— •iaJB'aiar* 

=0, 

■ 

,  '         '  4 

 la  beivorgeht,  dass  der  Doppelkegel  nnter  dfesea  ITracptändett^ 

man  mag  ihn  anf  die  Schenkel  der  Unterlage  hinlegen  In  welchea ' 
Pankteo  man  will,  nicht  Im  Stande  i^i  von  selbst  weiter  im  rMlen. 

Wem  dangen  eolg  ^  sin  /!.  >cotgr  iat,  so  bleibt  auch  fiss 
cefg4^aiBjE4v  grBaiif  ala  eotgT,  8o  lange  die  negativa 'GrSaaa 
d  r!eni  namerlscrnnWeitbe  nach  die  Dtlbreaa' iM]%4^ ein  iS'- cotg  F 
nicht  tiberp abreitet :  und  innerhalb  dieses  fUrenzn-erf-hs  rrnd  dem 
Werthe  6  =  0  ist  denn  Jiuch  sin t/;  von  Null  verschiedener ,  positiver 
and  reelles  Werthe  iahig,  — •  reeiier  Werthe  aus  dem  irrunde. 


»A 

weil  weceu  ji*  < cotg ^ sin  £ < cos  J5  (zu  Folge  (14))  die  Wurzel- 
crtHSse  in  dem  Ausdruck  (10)  niemals  inini^inar  ausfaiieii  kann, 
riuo  zeist  aber  diese  Formel  (10)  auch^  dann  der  W.  i^  bei  con* 
tffaifiten  Wertben  voo  £  und  F  desto  «taer  wifd ,  je  grösser 
int;  und  weil«  weoB  f»  wachsen  soll,  der  ntttierische  Werth  too 
6  abnehmen  muss,  so  erreicht  der  W.  f}f  gein  Maximmn,  sobald 
man  6=zOf  also  ^=cotgt>-8in £  aunimmt.  Für  dieses  Maximum 
bat  luao  daher  deo  Werth 


(18)  sio  i,  _ 

Dieser  Werth  int  aber  mit  dem  in  (10)  fSr  sin  oo  gefiindeneo 
Identisch,  also  das  Maxiramn  roh  ^--(o,  nnmlich  W.  JAK^ 
J)AZ  (Fig.  '2),  woraus  fol^t ,  dass  der  Radius  KA  alsdann  senk- 
recht auf  AZ  steht.  Wenn  daher  dio  Bedingung  cotg  sin  JETS  cotg  F 
erfiillt  ist  und  man  alsdann  den  Uouueikegel  so  !aut  den  Vereini- 
gungspookt  der  Kanten  AB  vaä  ilc;  legt,  dass  sein  Scilwerpiinkt 
nur  ein  wenig  aus  der  vertikalen  Richtung . .il/ 'abweichend  in  dl« 
Winkolehene  JAIS^  fiiWt ,  so  findet  zutiacn«(  eine  Umdrehun?  Tim 
den  ßerübrungspunkt  A  Statt  und  zwar  so  lange,  bis  der  liadius 
AK  mit  den  llalbniesseni  MS,  91' S\  xt,  s.  f.  gleiche  Neigane 

§egen  die  Horiznntallinie  erhalten  hat,  d.  b.  bis  die  duren 
i  e  A  X  0  des  K  p  e  I «  ti  n  d  den  B  e  r  li  Ii  r  ti  n  g  .<<  p  ii  n  k  t  A  ir  e  - 
I  e  g  t  e  E  b  e  n  e  mit  a  1 1  (m  i  andern  B  e  r  ü  h  r  u  n  g  » -  A  x  e  u  s  c  h  n  i  t- 
teo  PSM y  P'S'M'  parallel  geworden  ist,  -  und  dann  erst 
beginnt  dls  fortrollende  Bewegimg.  In  dem  Augenblicke  also, 
wenn  der  Doppelkegel  aufbort  mit  der  Peripherie  seines  Grund- 
kreises  den  Piinkt  A  zu  berühren,  ist  seine  »Stellung  ganz  die  näm- 
liche, wie  wir  sie  in  den  vorhergehenden  für  einen  beliebteeo 
andern  Zeitpunkt  wSbrend  seiner  fortrollenden  Bewegung  linbeD 
kennen  gelernt.  Zugleich  ergiebt  steh  aus  diesen  Be^acbtuneen , 
dass  die  yoo  K  r  a  f  t  (1.  c     8.)  angegebene  Formel  tang  ANK= 

A  ANK  sei  bei  reehtwiDklig)  falsch  ist  und  btlssen  muss 
sin  ^A'=6in  NAZz^^^L,  wie  wir  sie  in  {.  2.  aii%esteUt 


9-  la 

Ish  wende  mich  jetzt  zur  Betrachtung  der  auf  der  Kegelobcr- 
fläche  liegenden  ('urve,  in  welcher  alle  in  Fig.  1.  mit  T,  5r,  u.  !«.f. 
bezeichueteo ,  uach  und  nach  mit  der  Kante,  AB  in  Berührung 
kommenden  Punkte  gelegen  sind.  IMesn  Günne  kann  man  «flsiibttt 
auch  auf  die  Art  entstehen  lassen,  dass  man  sich  den  Doppelk^^l 
selbst  als  stillstehend  vorstellt,  aber  die  Kante  AB  dergestalt  an 
seiner  krunuuen  Oberflache  rings  herumführt^  dasa  sie.  fortwährend 
dl^  Kcgelfli^ke  tanglit  und  m^feleh  gegen  An  dinnb  den  jedes- 
mallgeo  Berührungspunkt  T  flüogene  Kegelseite  PS  nuler  einem 
csaSiAten  Winknl^r^^gnotlfit  bleibt,  dnsncn  trigoMtelrisUM 
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TaDgvDfo  dnich  angegclbcD  wM,  wiU  Blnfidb  alle  Be- 

rührangs  •  AzeDscboitte  auf  der  Geraden  ASü  perpeDdikuIär  stehen 
(6,  %).  Nekm«D-  tnr  a  den  Punkt  O  In  der  Periphcfie 

des  Grandkreises  als  denjenigen  Punkt  an,  von  welchem  die  ke- 
dacbte  Scbneckenlinie  OTKL  ihren  Anfang  nimmt  und  welcher 
also  ursprünglich  mit  dem  Vereioiguoffspiiiikt  der  beiden  Kanten 
der  Unterlage  in  BeHthrane  war»  nnd  Ir  flir  einen  beHebfgen  an- 
dern Punkt  der  Curve,  ATb  für  dtta  zu|i;ehurige  Berührungslinie. 
Da  jede  Molche  Berührungslinie  gegen  die  demselben  Punkt  ent- 
sprechende KegeUeite ,  oder  wie  man  bei  KotationKflncben  im  All- 
gemeinen zu  sprechen  pflegt,  gegen  den  Meridian  PTS  unter  einem 
c— tanten  Winkel  geneigt  Irt,  M  Int  die  Gnm  Mlbnt  nine  9om^ 
nannte  K^gellozodrome.  Zieht  man  auch  am  Punkte  S  in  der 
Xbeoe  des  GnindkreiMes  an  dessen  Peripherie  die  Tangente  SA, 
so  liegt  diese  mit  TA  in  einer  Ebene  und  beide  schneiden  sich 
tiao  m  ^Ineni  PnnktA.  welcher  am  einem  nogleieb  dentüdi  «tf^ 
denden  Grunde  mit  A  bezeichnet  worden  ist.  Es  sei  nnn  ferner 
Av  die  Protection  der  Tangente  AT  auf  die  Ebene  de.s  Grund' 
kreises  una  OW  die  Projection  der  Loxodronie  OT;  so  muss 
nach  einem  bekannten  Satze  Ao  zugleich  die  dem  Punkte  W  ent- 
sprechende  Tangente  an  die  Curve  O  W  sein.  Nun  Ist  «bcv  aneb 
in  Fig.  1.  und  Tig.  2.  die  Gerade  AW  nichts  andere»,  als  die 
Projection  der  berührenden  Kantenlinie  AT  auf  die  Ebene  des 
Grundkreises,  folglich  muss  der  in  Fie.  3w  mit  AWS  bezeichnete 
Winkel  mit  dem  glelcbnamlMn  in  den  beiden  andern  Figuren  idtn^ 
Hmch,  nämCcb  gleich  {W-SfAZ)  sein. 

Sobald  man  aber  jetzt,  um  die  Cur^e  OW  auf  Polarcoordina- 
teo  zu  beziehen,  den  Pol  in  M  und  OM  aU  Polaraxe  annimmt,  so 
Ist  AWS~MWf)  der  Winkel,  welchen  die  in  der  Richtung  den 
wachiienden  Bogens  gezogene  Tangente  mit  den  nach  dem  B«> 
rührongspunkt  gezogenen  Radius  Vector  bildet,  und  da  dieser 
Winkel  gegenwärtig  von  dem  veränderlichen  Polarwinkel  OMW 
unabh&ngig  und  stets  gleich  dem  Complemeut  des  constanten  und 
gegebenen  W.  NASB  sein  sbN,  so  folgt,  nach  dw  bekannten  ch»* 
rakteristischen  Eigenschaft  der  logarithmischen  Spirallinien,  dasn 
die  in  der  Ebene  des  Gnindkreises  liegende  Curve  OW  eine  lo- 
garithmiKche  Spirale  ist.  Als  Differenzialgleichung  derselben 
swischeo  den  Variablen  OJU  W^<p  und  M  W—u  haben  wir  8<^eicb 

und  wenn  wir  der  Kürze  wegen  tang iV!/IZ=»  setzen,  so  dass  der 
Foimel  (2)  in  $.  4«  an  Folg« 


a9)  »= 


tangiy   Kinj7  cosO 


V'taag^-tangV     ^  nin(^;H)aiB(«-f) 


lat»  ao  giebt  die  vorige  Gleichung  >mI^,  alao 

■ 

|k=±— ft^-f  const 
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Für  9=0  soll  u=0  werden  j  also  mjus  coMU=la  «eio^  und 
dl«  Glefcauiig  der  Caire  Ist  , 

(20)  /l=«-«9  oder 


•  •     §.  11. 

AI«  (Tie  nächste  und  ^'irh  einem  Joden  inimittelbar  aiifflrSn- 
gende  Folgerung  aus  dem  l  nistande,  das«  die  Projection  der  auf 
der  Kegeifläche  eDtstaiuieueu  8chneckenlinie  eine  logarithmische 
Bpinle  ist,  dass  als«  d«r  Radius  Vecfor  -u  erst  Air  f  s?«  msr^ 
scliwindet,  stellt  sich  nun  das  Resultat  heraus «  dass  uaeh  diese 
SchMeckenlinie  nirht  bi»  in  dio  Kef?eU|iitze  hlnannSuft,  das»  also 
auch  der  Doppe ikegel  PQ  er^t  nach  unzählig  vieles 
UmwSisttflpren  theoretisch  asf^efasst  mit  deiasft 
Seheit^ln  P  und  Q  auf  den  Kanten  der  Unterlage  AM 
und  J  n  !!  f  I  i  c  ^  e  rr  n-  if  r  d  e.  Von  der  Frage  freilich ,  ob  geffeo 
das  Ende  der  Belegung  hin  durch  die  beschleunigte Geschwindl^- 
keit  ein  Fortgleiten  des  Doppelkegels  eintreten  werde,  müssen  wir 
hierbei,  bevor  olobt  die  («rösse der  Reibiiog  niher  Id  Üntersochung 
gesogen  worden,  noch  ahsefien. 

Obwohl  aber  eine  solehe  koi^olloxodrome  sich  nur  asymptotisch 
dem  Scheitel  des  Kegels  nähert,  so  ist  man  desoodh  im  Stande 
dieselbe  vom  An&ngspunlLt  O  an  ctreehnet  bis  aüm  Sebeltel  hlA 
Tollständig  zu  reetifici ren,  so  dass  die  auf  einander  foSgeoden 
einzelnen  Windungen  die  Glieder  einer  ijpometrischen  ProgressioO 
ditfstelleit,  deren  »Summenausdruck  sich  gleich  Aß  ergeben  wird. 

Bezeichnen  wir  «fiiiiK«^  das  DifereiHilsl  des  Begens  der  Loao« 
drome  am  Punkte  T  durch  ds  und  das  entsprechende  Differenzlal 
Ihrer  Projection  am  Punkt  IT  mit  f/s' ,  so  Ist  ds^ds',t^ec  WAT, 
Nun  niuss  aber,  wenn  wir  die  Veränderliche  z— WT  in  Fig.  3w 
ads  gieichgross  mit  der  gleichnamigen  Linie  in  Fig.  1.  aunehmeD, 
such  SWln  beides  Figuren  gleich  sein»  woraus  sofort,  dm  aiieh 
die  Wiflitel  bei  5  und  IF  in  den  «S/l  IF  ubereinstimmen,  die 
(•on^ruenz  die«er  Dreiecke  hervorgeht  Hieraus  folgt  weiter,  dass 
auch  A  IV  in  beiden  Fkrureo  eloertei  Grösse  haben  müsse,  dass 
als«  aueli  die  \X  ATw  die  nimlichcii  sisd«  daher  ist  bi  Fig.  a 
W.  WAT=ny  und  «=«'.8eci7.  Ferner  haben  viit,  isdem  irbdea 
W.  OMW  fortir&hreod  durch  ^  beaeichneD> 

dif=if  u*th* + iiu«=~  V(ii*  ^  +1)  du. 


wo  das  Vorzeichen  (— )  genommen  werden  musste,  weil  wesp 

dtp 


amDehmen  soll»  du  oegBUiv  ist.  Und  weoD  wir  hier  fflr  ^  den  ans 


(20)  fliesseoden  Werth  — -—5==— —  substituiren  und  iotegri- 


reo,  so  erhalten  wir 

y=const.-»yT+l, 
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oder  weil  dtm  4l>iaii£0werthe  f'=0  der  Ratlius  Vectur  u^Mü^a 

w  {  4rr— 

Um  diM«  Ansdfflcke  geoawtrinh  «Mchanlicbm  machen,  brau 
eben  wir  mir  s«  bmi^eii»  das«  dem  Torigfo  f«  sa  Folg« 

Mi^NA^t^tngA WS,  abo  ^1  ^amtA W8^9iom»JifA2 
Ut«  dem  daAveh  htiun  wir  sogUicli 

j'=ÄH.sec^FFÄi=Jir 

M^A  W^at  WAT^AT. 

Deboeo  wir  di^ 'Ghicliimgeii  (21)  sa  weit*  am,  tia  tt^O,  nlmücli 
^tsi^fie  wird»  abd  blicken  dabei  auf  Flg;  1.,  ao  erbattea  wir 

#'=«eoaecÄ4jZ=:^^'^=:-rlir=;  * 


02)    {  aii4 

'    cos  N AB  ain^ 

wie  vorauszusehen  war. 

Substituiren  wir  jedoch  ia  dem.üiei  (21^  iflr  s  gefundepcp  Aua- 

drodke  (dt  u  aeiaea  Werth  tur^  uod  filr  aaecij.^^i  4*1  •  den 

Wertl^  ^=:^ ,  ao  daaa 
aiüif' 

wirdj  setzen  darin  alhnühlig  <p^'2n,  in,  u.  s.  f.  uud  «ubtrahi« 
rea  ledeamal  von  dem  apfiteren  Reaultaie  daa  Vorbeigehende ,  «o 
etgeben  sich  die  Aiiadrficke  für  die  auf  einander  ftUgendeo  Win- 
dungen der  Jjoxodreme«  n&mlich  IdUiga  dar 

eiaten  Windang  #j=-4~  (l-e-*«n, 

•  •  -  •  '  "  * 
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dritten  Wiodmtt  i,=-^-(l-.e- 

"  MDIf  • 

IL  9»  f*9 

flberliaiipt  L&oge  der  (it-f  l)teo  Windmig  %3:fi(c~*^>",  ' 
m>  das«  dic«e  UVinduigMi  io  geomctrisdicr  PfdgrenioB  abndin«, 

Aneb  die  Brelteo»  oder  weDD  man  lieber  will,  indem  inao 

sich  die  Axe  des  KegeU  vertÜcsl  ffeetellt  denict,  die  HObeo  der 

auf  eioander  fnli;f>nflen  Windungen*)  lassen  sich  leicht  beatlmmen^ 
und  auch  diese  uebiueu  io  geoiuetriM^her  Prot^retisioo  ab.  E«  ist 
nämlich  überhaupt,  wie  man  aua  dem  ü  STW  ia  Flg.  3.  eiebl» 

wegen  (8^ 

(24)  2=:i.8in^> 

wie  avb  acbon  das  ^  ^ IT J  lehrt,  in  welebeni  AT—-  OT   s  iat. 
Neooen  wir  nun  denjenigen  Werth  von  j,  welcher  dem  Rot:tt[on8 
winke!  9=2»  entspricht»  die  Hübe  der  eraten  Windung,  so  ist 
diese 

1, = A  (l~e  -  »•*^) = «4  •  »in  ^ , 

and  sofort  erceben  sich  hiernacb  Air  die  HOIm  der  xwcilen»  diittca 
o.  s.  f.  Wiatrangen  die  Werthe 

tu  B,  L, 

fiberbaii|it 


•   •  • 

Da  io  Fiff.  3b»  wie  so  eben  bewiesen  worden»  die  Geraden 

AW  und  ^ 7"  Deziehungswelse  gleiche  LSnge  haben  mit  den  Cor- 
Ten  OW  nn(\  07',  so  kann  da«  ebone  Dreieck  ITT*  durch 
Krümmung  mit  dem  auf  der  logartthmij^chen  Xpiral-Olinderfläche 
liegenden  ^  OWT  in  Congruenz  gebracht  werden.  Üicraus  \*ird 
man  vielleicht  die  Ansicht  ge^^  innen,  dass  gleichzeitig  mit  dieser 
Krümmung  des  IMeclu  AWT mach  das  eb«ie  üreieck  iiiS Jsieh 


*)  BeiitrHcht  man  die  Kanton  der  Unlerlsge  jiB  aad  jIC  mit  eiser 

abfarhpndrn  Sulrstnnz  .  7,  B.  mit  Kreide,  »o  ■»rrdm,  narhdrra  der  Dop* 
peiJkegei  iLnruber  hiugeruüt  iat,  die«e  Windaxigcn  deuUich  mchtibar  aefak 
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i 

fibcr  da*  auf  der  KegetllSclie  liecende  4  OST  in  ▼OUiger  Cod- 
graens  anrineiCe,  und  diese  Ansicht,  auf  die  Figur  1.  üGergetn* 

geo,  wurde,  weil  danu  die  Liriie  AS  hnmcr  gloirfH»  (''Inge  mit  dera 
abgerallteu '  Bugeu  des  Grundik.reii»es  hätte,  zu  dem  weitem  und 
wichtigen  Schluss  führen,  dass  jeder  in  der  Peripherie  des  Cruml- 
krelse«  gelegene  Punkt, w.ihrcnd  der  rotirenden  Bewegung  des  Dop- 
pelkegels eine  i^emeiiie  Cykloide  beschriebe.  So  ist  es  aber  nicht, 
und  die  obii^e  Voraussetzuni;,  dftss  die  Geradf  f.S  auf  dem  Kreis- 
bosen  0»S  hergekrüiunit  werde»  könne,  würde  irrig  sein.  Denn 
CS  tat  dieser Kreisboge.i  OS=a(p,  dagegen ^«S^^^S Ir. tang /4fF;$=: ' 

~(a'-u)=ia(—^ — ),  und  dieser  letzte  Ausdruck  entwickelt  giebt 

welches  keineswegs  gieieh  a<p  ist.  ^ 

Vui}  »v;is  die  Curve  anbelangt,  welrhe  derjenige  in  der  Peri- 
pherie des  Gruodkrelses  beündliche  Punkt,  der  am  Anfang  der 
rollenden  Bewegung  mit  dem  Vereinigungspunkt  der  Kanten  in 
Berührung  war,  während  dieser  Beuegung  besciireibt,  so  sieht 
man  leicht  mit  Beihiilfe  von  Fig.  1.  ein,  dass,  wenn  A  zum  Ur- 
sprung rechtwinkliger  i/Oordinaten  und  ASZ  als  Absclssenaxe  an- 
geuouiiuen  wird,  die  Gieichuug  derselben  das  Resultat  der  Liimi- 
natioo  des  Winkels  tp  aus  den  beiden  Gleichungen 

jjf = ifiS — «COS  9 = a  (1 — cos^p)  j 
ap = i<  5 — «  sin  9  =  ^ — e — a  sin 
sein  werde.  Diese  Gleicbnng  ist  demnach 


(25)  ar=l[l-e-«"««>«7rJ-^2<^-iy*. 


^  14k 

In  allen  diesen  Gleiebnngen  ist  der  Werth  der  Constante  «l 

nach  der  Formel  (19)  aus  den  nrsprfinglich  gegebenen  Grössen  zu 
berechnen,  jedoch  verdient  noch  besonffprs  bemerkt  zu  werden  die 
einfache  Relation  zwischen  dieser  (  onstantc  und  der  Tangente  des 
nnveranderlichen  Winkels,  unter  welchem  die  Loxodrorae  von  den 
Heridianen  der  Kexelfliche  geschnitten  wird.  Die  Fig.  1.  liefert 
■iiriich  sofort  die  Werthe 

tang/17^=^  und  «:=stangiV:iiZ^ 

woians  folgt 

(5»)  «=cotg^I'iS.^=cös*.cotg^r& 

TJwU  VI,  i» 
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5.  M. 

I 

Es  mögte  dem  Gegenstand  j;ep;rtn\  artiger  Abhaüdiuni,'  zu  ferne 
Hecend  scheinen « auf  andere  Eicepschaiten  der  Kegelloxodrome  hier 
weiter  «ionigelien;  flberdiee  fiodet  mao^io  dem  zweiteD  Bande  diese« 
ArchiT8,  HeR2.  Seite  1 27.,. eine Abbandhing  von  Grebe,  worin  der 
Verf  diese  Curve  mit  der  «onieinoii  Schraubenlinie  (Cylindcrloxo- 
dronie)  zusamnien&iebalten  und  mehrere  interessante  Sätze,  wiewohl 
nur  lo  Form  von  Resultaten  und  ohne  Beweis,  zuerst  aufge8tellt 
bat.  Nur  die  einet  freilicb  nach  .schon  von  Gr  ehe  aniseiundeite 
Eigenschaft,  dass  der  Kriinimungshalhnie.sser  fiir  jeden  Punkt  der 
Cuive  eine  mit  der  Eftctie  des  (^rundicreises  parallele  Lage  hat, 
glaube  ich  hier  noch  in  Kürze  nacbiveiseD  zu  mü^tten,  weil  icb 
'  auf  diesen  Sats  in  dem  sweitfolgeuden  Paragraphen  einen  andern 
8chlu6«  zu  stützen  gedenke. 

•  Nehmen  wir  daher  den  Radius  MO  in  Fig.  3.  als  Axe  der 
X  und  ein  in  M  darauf  errichtetes  in  der  Ebene  des  Gruudkreises 
lieseodee  Perpendikel  als  die  Axe  der  y  an ,  wahrend  wie  bieber 
MP  die  Axe  der  s  nein  noU,  so  ist 

«  =s  «  coe  93=  oe*^  OOS  9 , 

=  tt  sin  9  =  ae      sin  q> ; 

md  TermDge  §.12. 
alse 

difrzz—  [aite-*f  a*aq>  —  ae      cos yj ä^=i,jc—  %^)dip,  . 

dl     xhe  -*f  rfy; 
vnd  V 

.a*jr=(rf«-  «i^ir)d9= H  2«« 1)9]  d9\ 

Nun  ist  aber,  wenn  |,  v,  ?  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
des  Krümroungskreises  bedeuten,  welcher  dem  ßerübruogspunkt 
9,  y,  X  lukommt,  und  wenn  man  der  Kfine  wegen 

R=^dxd:'ydyd''x^        S^^^dxd^z-did'a:,  - 


Digitized  by  Google 


891 


und  mittelst  der  vmrigeo  Werth«  erhUt  naa  im  gegemrirtSgeo  Fall 
aUo 

# 

folglich         1TW  n  boreiwo  war. 


S.16. 

Wir  bStteo  nun  endlich  unser  Augenmerk  noch  auf  diejenigen 
verSnderHchoti,  aber  unter  sich  ähnlichen  Ellipsen  zu  richteo,  eiche 
eine  durch  die  Kante  der  Untrila^e  AB  oder  -«-IC gelegte  vertikale 
Ebene,  näniiich  die  Knvriterunc  des  Traite?**^  JLABG  resp.EABH 
(Fig.  1.)  auf  der  Fläche  des  rollenden  Doupeikegels  in  einem  beli«' 
Ugen  Augenblick  seiner  Bewegung  henrofbringen  wird.  Da  eoirobl 
diese  schneidende  Ebene,  als  auch  die  Ebene  des  Grundbreiäc« 
vertikal  stehen,  so  lletjt  deren  Durchschniftslifiie  vertikal,  ivorniis 
sogleich  nach  den  allerersten  Sätzen  über  die  Schnitte  am  Kegel 
iolet,  dass  die  kleine  Axe  einer  der  eben  gedachten  Ellipsen 
sieicbfalls  vertikal,  und  ihre  grosse  Axe  horizontal  laufi^n  niuss. 
üobe£jreinich  erschpint  es  datuT,  ^^le  Kononoff  in  6.  3.  sernfr 
oben  eiterten  Abhandlung  von  der  Annahme  ausgehen  konnte,  die 
grosse  Axe  wäre  parallel  mit  der  Kaute  Ali  und  die  kleine  Axe, 
scnkreeht  auf  dernjinte  AB^  ginge  dmcfaden  Berdhrungspnnkt  7; 
nud  da  auf  diese  irrthümlicn  vorausgesetzten  Verhältnisse  die 
Eotwickelung  all^r  seiner  Formeln  wesentlich  gestützt  ist,  so  Vdssi 
sich  über  jene  Arbeit  leider  kein  anderes  ürtbeii  fallen,  als  das 
in  der  Elmeitwng  Ton  mir  ausgesprochene. 

Man  sieht  fihrigens  ein,  dass  es  nicht  im  ^ringsten  mit 
Srhwierigkelten  verknüpft  sein  kann,  die  Halbaxen  einer  solchen 
ii,ljiiise  als  Functionen  von  der  Variablen  AT  oder  von  'f  W,=:  2~ 
ATco^n  oder  von  einer  anderen  mit  ^ 7*  proportional  wachsenden 
Lhne,  nid  eben  so  auch  die  Coordinaten  ihres  Mittelpnniits  dar* 
SQstellen.  Da  aber  die  zu  entwickelnden  Fornieln  etwas  weitlfinftig 
aoslaUen  und  kein  besonderes  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen 
geeignet  sind,  so  erscheint  es  wohl  zweckmässig,  dabei  nicht  zu 
mweilea  mid  ich  hegniige  mieh  daher  mir  den  Werth  der  greasen 
Halhate  und  das  qaverioderllche  VerhSltotas  beider  flalhazen  her- 
atfefzeoy  nSmIich 

(27)  l?^^V'"(»4-^>in(^-£). 
ff  sin^ 


(•28)    a—  .         J^^^lf  -:  fco8£?8in^--cosdsinJEsiDa)l 


 (A— z)  COS  ^  COS  0)    810'^'*  —  sin  E*  sin 

»)co»4»coscDsmri^  sin  (^4- »ja  (^«»'^) 
fvobei  C08O  imd  tan  »  nach  (9)  oder  (10)  m  bavednen  seio  wOhlea 


j.  17. 

Ausserdem  bietet  mch  hleribei  noch  die 'Flage  dar,  ob  Tiel- 

leicht  di«'  I^lipne  einer  solchen  Ellipse  zusaninieDfalle 
mit  d<M-  «)(>m  Berührungspunkt  T  entsprechenden  Krüm- 
mungst'i) (>ne  der  im  Vorhergehenden  betrachteten  Ke- 
gelloxodrome,  weiche  letztere  Ebene,  gleichwie- die  Ellipeen- 

ebone,  durch  die  tangirende  Kante  AB  geht,  —  ob  nämlich  diese 
KriimmungHebene  tjleubfalls  eine  vertikale  Lage  habe.  Die  Ant- 
wort aber  wird  se\u  :  mir  dann  tallen  beide  Ebenen  für  jeden  belie- 

bigeD  Berfibrungspunkt  T  zusammen,  wenn  ^— ^  wcqb 

die  Kanten  AB  und  AC  horizontal  laufen.  Dies  Resultat 
h'isst  sich  durch  den  Caicul  mittelst  der  (»leicliung  der  Krünnnunus- 
ebeoe  ziemlich  leicht,  noch  leichter  jedoch  durch  folgenden  Kiisim- 
nement  erhftrteo.  Weoa  die  durch  dea  Berührungspunkt  gelegte 
Kriinimungsebene  mit  der  durch  die  berührte  Kante  AB  gelegten 
Vertikalebene  identisch  ist,  so  ^müssen  auch  der  Krüinniun;;s- 
balbmesser  der  Keselloxodropie  und  der  ivrümmuDgshaibmeti£>er 
der  EUipae  der  Ricntung  nach  aasanuneafanen»  weil  beide  auf 
der  tangireaden  Kante  senkrecht  stehen  müssen.  Und  umge- 
kehrt, wenn  diese  Krümmungshalbmesser  gleiche  liicbtung  haben, 
»o  sind  jene  Ebeoeo  ideotisch.  ^ua  falleo  aber  diese  zwei  Krüm* 

hiun^halbmeaaer  mt  dann  zttaammen«  irenn         i«t.  Denn  omo 

denke  -sich  durch  den  Betfihi«ngs|ninht . eine  Ebene,  ^>olclie  wir 
der  Kürze  wegen  M  nennen  wollen,  werpendikulür  auf  die  Ivante 
AB  ucleiit,  ferner  ebenfalls  durch  den  Punkt  T  eine  Ebene  jV 
parallel  zu  der  vertikalen  Grundfläche  des  Doppelkegeis,  und  be- 
seichne  endlich  die  schon  gedachte,  durch  die  Kante  AB  geleete 
vertikale  Ebene  ABGE  durch  Q.  Der  Krümmungshalbmesser  der 
l^oxodrome  liegt  dann  nicht  allein  in  der  Ebene  J/,  sondern  wmm 
zufolge  der  in  15.  bewiesenen  Eigenacbaft  dieser  Curve  auch  in 
der  Ebene  N  liegen,  fallt  also  ia  die Darehachnittslinie  voa  if  and 
J¥*  Ellen  so  muss  die  Richtung  des  Krünimuogshalbmesserfi  der 
EUipae  in  den  Jinrchachoitt  der  Ebenen  M  un^  Q  fallen*  Wenn 

Ann  r=3^  ist,  so  Ist  ausser  N  and  Q  anch  M  vertikal,  und  dann' 

lallen  also  «He  beiden  PurchsehnltteWnien  von  üf  nnd  JV  einerseits, 

und  von  J/  mit  Q  andererseits  als  Durchschnittslinien  dreier  ver- 
tilcaler,  durch  den  nämlichen  Punkt  geinter  Ebenen  wirklich 
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I 

»»»«it  W«»  r<f  W.  «,  bt  «  .leU  mflU. 

also  kann  dann  weder  die  eine  noch  die  andere  der  eben  gedach- 
ten  DitBelisebiiittslinioii  vertikal  «ein.   Beide  krmnen  aber  nun  auch« 

nicht  zusammen  fallen,  weil  ja  sonst  die  Durch.scIinittMlinie  der 
FJk  neu  A  wnd  Q  gieichfalU  mit  ihnen  zus^nienfalleii  mösste, 
während  doch  diese  dritte  Durcbscboittsiinie  offenbar  in  allen  Fäl- 
le» reftUnl  JanfeD  idiim* 


Velier  die  Prclectlmi  ein«  geraAea  MA» 

nie  auf  einer  Kbene,  anf  einer  Flftebe 
flberhanpt,  und  auf  der  aberfläclie 
^Ome»  eUlptiselien  Spliäroids  In^be- 

«Dudere. 

Von 

dem  Herausgeber« 


L 

ProjfctioD  einer  geraden  Linie  auf  einer  Ebene. 

§.1* 

In  Beang  mf  do  belidiigw  icditwinUigies  CooidiiinliBSystogi 
der  jeyz  wdtn 

1)  yrrar+Oj,  2=6^-i-6i 
4fo  GlaidbuiigMi  der  gegebenen  geradan  Linie,  und 

aei  die  Gleichung  der  s^egebenen  Ebene. 

i>ie  Gleichung  der  prejicirenden  £bene,  deren  Dunbnchnitte- 
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linie  mit  der  gegebenen  Eben©  die  e^csuchte  Projection  der  gege« 
beoen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Kbene  ist,  sei  ferner 

Da  dicM  E^ciM  anf  gegebetten  EWb«  senkMcbt  «teht,  «o  bat 
nap  naeh  dca  Priocipiea  der  aaalytiachea  Geometrie  dieuekiraiig 

AA^  +  OT,  +  CC,  =0, 

und  weil  die  gegebene  gerade  Lioie  gana  ia  der  finjiciieadeo 
Ebene  liegt  ,  «o  Ut  für  jedes  x 

worans  sich  die  beiden  GleidbangeD 

ergeben,  so  dass  man  also  nun  zwischen  den  vier  unbelcnnntea 
Grusseo  Ag,        C^r^i  folgeadeu  Gleichungen  bat: 

I AA^  ^BB,  ^  CC,  =0, 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man  aber  sogleich 

.  M6-  C)  At +(B6-  Ca)Bx^^. 

(Aa-B)A^-{Bb-Ca)Ci=0,  . 

and  aiebt  biciaus,  dass  dieselben  erfiillt  weiden»  wenn  man 

/  A^^Bb-Ca, 

-oder 

Ai^Bö — Cttf 
Bx^-(Ab~C), 

Ci  =^Aa  —  B , 

Di  =  ^Aiabi-bai)-^BbfCa, 
we(stt.   Folglieh  ist  nach  dem  Oiiigen 
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7)  (Jr6-6a)jr 

die  Gleichunir  <!er  projicirenden  Ebenü.  und  innn  ttitt«?;  nun,  uin 
die  GleichuDgea  der  Projerfion  der  gegebenen  'geraden  Linie  auf 
der  segebeoen  Ebene  zu  liuden,  die  Gleichungen  der  Durch- 
oeboRlniiiie  der  projicirMdeo  Ebene  mit  der  ffegebewe  Ebtoe 
eDh%-ickelD.  Die  jGletchungen  dieser  DnrdMcbnittiilinie  sind  aber 
oacb  dem  Obigen  nnmittemr 

(iJ6-Ca)x-(^6-C)y  +  (Ja-J?)z  j 

und  durch  Eliiuioation  von  z  und  ^  aus  dicken  he'\deu  Gleichuugea 
erhtit  man  ebne  iSc-l)u  ier|gkeit  als  Gleichungen  der  Projection  der 
gegebenen  praden  Linie  anf  der  gegebenen  £bene  die  beiden  fol- 
gendeo  Gleichuogea: 

+li?Ma-Ä)  +  C(J6~C)}y  1=0, 

+|C(J6r-C)+Ä(ila-B)|«  (äO; 

eder,  wie  man  bierans  leicht  findet; 

9)  {(J»+Ä*  +  C*)a-(^  +  ^a+CÄ)i?|j?  \  , 

+  (Ja-B)(C6,  +/>)-(  Ca»  ) 

MAä^CHBaf¥D)-(liAa^B)mt  ) 

§.  2.  . 


wSind  .r,  ,  yi  ,  r,  dio  f 'oorrlinaten  eines  beliebigen  PiinL(«'!<  in 
der  gegebeoen  geradeo  Linie,  und  a»  ^»  y  die  ven^  dem  einea  der 
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beiden  Theile  dieser  geraden  Linie,  in  welche  dUjflellie  dnidi  im 
Punkt  )  ixetheilt  wird»  mit  den  positiven  Theilen  dreier 

durch  diosi^ri  Punkt  jgelegter ,  den  primitiven  Aren  paralleler  Axen 
eiri£]:e.schiui»jienei),  iS)**  nicht  überstei^nden  Winkel;  ao  tiiMi  die 
Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie  bekanntlicli 


10)  ^-^^-p-yt 


wmi  naD  hat  also  ini  Obigen 


»u  bet/AMj,  wodurch  man  för  die  Projection  der  gegebenen  ceradmi 
Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  leicht  die  drei  folgenden  Oleicbiiv 
gen  erhSit: 

—  K-^* -1-^  + 1**)  cos  a  -  ( il  coe     B  cos -I- Ccoey)  ^  |y 

+  { (Äcosy — Ccosj3Vj+(OcoMf— ilcosy)^^+(^cosi3— Äco««)ij 


=0, 


\(A^^ß'  ^       cosy  — (A  cos  et  i-ß €08 ß  \  Cvos  y)C\ // 
—{iA^-{-Ji*-^X*)co8ß-'iAcosa-i^Bcoüß^Ccosy)B\x 
4i(i?co«]r-Cbosi)>ari4(Cboaa-ilcosy)^2-h(^€os/l-^^ 

•f  (Bcosy  —  Ccos  j})  jD 

i  ( i<« -I- 1^' 4- )  cos  «  -  (  ^  OOS« + ^  ODS +  CcM  r  )  ^ )  f 
-i(il«  +  J?M  C )  coBY~(Acoaa-^  BcoHß-\-  Ccosy)  C\x 
'\-{(Bco»y—Ccosß)Xi~^{Ccosici—Acotiy)i/,  4  (Acosß~Bc9att)»i]B{ 

-f  (  Ccos  IT — ^  cos  y  )  Z> 

Wenn  rlif  gegebene  ererade  Linie  die  cjegehene  Ebene  in  oinem 
Piinkto  sclmeidot,  ko  kann  man  den  Punkt  (»FiyiZi)  in  diesen 
Punkt  iegen ,  und  da  dann  der  Punkt  auch  in  der  Projection 

der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Eliene  liegt»  m 
werden  die  Gleichungen  11)  erfüllt,  wenn  man  in  denselben  für 
a*,  y,  2  respective  x,,  y,,  r,  setzt.  Zieht  man  aber  die  durch  die.«»«» 
Substitution  hervorgehenden  Gleichungen  von  den  Gleichungen  11) 
ab,  so  crhSit  man  als  Gleichn^geo  der  Pnleclion  der  ffegebeoen 
geraden  Linie  anf  .dar  gegebenen  Ebene  die  folgende«  GiäohiiDgeA: 
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12^   t-"  '^'  

•  {A*  +     +  C")  CO»  «— <^  CO«  a^IS  cos  /3+  C  co»f)A 

^  ^  

( -^  ir>  4-  C*)  cos  ß'-iA  C08  «t^ü  OOS  /}  -hCcoo 


fiF+Ä^j^)  cos  y  —  (A  cos  ai^jUcösß  fCcösy)C ' 
wobei  niaii  Bocb  m  bemerken  bat»  dmm  MtOrlich 

13)  Aj.t-^^Bifii'Cz.^D^^O 

ist 

Bezeichnet  man  (lnrcli  qp ,  i, - ,  x  die  l^SO  nrcht  übersteif^enden 
Winkel,  die  einer  der  beiden  l'lieile,  in  welche  die  Projection  der 
eegebeneo  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  durch  den  Punk^ 
(r,^,r,)  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  die- 
sen Punkt  gelegter,  den  primitiveo  Axen  paralleler  Axea  eio- 
schliesst;  so  siod  bekanntlich 

^  ooBfp      ce«^  9m% 

die  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen  Linie  auf  der  gege- 
benen Ebene ,  und  aus  diesen  und  den  GMcbongen  IS)  erhält  man 
daher  ieicbt  durch  Division: 

.  cosy  

iA*-^B*  +  C')co8a-^(Acosa-{-Beo8ß-{^Ccosf)4 

_  TOS  riß 

^  (A*i-H^  +  C*)cotif^{A cosui'Bcwfi'Ceo8r)B 

 cosg   

"  (^•■1-^*  + O)eoey— (ifcosttH-^coalS-f  ecoey)C' 

oder ,  wenn  man  die  Nenner  dieser  drei  Brüche  der  Kurze  wegen 
retipective  durch  F,  G,  JI  bezeichnet: 

CO«  (p  cos  1p  _  cosy 

Weit  nun  bekanntÜch 

« 

00S9'    cos     -f  co^ 

teil  so  ist, mit  Beziehung  der  ehern  und  nntern  Zeichen  anf  ein- 
ander: 


29S 
coii9=db 


'  H 


% 

Nim  ist  aber,  wtm  nan  der  KOne  ivegen 

16)  iC«  =  ^«  -I-  ^  -I-  C  '  (  il  C03  a + cos ß  +  Ccos  y  )• 
= .4*  siDff* -f  ^*  sio /}• -I- siDy* 

2  ( J^cos  acosß^  BCcos  ß  cos  y-^  CA  ti9Bfco»a) 

=r(^cos/3 — iScos«)* 
-f ,(B  cosy  —  Ccos 
I  «+(Ccosa— ^cosy)* 

« 

seilt,  wo  K  eine  poslHTe  GiOsse  beseieliiieii  soll,  wie  nan  leleht 
findet: 

17)  F*  +  €?*+i5Nsr(J«  +  Ä»  +  C»)A:«, 

and  folglich  mit  Bexiehung  der  obera  und  untern  Zeichen  anf 
einander : 


C089  =  i 

IQ    ^  C0S*=4: 

cos  X— i 


G 

H 


oder,  wenn  man  für  iP^  Cr»  if.ibre  aus  dem  Obigen  bekanoteB 
Wertbe  setzt: 

I  U* + i^* + g*)  c"*^  ^—0^  cos  g  ^ cos -1-  Camr)A 

Ls  T -  >  4-^'  +  C*)  y — CO«  « -t- ^  cos^ 4»  Ccosy)C 
immer  mit  Beziehung  der  obern  und  uotem  Zeichen  auf  einander. 
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{.3 


ßezeichneo  wir  jetzt  ier^rn  Her  beiden  180"  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche  der  Tbcii  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die 
Wiukel  or,  ßy  y  entsprechen,  mit  den  beiden  Tbellen  ihrer  Projec- 
tioo  auf  der  gegebeneo  Ebioe  •ioaobliempt,  im,  AU^MoeiiMO  durch 
•  »;  so  bt  bmmitlicb 


Wdl  nmi  bekanntlich  K  eine  positive  Grosse  ist>  so  sieht 
man ,  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  für  den  Theil  der  Projec- 
tion  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  ijogebenen  Ebene,  wel- 
cher mit  dem  1  heile  der  geeebeuen  geraden  Linie,  dem  die  Winkel 
tt,  y  entsprechm»  diwa  90^  Dielw  fiberateigeodeo  Winkel  «an 
scbiieMt,  die  obem  Zeichen,  da^ifegen  für  den  Theil  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  L'nie  :n?f  der  gegebnen  Ebene,  wrichor 
■  mit  dem  Theile  der  gegeiiencn  geraden  Linie,  dem  die  Winkel 
*tf  ßf  y  entsprechen ,  einen  110 '  übersteigenden  Winkel  einscbliesst, 
die  nntem  SSefeben  nehmen  muss. 

Berrirbnoi)  ^vir  daher  jetzt  dcTi  00"  nicht  ubersteisrondm  ^o'i- 
eung^winkel  des  Tlicils  der  gegebenen  geraden  Linie,  welchem  die 
Winkel  a,^,  y  entsprechen,  gegen  die  gegebene  Ebene  durch  t, 
10  ist  l&r  den  Tltell  de?  Projecuoo  der  gegebenen  geraden  Linie 
auf  der  gegebenen  Ebene,  welcher  mit  dem  Theile  der  gegebenen 
geraden  Lmie,  dem  die  Winkel  a,  ß,  f  entsprechen,  den  Winkel 
I  einsdiliesst,  nach  dem  Obigen: 


20)   cos  a>  =  co8ocos9-|'Cos/7cosi^-l-cosycos;(, 
tmd  folgÜcb  nach  den  Gleicbwigen  19),  weil  bekanntlicb 


d.  L  paeb  16) 


23) 


(A*^B*'^€>}m»y'-'(49om9i*SuMßi-Ctosy)  C 
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uod  auwerdeia  bat  man  nach  22)  die  Formel 
oder 

woraus  sich  uomitteUMr  die  Gleichtmg 

ergiebt,  in  uelclior  ninti,  da  sint  immer  positiv  ist,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jeuachdem  die  ürüo^e 

positiv  oder  negativ  ist 

*  Bcxeichoot  man  die  Neigungswinkel  der  gegebenen  Ebene  ee- 
geo  die  Ebeoeo  der  ony»  ss,  yt  diurcli (»;  so  ist  bckansllieb 


COB»"  = 


und  naeh  deifa  Obigen  ist  folglich ,  m  ie  man  nach  p;e]ioriger  Sub- 
stitution die«<er  Ausdrücke  mittelst  der  Formehi  23)  uod  24)  oboe 


Scbwierigkeit  tiodet: 


cosi 

ilcosi 

cosß 

A  cos  a  +  Ä  cos  ^  +  Ccos  y 

cost 

^eosi 

cosy 

• 

A  cos  ai-ücosß-^  C'cosy 

cost 

wenus  sieb,  weil  nacb  27) 

cos      +COS  il*  +  COS/i*  =  1 

ist,  auch  leicht  die  Gleicbuiig 

i9>  ifeos9-f^cM^-|'Ccoex»0 

ergiebt. 
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Die  Wialnl  ^»  if,  r  eDtsprccheii  teiMr  d«n  TheU»  4m  Pro- 

jection  der  gegehenpn  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  welcher 
mit  cieui  durch  die  Winkel  a,  y  bestimmten  Theile  der  ge^ebe- 
nen  geraden  Linie  den  ÜO^  nicht  fibersteigenden  Winkel  t  ein- 
•eUiesst. 

Die  (/oordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  dem  durch  die 
Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile  der  gejjebpnen  G:eraden  Linie, 
des^o  Entfernung  von  dem  Punkte  {^lyiij  ^vir  durch  ^  bezeich* 
Bci  wdlcn»  flind 

«i+|>co««,  $i'i^ciMß,  Xt^cosy; 

and  di^  GleicbongeD  einer  jeden  dnicli  diesen  Ponlrt  gelegten  ge- 
ndcD  Udm  sindtolgUch  ^ 


Soll  dieee  geiade  IdDie  auf  der  gegebeneD  Ebene»  deien 
Gteldnin^ 

iet,  Mokredit  stehen,  ao  mm»  oech  den  Principien  der  aoalyti- 
Hmen  (Sc«iii«lrie 

erio,  und  din  Gleidrangen  der  doreli  den  durch  die  Cooidionten 

beelinunten  Punkt  gelegten,  aaf  der  gegebenen  Ebene  nenktecht 
stellenden  gendcn  Linie  sind  fdgUch 


c 

2  j — Q  COS  y  -  ^  (x — —  ^  cos  «) ; 


oder 


Jk  S  C 

Bezeichnen  Tvir  jetzt  die  Coordinaten  des  Durchsrhnittspunkts 
dieses  Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  X,  V,  Zi  ao 
baben  wir  «ir  Bestiromnog  dieser  Coordinnten  die  folgenden  Glel- 
cknngen: 


tot 

9 

 A   =  TT —  =  .  e  ^' 

.l(jr-.jr,)+B(r-y.)+C(»-^x,)=r4>; 
aus  deoen  man  leicfat  darcti  gewöiiDlicbe  IsÜimuiaüon 

30)  ^  F=sir,+^coa^-TÄ^-i —  

+^  tosy  


oder 


«,  Ä     cos  iS— iß  coso)-f-C(^  cos  y — -Ccofi  a) 

 —  

31)    ^   i  !L, 

erhält. 

Ist  iitiQ  erstens  C  positiv,  ao  iat  wagOD  dar  dritten  der 
GieichuDgcn  30)  die  GrOsae 

^  coa  a -f cos  ^  ^  Ccos  y 

positiv  oder  negativ,  jenachdem  r,  f  orosy  grosser  of^er  kleiner 
als  Z  ist  Wenn  dagegen  zneitent»  C  negativ  iat«  so  ist  wegen 
der  iu  Rede  steheodoD  Gleichung  die  Grösse 

♦ 

^  coa  ff -f  ^  CO»  ^ -|- Ccoa  y 

poaUiT  odor  negatiT,  je  Dacbdem' z, -f  pcosy  Uoiiitr  oder  grSaatr 
ala  Z  ist. 

Betrachtet  inaa  voo  jotat  an  io  dem  Fallo,  wenn 

C  positiv 

ist,  i  als  positiv  oder  negativ,  jenachdeni  die  drittpn  Coordinafrn 
aller  Punkte  in  dem  durch  die  ninkel  u,  ß,  y  bestimmten  Theiie 
der  gegebeooo  geradeo  Liole  ^Oaaer  oder  kleioer  ala  die  drtttan 
Cpordioatao  der  Fusspunkte  der  von  diesen  Pttkiklen  auf  die  geg^ 
hene  EheD6  gfflaUtoB  Perpaiidikai  aiod;  io  imt  FaUo  dagagta» 
wenn 

C  negativ 
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ist,  i  als  positiv  oder  DCsatiT,  jenachdem  die  dritten  Coordinatwi 
n\hT  Puoicte  in  dem  ^nrch  die  Winkel  «,  /3,  y  bestimmten  Theilo 
der  gi^ebeoen  geradeu  Linie  kleiner  oder  irrOsser  ais  die  dritten 
CooMinaten  der  Fnsspaokte  der  too  dÜMM»  Ponkten  auf  die  gege» 
bene  Ebene  ^of  niten  Perpendikel  ^ndf  80  kaonmao  d«r  Gl«icbiiii$ 
26)  mufoig«  offenbar  io  Tolliger  AIJh«iB«nh*St 

32)   «inf^      73^1^  +^ 

Betzen. 

Betrachten  wir  die  oben  dnr<  h  l,  bezeichneten  Winkel, 
ohne  weiter  ihre  geometrische  liedeutuiig  zu  berücksichtigen,  roD 
jetitaa  gewiasermaaieD  als  blosse  HOUswinkel,  so  kOoseo  wir 

■      ,  c  •  ■    •  •  • 


C08X  = 


A 

COSfi: 


,  und  srbalteD  mm  leiebt  mittelst  der  Formsbi  dSI)  smI  3^») 


34) 


sin  t  _  A  cosa-|-^co8  ß  -\-  Ccosy 
cos» "~  ~     C  '  ' 

mni  Atmui-BaiBß-^  Ccosy 
eosi'?  B  * 

sin i   ^cosa-f  /?cotf^-|-  Ccosy 

cosf&  ~~  A 


Mittelst  dieser  Aasdrficke  und  der  Formeln  2b)  eriuiU  man  aber 
auf  der  Stelle* 

cos«-— sisfossii 

coay =  


35)-    <  C08lff:= 

cosx  = 


eosf  ' 

eofl^'— 'sin  ico^s  i 

cos  i 

cosy' 

— «sioicoss 

cos» 

Nach  dem  Obigen  ist  bekanntHcb 

,36)  cs«|scos«ciMi9-fces/icps^+eosycosj(, 


r 


304 

uod  diese  («ieic-biiDg,  io.  Vcriiiadnng  mit  d«n  Komeio  36)  umi  der 
bekaooteo  Gleichuog 

m 

fuhrt  leicht  zu  der  Gleicbuug 

37)  «ia»=cos«c«iSfi-f  cos|}oo«i*f  costtCOSKi 


0 


11. 

ProjtctioD  einer  geraden  Linie  auf  einer  FÜche 

fiberiiaiipt. 


§.  4.  . 

Unter  der  Project'ion  einer  geraden  Linie  auf  einer  belieliigea 
Fläche  werden  Mir  im  Folgenden,  um  jede  Zneideutif^keit  zu  ver- 
meiden, immer  die  Gesaiuaitbeit  aller  derjeoigeo  Punkt«  dieser 
Fßldhe  verftteben,  welclie  auf  derselben  eiae  solche  Lage  haben, 
daas  die  in  ihnen  auf  die  Fificbe  errichteten  Nennalen  die  gcge- 
tieoe  cerade  Linie  srTi neiden. 

Diea  vorausgesetst,  iseien  nun 

ces8    coap  coa/ 

die  <ileichuDgeo  einer  geraden  Linie  im  Räume,  wo  bekanntlich 
/,  (fy  h  die  Coordinatea  eine«  beliebigen  Pnnlcts  in  dieaer  ^raden 

jLinie,  und  py  y  die  LSO^  nicht  ubersteigenden  Winkel  sind,  die 
der  eine  der  beiden  Theile  ,  in  ivel(  he  die  gerade  Linie  durch  den 
Punkt  ififh)  «»etheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
diesen  Punkt  gelegter,  deu  primitiven  \xen  paralleler  Axen  ein- 
achiieest«  Ferner  aei 

39)  tt:;=/Xar,y,i)=0 

die  Gleic  hung  einer  beliebigen  kranunen  Fläche,  and  (or,  vi  xjj 
ein  lieliebiger  Pnnlit  auf  derselben;  ao  «ind,  wenn  wir  der  tki 
wegen 

40)  «, —  / 

setzen,  und  alle  im  Folgendon  vnrkonimenden  DifrtTPnttalqiintienten 
partielle  Different'nilquotienten  bexeicbneu,  nach  denPrincipien  der 
analytischen  Geometrie 

dux  äMx 

<%fl      Äl  . 
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die  GleicbuDgni  der  Normale  der  durch  die  6Mciian|^  39)  cbar&lE- 
terisirten  krumraen  FISche  in  dem  Punkte  (t,  f/,  r,).  ^oli  nun  diese 
Normale  die  g^ebeoe  gerade  Linie  schneiden  ^  d*  h.  soll  (xi^iZi) 
ein  Punict  der  ProjedioD  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der 
gebenen  krummen  Fläch«  sein«  8o  inüsson  die  Gleidbun^en  38) 
nnd  41)  durch  Hirsolben  Jf,y,z  erfüllt  werden,  und  man  wird  also 
die  Bedin^ngsgieichuni^,  da«s  die  heiden  in  Rede  stehenden  Li- 
nien sieb  schneiden,  erbalteo,  weuu  man  aus  den  vier  Cxieicbungeu 
38)  und  41)  die  di«!.  GittaMo  ^,  »  elimiBlit 
£•  iat  aber 

C08O  ' 


also  durch  Subtractioo  der  dritten  m.  der  •ntaa  md  der  vierten 
Von  der  xweiten  Gleichung: 

»    ♦  ■  ■  t- 

All 


Thdt  VI. 


d06 


.    ■      (*-/)(^c««-J^W)      .'        ■  . 


und  hieraus  ferner  darc|i  l>ii^i«ioo  uud.fmcb  gehöriger  Reducttoo 


oder 


CM« 


«rfcaltoi  wird..  Wenn  mim, nnii  statt  ärl,1/^,z^  nur  ^,^,z  setzt,  m 
erhellet  aus  allem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle,  dass  die  Gl^« 
rTinnern  *ler  Projection  der  durch  dip  r^|p?rhiingen  38)  charakteri- 
sirten  j^eradeu  Linie  auf  der  <iurch  die  Oii^ichuog  39)  charak^erinir- 
toD  Flache  die  folsenden  sindrCx  •     '         \'  '  ^- 


oder 


42).  u=^F(x,y,z)=0, 
+        ^)(^  cosy— —  cos«) 


1 1  1*1 
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m 

43)  ii=F(«,y,i)=0, 


*  • 


UL 


•ine«  «ItlptUclieD  opnftroida. 

Indem  wir  zuerst  nur  in  der  K(Irze  das  eltiptlsche  SphSro'id 
im  Aligemeinen  betrachten,  nachher  ahw  ansrfilirlichere  Iletrarh- 
tuogeo  Aber  das  elllptiscbe  RotaUoosspbäroiü  inäl^esondere  ao^teUen 
wenlett,  sei  fiberhaiipt '  '  ' 


die  Cfptrhnn!^  der  Obtrfi^jclie  eines  elUptMchen  jSpbiroids«  ist 
im  Yorb^r^ebeodea   ;,  '  / ,    .    .  '  '  '.' 

JuA  folglidi 

ds'^ä^'  35~#'  ife*"?^ 
XB  sstieo.  Also  sind  nach  42),  oder  43) 

'  ,  I '   '    '  .    .      '    >  • 

■      •  »'  i  '  •  ■     ►  * 

+    — Ä)  (^  coso-^^cos/J) 
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odfr  aneh 


die  Gleichungen  der  Projection  der  durch  die  Gleichungen  38)  cba- 
rakterisirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  44)  cba- 
lakteriairten  OberflScke  eines  beliebigen  elliptischen  Sphär^ida» 
Für  die  Kugel  ist  tt=^(n-zc,  und  die  Gleichungen  der  Projection. 
der  durch  die  Gleichungen  38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf 
der  Ikugelfläche  sind  ai«o  nach  dem  Vorbergebeodeo ,  wie  maa 
leicht  fidbt: 

+  (/'co8y— /*cosa)y  \  =0; 

wo  aus  der  zweiten  Gleichung  erhellet,  dass  die  in  Rede  stehende 
Projection  ganz  in  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehenden 
Ebene  liegt;  und  zugleich  uberzeu^^t  man  sich  auf  der  Stelle,  daee 
diese  Ebene  die  durch  den  I^üttelpunkt  der  Kugel  und  die  gegebene 
gerade  Linie  gelegte  Ebene  ist,  was  auch  Alles  der  Natur  der  Sa- 
che gans  gemäan  md  ms  den  fraten  Elementen  der  St 
hekanntiat  « 
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Um  die  Gleichungen  der  Berfihningslinie  der  Pro]ectloo  einer 
geraden  Linie  auf  dfr  Ohorflrirho  eines  beliebigen  Ellipsolds  in 
einem  gegebenen  PanJcte  derseUOen,  ZU  fiodba«  woUeo  wir  Otti^iiM 
wegen,  ausser  wie  vorher 


+((»-*)  f. -(*-f)4l«o«^ 

du  2x    du  %    du  "Iz 

dx    a*'  dyjh*'  dx~~c^ 

«od,  fH»  mn  UMnt  findet: 


Nach  den  Princlpien  der  Dlffcrentlalrechoung  hat  man  nun  be- 
kanntlich zur  Bestimmung  der  ÜiiTereutialquotienten 


dy  ^  dx 
-f-  und  j- 
fto  dx 


dit  iMidMi  CSiiehangeo: 


du  ,  ilu  dtf     du  dz  q 

dx    dl) '  (Lv    dz  '  dx  ' 

dv  ,  flo   dy     de  dz 
•Mit  iau  dmm^Sbm  mit  flAlf»-*der  Ittn 


•  ' 

►  •    ■  ».  > 


f?M   f/«   r/«  dr    (ir  dr 

gerandcoen  Ausdrfldic ,  weno  der  Küne  wegen 

.  -{(^-pr)*-^!««        .  •  • 

I 

gesetzt  wird,  för  die  beiden  in  itede  «tebendtp DiffMrentfalqiiotieii- 
leo  leicht  die  folgenden  Ausdrücke: 

Sind  nun  T^yh,*!  die  Courdinatea  eines  beliebigen  Punictes 
io  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  Oberfläciie 
des  Eilipooidsi  so  sind,  nach  ^to  Ptincipien  der  hOhereD  Geone-^ 
trie,  weno  der  Ktne  wegen         .  *         .  ' 

4»)  ^.=  |(^-i>.-^jca.. 

■     '  -i(^ir)i"  > 
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gesetzt  wird. 


1« 


80) 


 5=:i 


^^ii.-^-^i    ^^^-(^^^   .^^li-t^^a^     ^  . 

die  Gieichuit^eü  der  durch  den  Piiukt  (-TjUiZi)  gehenden  f^^M  . 
reoden  der  l^rojectioD  der  gegebeueu  gera(feii  lAA  mf  der  Uber- 
liehe  d«t Xli^kls.  ^  .   i.      ^  , 


1  r   •  • 


§.  7. 


Ohno  die  Vorh 
an  sich  interessant 


4    V    i  . 


orhergehenden  allgemeinen  rntersuchnn^en,  ^Ichc 
ant,  lür  meinen  nächsten  Zueck  für  jetzt  jedoch 
von  geringerer  Bedeutung  niud,  weiter  auszuführen,  will  ich  mich 
mo  sogleich' m  der  JMrtcKtung  der  Projeetloii  ehiMr  ceiadeo  LiDie 
auf  der  Oherfiäche  eines  durch  UoiidrenuDg  einer  ElHfMHl  um  Uum 
sweite  Axe  entstandenen  eUiptLBChen  Sphäroids  wenden. 
Weil  bekauDtlidi 

die  (ileichung  der  Oberfläche  eines  durch  Umdrehung  eiuor  Ellipse« 
deren  erste  und  zweite  Halbaxe  a  und  b  sind,  um  ihre  zueite 
Ai€  entetaodeoen  elliptlitch^  Spb&roids,  welches  wir  In  derKArse 
«ia  Rstiiionscilipsoid  nennen  wollen,  is^  so  sind  nach  4^ 


■»!  '   f  t 

=0 


m 

oder,  ^lie  hieraus  mittelst  eiaer^UiiAcbeft  VfniBBdkliig  liflf  sw«- 

teu  GieicbuDg  leicht  folgt t 

M  • 

\{x—f)Qosß—(y—fj)co&u\z  ''J* 

di©  Gleichungen  der  Projection  der  durch  die  Gleichungen  'i8)  cha- 
rakterisirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleicbuog  52}  cha- 
nkterisirteD  Oberfllclie  des  RotationseUiptoidfl. 

Bestunmeii  wir  wm  d«r  zwvitoo  An  beiden  vwbigefcwidi» 
Gleichuiigeii     so  eriialteii  wir 

ß&\  (Aco8(?~^co<y  )       {fcoBy —k  etmu)ff 

■ 

«od  folglicb,  w«no  wir 


S6)    T  (?    f')  (^^ßSf^f)»^(f^f''^^'')v 

Fflbreo  wii  ddd  diesen  Ausdmcic  von  t  in  die  erste  der  Glei* 
chungen  -54)  «in»  m  cihaUmi  wir  swiMdm  9  wkA  y  ille  £ol$tndiB 


57)    (1  — co8^--^cosy)jr  +  (/co8y  —  A  cos« 

=(a* — X*  — y»)  l  cos     /cos  jS  +  c*  (xjcos  /?  — y  cos  a)  |  • 

f.  8. 

Setzenwrjetzt,  was  wegen  der  ersten  der  Gleicbt|Dgea  54) 
eÜMibar  TCfielitnt  iets 

2=6sini? 

und  führen  diese  Ausdrüdce  von  af,  y,  x  in  die  Gleichun?  56)  ein, 
so  erhalten  wir  nach  einigen  leichten  Verwandluogen  die  Gleichuiig: 

ssfue*  üoeif     »— (/cos  y  —  Ä  cos  a )  i^r^  j  sin  © 
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weicht"  Gleichung  der  Protection  der  durch  die  Gleichungen 
38)  charakterisirten  geraden  Litiio  anf  der  Oborfl&c|ie  dea  Kote« 
tioDoellipsoids  swiscbeo  €f  uud  ^  mU  äetzt 

CO  wiid  die  ▼orbeifoheDde  Qeiclwiig  « 

61)    (^cosff— /'cö«/J)taogÄ=Äsin     — *). 

Aueh  ist,  wie  nun  mitteUt  der  beiden' GiddHOMM  €9)  MM 

iodet: 

y  cos  «  -fpQfiß  =-         «  sin      co8  ^coe  <P)^ 
»  '  coeytT— 'e*  ' 

itod  daher,  wenn  man  dies  in  die  GleicIlllOg  51)  eiofiÜUt»  nach 
•ioigeo  leichten  VerwaiuUuogeii  t 


oder  auch 


Ö2)  fs.npi^--^^>'^7'^'n(g-»)^l--e* 
eoe««in«— ooe/^cee^  ' 

*  * 

63)  fang  ~     y«»  ^  cotfl  y  l-e«  _\ 


ZMfaBbet  welien  wir' mm  den  DiffeienfialqQotienim 

entwickeln.  DHcrentiiren  wir  ta  den  Ende  die  CHelduuig  1tt>,  eo 
eriudtea  wir: 

Durch  DifferentiatioD  der  beiden  Gleicliangeo  ßO)  ergiebt  aicb 

coe  V  —  -^JtCtua'P  ^  =:  «le«  cos  aciis^, 

•in*^+Äcos*^=:fle»iso*/Jcos»;^ 
uad  hieraus  ferner  nittelst  gewubnlicher  fiMfliination: 


au 


l>iffenDtialqnoti«fitea 

09        dk    '  "   

'  "  TS*  dQ*  läSf 

^f7"  I 

i.   .  •-    .1  ail 

(  sin(0-r-*4^)(oM«e4Mi<^-|-oos  /}«iii^)  j  ^ 

od«r         ^    .     ;    ..V  .   . . . 


ll  ."7,     •     •  » 


■^"^  i — cos P  (cos( e  —  ^cos  (P— sin  ^)idui 
d.i.' 

'  -|-ll«'(C0BtfSiD9— ;C08/}c(Ml6)C0«  A 

= (ff  C08  « — feoB  ß)eeeSl**, 

I  «  ■ 

S«Ut  man 


66) 


)  8iq  (IK*)= (— — —  a«'>  C08  ^ ; 


80  wird,  wie  iBäo  kicht  Uudet: 
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Um  BVD  fctncr  «ach  d«B.  iwei&D  0liN«pÜi|Iqiiofl6iiMir^ 

H  » Ii' II ti; toi  h...r 

ZU  entwickeln ,  %^-pllen  wir  zuerst  die  Mden  fUeidtiiiUMo  68)  diie- 


,         ~7  «D  0  COS 

ycos/Jtang  Ä  (1  +  i  taug  ö<^ot  Ä^) 


Ii'  '. 


»^..1  fa,'»,  Iii 


^,-..>yc«^^taDgÄ(l+^tan-««)ta^)  , 


y CO»  jj  tang  ÄX  JLf  i  tang  e  cot  Ä  4§) 


67) 


i2(*)co«  dx»)  =1  —  2fL, 


/cos /» (1  +  {  todg  e  cotÄ^) 


cos  Sl* 


>        dSl  cos  Si' 

wid  folglich  aneti 

odUr  auch 

^  -2^=tiiiig(*(»)-4>(i)) . 

WO  /  wie  {T^vulinlicfi  den  natürlichen  Logarithmus  bezeichnet. 
Differeutiict  mau  uuu  die  aus  66)  sich  ergebeode  Gleicbmig 

McrliiltinaB 

71)  ««.«(e^*)^ 

=— JK»)  «in  Ä  aio  (      0^ ' )) 

-|co.(e-*)S-/J«.(e-*)(S-.S)l  ^' 

«lao  Dach  66) 

filKM  «in  A  €0«  («7-«  )  ^io  (e^«(>)) 

+ijlco»Äco«(ö-^)l8io(a-*f^))^.+Ä»)coa(€>-4^n)(^ 

-ÄC»)cosÄ8in(ö-tf>(^))tcos(6-^)        Ä«n  -  ^)|. 

Satst  nutD  noch  j 

ao  iaii  wi«  ana  dem  Obigen  leicht  erheiiet: 
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74)    ^  ''^ 


FfihrtnmraDdiCMnAiudnickiVon  ^  und  den  AMiuck  tau 

MW  69)  io  die  Gleichung  72)  ein,  «e  erliilt  man  nlcl^ilpiitii 
Mehten  gonlomefrischen  Rednctionen: 


mitldal  wMfS^  Vomel-^tr  «weite  DiffcreDÜalqiiotieDt 

ohne  grosse  Schwierigkeit  berechnet  werden  knnn ,  wenn  man  oor 
erst  mittelst  der  oben  entwicicelten  Formeln  die  Differential^otieiiten 


berechnet  hit* 


...        •  •  ' 

J.  IL 


Die  Glefchungen  der  dem  Punkte  (JCi$iXt )  d€>r  Projection  der 
durch  die  Gleichungen  38)  cherekterlsirten  geraden  Linie  «uf  der 
Oheiftcha  dw  Rotationsellipsoids  entsprechenden  BtfiUlMdmdiä^ 
4fr  jPk«(jictio»  ivpd.^knnntucli 


.•im,. 


77)  j 


ttt 

iSeUea  wir  ptw  aof  Slu^lk^f  Alt  Wie  ijn  VorhefgeheodMi 

I 

SO  ist,  wie  man  diirch  Differeotiatio^  leic|it  findet: 

Tfl)    i  äif^~    « ( coK  6(,  cosÄ^^te,  —  sin  ßi  &mSl^dSll), 


oder 


«iDea»tDi^t~coee,eoea,^^ 

wi7=*   ^"^"-i  j;;r; 

.  ^»  coee,eiDÄ,+»lneico»ft,^ 

T'    =      •  r-  5' 


81) 


cotfl,.'  VT 


Also  sind  uach  dem  Obigeo,    •  ' 

•» .»     »  ^ 

die  Gleichungen  der  «lfm  Punkto  [xyi/xZi)  <!or  Projccfion  der  dnrch 
die  Gleichungen  38)  charaktcxit^irten  geraden  Linie  auf  der  Ober> 
flXcbe  des  RotatioiMilllpScffds  enfsfireciei^äeD  Berfibreodeii  dieser 

Ptojection. 

Bezeichnet  man  die  180"  nt cht  uberstoicf ndm  Winlcpl ,  die  t!er 
eine  der  beiden  Theiie«  in  w^eU^e  die  in  Hede  stebeode  Berübreode 


l^tj.  hu.  [-1 
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dnTrh  den  Punkt  (a^.y^z,)  c:etheilt  wird,  mit  don  positiven Theilen 
dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter,  den  urimitiveo  paralleler  Axeo 
eiMcMwtit,  durch  .yi.  ^j.  ji;  Mist  bAm<tfict|.  <  •  | 


und  iblg^cll»  wifi  man  mit  Hfllfe  der  Gleiehnug    .  ^  ^    .  • 


leicht  findet  t  mit, 'Bfil«kiDg>  der  obeiD  md  nnCera  Aidmi  «nf 


1« 


^  '  II 


83) 


Nm  findet  mui  id>«r'  mit  Bfilfe  der  Glcidiimgeo  80)  MeM 


*)  Statt 


1  "l»!» 


ItHM  man  M«r  anl  im  gelgeuden'liiaifcll  audh 
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nrir^;— 1  - 1  i  i  n  n   ■  i    'i   h  ^  *    i  , 


«9> 


wo  die  Obern  ün  1  unterp  Zeioheo  sieb  auf  eioandfr  beiieheiu 


tongP.=cotO,Äl,  . 


so  ist,  immer  mit  Beziehuog  der  obfro  ood.  nnlera  Zeichen  auf 

....  cofl/'iCosQt 

87)  J  cos^i=J:   Vr>  f 

'  <      .  CO«  P,  cos  Q,  * 


cos  2, =+£!!f2i^llLLliL:i) 


Aos  dem  VorhergeheiideD  ergiebt  sieb»  wenn  ds  4^ 
neioe  Ditermitial  de«  Bogen«  der  ProjecfioD  der  durch  die  (sEd- 
cbuDgeo  38)  cbarakterisirten  geraden  Linie  auf  der  Obetflicha  im 
AotatioiiMUipsoid«  beseicbDet,  «nch  leicht  dio  Formel: 

8Q  A*=««(c4MiA«d9*+(l-^OM42l«)iiO*) 

oder 

80)  d!i*  =3«^  4^(1-»«*  colli« -fco« 


Bio  Gloichmig  derEbcio  dMdHB.Pliiikto  (XiViZ»)  entspreclMa- 
dctt  Mondton«  lat 
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^  i.  mtk  78) 

j;.8in  ^1 cos    s  0 , 
md  4ie  GleichuDgeD  des  in  Rede  «tehenden  Meridians  siud  folglich: 

•der,  wie  mau  Jeicht  findet; 

(  a»cos6>,«+Ä» 

Folglich  sind  die  GleicboDeen  der  durch  den  Punkt  i,) 
gehenden  Berahrenden  dieses  Meridians : 


a%cos&|*' 

oder  nach  78): 

COS 

,  Bezeichnet  mnn  die  180''  nicht  ilbersteipfenden  Winhel,  die  der 

eine  der  heiden  Theilc,  in  welche  die  in  Kede  t<tehende  Berflh-, 

rende  dnrrh  den  Punkt  (.r,//  :  )  L'^^tlif^llf         .  mit  den  positiven 
Theiien  dreier  durch  diesen' i^iukt  gelegter,  den  primitiven  paial* 
4eler  Azen  ^inschliesst*  durch  «jc^'i,  ^'C^^x^'^;  so  i«t 


und  folglich  *  , 

cos  y  (') = ±-_=5S£i 


/   COS^')=^db-r=   , 

''♦^    )       ^  tl+(l_e«)cotÄ,* 

mit  Besiehuog  der  obeni  und  untern  Zeichen  »uf  einander 
TJi«a  91 


322 

Bezeichnet  man  einen  jeden        180*  nicht  fiber8tei^eMlcii 

Winkel,  welche  die  durrh  den  Punkt  (.TjViZi)  gelegte«  berühren- 
den des  diesem  Punkte  entsprechenden  3leridinns  und  der  l^ro« 

1'ection  der  durch  tWe  Gieichunt{eti  ik>)  charaktcrisirten  «geraden 
jioie  auf  der  OberllSche  den  Rotationsf^ellipsoidb  mit  einander  cin- 
schliessen ,  durch  ;  ao  ist  belcaDotlich  id  den  Torlher  eingefOlir^ 
ten  'Bezeichnuogeo : 

coB  Fl  =€08  9i  coaqtiO-f  coa^i  coa^')  -f-eoa^i  eoajP)» 

ahio  nach  dem  Vorhergeheudeo 

^l-e'co.«.-(l+Lg)(-l.g, 

^voraus  sich  ferner  sogleich  ergiekt: 

9ö)  ainr»=±  — 


in  welcher  letzteren  Formel»  da  sin  T,  iuinier  positiv  ist,  das  obere 
adoff  imtefe  Zeichen  genommen  werden  moaa ,  jeoaclidem 

eine  positive  oder  eine  negative  Grosse  ist. 

Ans  rirn  Ix  i den  voriiergehenden  GieichoDgeo  evgiebt  aicb  aller 
aucli  auf  (lex  «Stelle 

Ö7)  tangr,  =  A-.==l^, 

oder,  wenn  man 

98)  ein  C^i— fcosi?, 

aetzf: 

90)  tanq  r,  =  J:  j-,-  ♦  -j^ . 


Wr  irollen  nun  auch  d^n  dem  Punkte  ,  2,)  der  Projection 
der  durch  die  Gleichungen  ^)  <-harakterisirten  geraden  Linie  auf 
derOberflScbe  des  Rotafionaellipsoida  entspieebenden  Krfimmungt,- 
halbmesser  ri  dieser  Projection  su  bestimmen  suchen ,  indem  wir 
als  fx  icniuit  voran -^scf ^'«•n .  (htss  nach  den  Priodpien  der  hdberen 
Geometrie,  wenn  der  iiüfze  wegen 
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wo  Ti  eine  positive  Grusse  bezeicbDen  soll,  gesetzt  wird: 

ist,  vro  die  Bedeutung  des  Symbols  Si  leicht  tod  selbst  erbeUen 
winL  Weil  niin  nacli  79) 

^lr=«<|(C0fle,8iDÄ,+8ilie,CÖ8ßx  'j^), 
OiMt  Ol»«! 

« 

;^i-=— o(8in  0j  sin  Ai — cos6iCos  i^^i  tS^), 
«Ml .  tfMi 

.ist,  SO  ist»  wie  man  durch  fernere  Differentiation  leiclit  findet: 

Icos  6tC0fli2,  -2ain  0^  ainil,-^ 
+eos     cos     (^-;)  +  sin     cos  ^ 

[  sin  @i  cosi^t  -f  ^cos6^|  8iq.i2|>j^'  •  | 
(  +smÄiCosÄ,(^23^J  ~cose,cosÄ.gjj-i  ) 

-  ^      '«T  1— e'.sin-Äi ; 

vod  hieraus  erh&lt  man  ferner  nach  einigen  keine  Schwierigkeit 
darbietenden  Reductipnen: 

(IXx       d^2b.  €^^^1 


■      « • 


331 


rfgi  dzj__  d^Xy 

+COS  ö|  eo«i2|(8iDi$^»  ^ijJ —  cos  Ui  -^^i  )  \ 

* 

Setzt  man  abet  der  Kfirze  wegen 

•e  ivird  »  wie  man  leicht  fiodet: 

dx^  d*y^  dy,  d^ 
USl^   dSli*     dU^  '  dSlj* 

'  d& 

=p,fl*(co«  JBitaegÄi +«i>jBi  ^^), 

und  folglich 

103)       =    «'  V  1  -c«  +  ( coa JET,  fangü.+eio  JS,^)  \ 
Weil  Dan  nach  89) 

oder  nach  Eidfilhning  der  HfilfagrfNiaen  ^,  and  £, : 
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Ist,  so  ist  nach  101): 

104)  a((>,8in£, -ig*C08^,')l  ^ 

.   «i^^ l-e-+(cos£,taDgÄ»+«ii£,^)* 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Krifmni«n£ismiftelpuiikte 
durch  |t»i2i#i^i>  so  ist  bekauntiich»  weon  der  Kürze  w<;gea 

t 

Y  ^(  (P'T^      dx\     d*if  i  \  dx, 

*'~V  dSli'  äSli  '  ~  dll^  '.  dtl  ?)  ll^ 

y   f  dz-i     d^Xi      dxx  d'*z^\dxx_ 

©der,  wie  mau  uach  gehöriger  Eiit^vickcluDg  mittelst  des  Obigen 
leicht  liodet: 

sln(A',— 0i)cosi^i 
~cofi  £\  sio  6i  slaSli  taogiii 

d9 

lOB)  Jr,  =  ^,a»  ^  +co*.(Z;h  öx)sinÄ,^ 

+  sio^icosö^cosiii^^— ^ 
—  ^,  a*e'  sin  ( £i  —  @i)  cosÄi , 

cos  £i  cos  9|Sio  j?,  taogfi, 
»in  E^aiaSi  cosß»  (^t) 

■ 


m 


gMetst  wird: 


Ich  Hill  jetzt  diese  Untersuchungen  nicht  weiter  ausdehnen, 
behalte  nür  aSer  yor,  in  eioem  spateren  Aufsatze  auf  einige  An* 
Wendungen  zuräck  zti  kotnmen,  welche  sieh  von  denselben  ina<"hen 
lassen,  wozu  die  im  Vorhergehendeo  juitgetheUtea  Eatwickeluogeii 
vGUig  genügeo.* 


-^=te+coii8t.,  oder 

« 

Ven 

dem  Herrn  Doctor  O.  Srhiö milch, 

Frivatdoceiiten  au  der  Lnivcrsitui.  zu  Jcmu 


Diese  Fra^o  sich  auf  folgende  Weise  beautworlea.  ScUt 
man  in  einem  Integrale  wie 
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jf^sf.,  wo  z  etoe  neue  VerSiMleiliche,  m  etne.constattte  dritase  ist, 

ifi  . 

dz 

MO  wird  dr^  — •  wena  feroer  j:~a  und  j:=ü  geftordeo  i&t,  bat 
t  die  Werthe  ina.  und  1116  aogeDonmen.  Daher  Ist  jetst 


oder,  neil  es  In  einem  bestimmten  Integrale  ganz  gleichgOlfig  uil, 
mit  welchem  fiucbstabeo  die  Veränderliche  der  Integratioo  he- 
aetchoet  nird,  * 


in 


Aus  diesem  SaUe  ergiebt  eich  1.  B.  (fix  a=ü,  6=a,  m=-l. 


— » 

•••• 


(2) 


SalMo  wir  ou 


/ 


^  =s9(jr)<4'Cooat, ....  (3) 


«o  iat 


u 

fix 

—  =  9(M)-g)(0), 

0 


J  0 


und  vermuge  der  Gleichuag  (2) 

9(fli)=9(-:-ic).....  (4) 

Man  hat  aber  eine  doppelte  WaW;  entweder  (pix)~Lc,  oder 

dx 

<p(x)  —  \l{x*)\  indem  aus  beiden  folgt  d(p{a:)^ — ,  wie  es  nach 

•IT 

(3)  seil)  mnss.  Gleichwoh!  sind  die  Functionen und  \l{x'^)  sehr 
von  eiri;ui(ler  versrhieden;  die  erstere  wird  nämlich  für  negative 
Warthe  der  \  eränderlicbeo  iraagioär«  wfihreod  die  zweite  für  oe- 


/ 
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? [ativc  X  uie  uajiutcneu  «««rtbe  giebt,  wie  fflr  gleich  grosse  po&i- 
ive  JT.  lo  der  That  ist 

flir  9(«)=Jip,  ^(-«)=Zr+/(-l)=lar±^+l)»V^ 

oder 

=  Äl  db  +  1)  « '•^^ 

dagegen  rar   9(x)=:  J/(x*),9(-ar)=4/(^")=4(^) 


,9(-ft)=9)(ii). 

Da  nun  aber  nach  No.  (4)        tr)=s9^(4-ti)  sein  soll»  so 

man  rptr)  nicht  =^/^-  setzen,  sondern  miiss  dufdunis  9(a;)=4/(^) 
nehmen.   Ks  ist  daher  nach  ]So.  (3) 


=:i/(x*) -f  const.  und  nicht  =£a;-|-coo8t.^ 


Weiss  man  im  Voraus,  da&s  a:  keine  negativen  \N  erthe  an- 
nehmen i^ird,  so  icann  man  auch  die  zweite  Form  nehmen,  weil 
beide  Formen  für  positive  *r  identisch  sind;  dagegen  wfirde  es  to 
tal  falsch  sein,  sitli  dies  auch  bei  f)e*;ativen     erlauben  zu  wollen. 
Weichen  Unterschied  dies  macht,  sieht  man  z«  11.  an  dem  integrale 


dx 


dessen  Werth  nach  dem  Obigen  = '/(S')  -  U(2M=UI  =  I 
während  er  bei  gewüholicher  Schreibweise  /(3)— /(— 2),  also  ima- 
ginSr  MiD  iniiMt«. 
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Tod  dem  Herrn  Professor  Dr.  F.  Stegmanu  an  der  Universität 

zu  Marburg. 

I)   Es  sei  über  dem  Durchmesser  AB  ein  Halbkreis  AuMtoB 


niuiiiit  und  die  zwei  Scbnon  AM.  JiM  neJ)st  den  zwei  Sekanten 
AS, HS  zieht,  welche  letztere  in  den  Punkten  ti,  w  die  Peripherie 

des  Halbkreises  durchscbDeideir,  so  wird  Bogen  Mu:=r  Mw  sein. 


II)  Wenn  man  in  einem  Kreis  eine  beliebige  Sehne  AC  siebt 
und  an  deren  Endpunkten  die  Tangenten  AM  und  BM  conatniir^ 
derpii  I>nn  lischnitt*<punkt  3/ sei;  wenn  man  alsdunn  v»»!)  dem  einen 
Endpunkt  C  der  »Sehne  AC  eine  ziveite  iSehne  gleich  der  Hallte 
der  ersten,  nämlich  CBissiAC  in  die  Peripherie  trägt  und  von 
deren  Endpunkt  B  aus  die  Sekante  B3f  zieht,,  deren  zweiter 
T>TjrrIisrlinittspTinkt  mit  fli't  l*erij»herie  U  heisse;  so  wird  V  der 
Halbirungfipnnkt  des  lioijens  AI  CH,  nämlich  ^  fi— ß  / '  sein. 

£s  sind  zwar  znei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nnclideni  nam- 
Heh  ^ie  Sehne  CB'=^IAC  von  Caan  entweder  in  den  griisseren 
oder  in  den  kleir>eren  der  beiden  von  der  Seline  AC  gebildeten 
Kreisabschnitte  eingetragen  wird,  für  beide  Falle  läset si«h  jedoch 
der  Beiveiss  mit  ganz  detiHelben  Worten  führen. 

Ul)  Wenn  man  in  einer  gleichseitigen  Hvperliel  von  de« 
Eftd|ninkten  eines  beliebigen  Darchmessers  AB  ifie  Verbindungs- 
sehnen AM  und  UM  nach  ei»i<Mn  IirlielM^  rnif*  d»'r  Hyperbel  ange- 
oonuueneu  l^unkt  AJ  zieht »  und  von  diesem  i^unkt  iU  zugleich  Per- 
pendikel auf  die  Asymptoten  fallt;  so  wird  das  eine  dieser  Per- 
pendikel den  Winkel  AMH ,  das  andere  aber  den  durch  die  Ver- 
mngerung  von  AM  oder  BM  entstandenen  Nebenwinkel  von  AMB 
halbiren. 


je  nachdem  AP^BP  angenommen  worden  ist. 


■ 

Lebraatz  was  der  Differenzialrecliniiiig«. 

Voo  dem  Hemi  Doctor  O.  Sehl 5 milch»  Privatdoceoteo  ao  der 

Uoiverskkit  m  Jena. 

Setzt  man 

*Pr=l>  •pr=(»~l)(«-2)  (Jt-r)flr, 

WO  «r  den  rteo  Bioomialko^flkcieDteii  des^Exponenten  si  bezeidHMt« 
•o  ist 


4  I 

So  ist  s.  B.  flfr  11—4 

t 

Wie  läsbt  fiich  dies  allgemein  beweisen? 


Herr  Au  ton  Ritman  zu  WioD  bat  mir  (Sr  daa  Archif 

die  lolgende  Aufgabe  mitgetheilt. 

Man  üenlke  sich  einen  Kegel  mit  kreisförmiger  GirundflHrhe 
und  lege  durch  desnen  Axe  eine  auf  seiner  GrundflSehe  senkrecht 
atoheode  Ebene,  deren  Durchschnitt  mit  dem  Kegel  der  sof  enaiinte 
ATriitrianifet  ist.  Lnsst  man  Jetzt  «ni  einen  hcllcliiircn .  aber 
L'curliiMieu  Punkt  in  der  eineu  der  beiden  in  der  Kegcülarbe  lie. 
geuden  Seiten  dieses  Axentriangels  eine  Ebene  sich  so  bewegen, 
dass  dieaellie  immer  auf  der  Ebene  dea  Azeatrianaela  seomalrt 
atebt»  80  ist  der  Durchschnitt  mit  der  KegeUUielNi  beiiaontUch  je- 
'derzeit  ein  Kegelschnitt,  und  man  kann  nun  fragen,  xvolcbes  di« 
geometrischen  Oerter  der  Brenopunkte  aller  dieser  Ke^elschiiitte 
aiad.  G. 


Die  beiden  Gleichungen 
aind  immer  Identiacb. 
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Mlscellem. 


Herr  A.  J.  H.  Vincent  {profosseur  au  College  Saii)t -Louis) 
hat  die  Berechnunj?  der  Zahl  rr  auf  eine  RechfjnnirNrt  L'el  gebracht, 
welche  sich  zwar  sehr  leicht  aus  ganz  hekuuiiteu  äaUen  ergiebt« 
aber  desseDun^^eachtot  Imnerkenftwerth  tot  UDd  bei*m  Elemeprarao- 
terrichte  berücksichtigt  m  werden  veidieDt,^  weshalb  Ich  'dieselbe 
im  Folgenden  nntthelien  werde. 

Bezeichiieu  uir  die  Flächeiiräunie  des  in  UDd  um  eloeo  Kreis» 
Halbmesser  r  sein  ma" ,  beschriebenen 


«ecke«  2iieck««  Aneeks,  dnecke,  Idnecks,  «••• 
mpective  dard 

f»9  Fdnf  F'Bmf  fitn»  •••• 

Sit»  ^2n,  i$4n,  Ss» ,  Slö«, 

ee  Ut  nach  ciAem  tebr  bekaooteo  Satxe 


also 


d.  i. 


Fm^^V Fn  tu  nod  8*1=         J:-  ; 

/" »  1  /  2a 


Weil  nun  r*rr  der  Flrfrheniuhalt  des  Kreises  ist ,  «^o  «ind,  wenn 
man  r^l  setzte  offeubur  jede  zwei  elnaDder  benachbarte  Glieder 
der  Reibe? 

1 

1 

6*  " 
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1 

zwei  CjrauzeUf  zHiächeu  denen  der  Bruch  —  liegt.    Wie  aber  dio 

Glieder  der  vorlicrgehenelcMi  ftV  ilie  nach  und  nach  aus  einander 
gebildet  uerden,  fallt  aiil  diT  ^Stelle  in  die  Augen,  indiMii  man 
näudich  vutu  dritten  (iliede  au  jedes  Glied  erhalt,  wetm  man  zut- 
Bcheo  den  beiden  unmittelbar  vorhergebeoden  Gliedern  dliwechaelod 
die  mittlere  geoinctriache  Proportionale  uod  die  mittlere  arithme- 
tische Proportionale  oimint 

Setsen  wir  jetxt  r—        so  ist  der  FlicheoiDhalt  de«  Kreiac« 

^  und  die  Fl&chenräunije  des  in  und  um  den  Kreis  beschriebenen 

regnlireo  Vieiecics  sind  respective  1  und  2,  so  dass  also 

und  %4=^  ist.  Bildet  man  ntio  aus  1  und  j  nach  und  nach  eine 

Reihe,  in  uelcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied  abwechselnd 
die  mittlere  geomctritüche  und  die  mittlere  ^aritiunetische  Proportio- 
nale «zwischen  den  beiden  unmittelbar  vorliei^ebendtMi  Gliedern  i.st, 

so  sind  nach  dein  Vorhergehenden  jede  zwei  einander  benachbarte 

•> 

Glieder  dieser  Reihe  swei  Graoze»,  zwischen  deoen    liegt.  Weil 

aber  Ir  die  mittlere  aritlimetiscbe  Proportionale  zwischen  0  und  I 
ist,  «n<l  ()  und  1  offenbar  aurh  zwei  Granzen  von  —  sind,  so  kann 

TT 

man  die  liefet  zur  Berechnung  dieser  Griisso  auch  auf  folgende 
Art  aussprecnen: 

Wenn  man  aus  0  und  I  nach  und  nach  eine  Reihe 
bildet,  in  welcher  voih  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
abwechselnd  die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale und  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
iwischen  denbeideu  uBmittelbar  ▼orhergeheodee  GIie- 
dern  ist,  so  liefern  jede  swei  einftiider  benachbart« 
Glieder  dieser  Reihe  awei  Gränzen,  zwiscbeo  d^nen 

der  Brach  —  entbalten  ist. 

Dies  ist  die  von  Herrn  Vlneeet  gegeliene  RecbnungsregeL 

6. 
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Bemerkimg  m  einer  Stelle  im  ArcfaiT  Tiieiiy«  8. 220. 

VoD  Herrn  F.  Arndts  Lehvsr  am  OynuiaflioD  m  Stralmnd* 

Es  ist  doit  der  Sahs  iiiifi;<e«telH:  „Wenn  die  Simt«  der  "Win* 

kel  eines  ebenen  ]>reiecks  eine  arithmetische  Progression  bilden, 
so  bilden  auch  jedpr/Mit  die  (  otanirenten  der  baibeu  Wiokel  dieses 
Dreiecks  eine  arithnietiKche  Progression.**  * 

Herr  Director  Nizze  hatte  me  Ciitte,  mir  einen  Yersneh  Uber, 
die  Bewelsf&hruDf^  dieses  Satzes  vorzulegen,  und  war  zii  einem 
Resultat  gekomni rn  .  lips  ihn  %  t  rnnl.i^'^fe ,  starken  Zva  eifcl  an 
der  liichtigkeit  der  iieliaiiptuiiu  zu  tn  -r  n.  ich  erlaube  mir  dieser- 
halb,  uieine  eigene  Entmckelung  intt/aitheilen,  aus  welcher  sich 
«rgiebt,  das»  der  obige  8ats  allerdings  nicht  unter 'den  gemachten 
Vorausetzungen  richtig  ist,  vielmehr  noch  eine  neue  Annahme  iiin 
xukoramen  muss,  die  sich  auf  lolgendo  Weise  eriiiebt. 

Aus  2sin^~8iDa-J-8iD}'  folgt,  ^enn  man  die  halben  Winkel 
elnAlhrl»  2«ini/Jcosi/J=:8ittUa-|-j')cos.i(a  — y),  oder  da  (wegen 
«*+/'+r=18Ö")*inS(«+y)=:cosi^  tet, 

1.  dn4i>=4cosU«-y)- 

Ferner  liaben  wir 

'      cotg4«+cotgiy=i5Bil?^=^^^^  oder 

^   '    'sin  i  asm  ^/     sin  iasln.ly 

2.    COS  i  /5  =  siu  1 « sin  i  y  (cotg  i  a  +  cotg  i  )')• 

Dividirt  man  nun  2.  dim;li  1.»  so  eot«(teht,  nachdem  mit  2  mulüpit- 
cirt  worden. 

Dies  ist  die  richtige  Gleichung.  Soll  sie  in  die  im  Archiv, 
anfeestelite  überceben,  so  muss'  zwischen  den  l¥inkeln  a  und  f 
naai  die.  durch  die  Gleichung  * 

isinlcrsinSy  _  2 

cosi(»— 7)  , 

ansgedrdclcte  Abhängigkeit  Statt  finden.  Statt  dieser  kann  man 
setzen 

dsin  I  «rsin  I  y = cos  i  «cos  4 / + sin  i  «f  sin  I  y, 
also  dsinittslnlysseosicrcosiy» 

oder 

4.  3=cotgi«cotgiy. 


In  dem  Annuaire  de  TAcnd^mie  Royale  des  sciencen 
et  belies  lettres  de  Bruxelles.  Dixieme  annäe.  Bru- 
xeJIes.  ]8d4« p.  12V» -eRüliit  Herr  Quetelet  in  seiner  interessan* 

ten  Notice  snr  Alexis  Bouvard  trelegentlich  folgenden  Vor^» 
fall,  welcher  Herrn  Arago  in  seiner  Eigenschaft  als  Offizier  der 
Nalionalgarde  in.  den  Tagen  der  franzüsischeo  KevoiuUou  paasirte. 
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Penclant  ces  Erneute«  M.  Araj;o  n  ronra  plus  H'wn  flans^pr. 
Je  tieiit»  de  iuirineme  que,  sur  un  des  pouis  de  Pari»  et  dani»  uo 
imtevt  d*eifti|i(#rfttion  populalre  eootre  ia  garde  nationale,  il  MBit 
etre  joW  danfl  Ia  Seine  et  ne  dut  son  salot  qu'a  uoe  plaisaiiterie. 

Des  gens  du  peuple  lo  .soulevaient  deja  pour  Ic  huicor  jKir  -  dcs'^xis 
leparapot.  lors<pie  il  leur  dit  avec  une  adniiraUle  pre^euce  d  p.<prit : 
Ue  bleu!  he  liieii !    Que  raitet»-vou8  doiicV    Mais  je  De  sait^ 
Mger!  moil  Oes  BM>to  däsanaeraot  les  furieiu^  «t  Ton  üsAi  par  nre. 


Der  berühmte  Optiker  Robert- Aglatf  Cancboix  ist  am 

8ten  Februar  1845  zu  Deuil  hp\  ^loDtmotency^  wohio  er  sich  sei- 
ner durch  viele  und  eronse  Arbeiteu  geschwächten  Gesundheit 
wegen  zurück|^e/<>geD  luitte,  gestuilNin«  Er  war  am  !248t«D  April 
17/ ö  zu  Cormeilles-en-ParisU  seboren,  and  widmete  aich  im 
Jahrp  }7*J-}  (\vm  vStande  eines  Optikers.  Seine  letztfti  jrrosseo 
Arbeiten  ^\.l^*'rl  znei  grosse  Feriiridire.  d  is  eine  mit  einem  eilf- 
zulligen,  das  andere  mit  einem  dreizehn24iili<^en  Objectiv^  von  denen 
4as  erste  die  UoiTersität  Cambridge»  das  zweit«  4ie  Sterswarto 
voD  Armagh  ib  Irlaod  besitxt. 


Sitzung  der  mathematisch  -  phyBikaüiBchen  Klasse  der 
Akademie  der  Wissenschaften  za  München  Yom 
14ten  December  1844« 

Herr  Akademiker  v.  Steinbeil  zeigt  der  Klasse^  ein  tob  ihm 

erfuiidmes  kleines  Instrument  vor.  Passn  i:<  ti  -  f*risnia  genannt» 
welches  auf  Ileisen  zu  Orts-  und  Zeitliestinunnnuen .  so  ^ie  znr 
Hegulirung  des  Cianges  der  Uhren  mit  Vorlheil  Itenutzt  werden 
kann.  Es  ist  dieses  Instrument  nur  2  Loth  schwer  und  1  Cubifc- 
zoll  gross.  Einfachheit  in  der  Construction  und  Transportabilität, 
so  wie  bedeuter.de  Sicherbidt  nnd  PrruMsii»n  der  damit  anzustel- 
lenden Beobachtungen»  emplehlen  es  der  Autmerksamkeit  der  Klasse. 


.  Preisaufgabe  der  Akach  niir«  (!<  r  Wissenschai'icn  zu 

Paris  lur  1846. 
,  Les  geometres  auxtjueli^  on  d<iit  les  iieaux  developpements,- 
'  qne  Ia  tb^orie  des  fonctions  elliptiques  a  re^us  dans  ces  demiem 
temps,  ont  aussi  (»nvert  Ia  route  pour  TiStilde  de  nouvelles  .transceB- 
daotes  d'ordre  superieur,  dont  les  plus  simples  (noramees  par  Mf. 
Jacobi  fonctions  abeliennes  tle  premiere  cla^^se)  sont  les  foocttons 
de  deux  variables  a  (^uatre  p^riodes  distinctes.  Piöaftmnin«  cetto 
^nde  pirdsente  dea  difticultes  nombreuses,  et»  qao&qne  des  tiavan 
recents  aietit  un  peu  elendu  le  cercle  de  nns  cotmn'tss.'irires  sur 
cet  objat»  on  est  eocore  a^jourd  hui  bieo  loiu  du  degre  de  par- 
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fecttoD  que  nons  offre  la  thöorie  des  fonctions  eiliptiques.  Pour 
eocourager  les  effort^  des  geomötres  daiis  cette  matiere  ä  la  fob 
tote  ijuportaote  et  trto  dwcatoj  TAcad^mie  la  propow  eonune 
snjet  da  grand  prix  de  matfadBAtIqaes  k  decenier  ea  1846.  La 
questioii  pent  ^tre  enoncee  en  oes  termes: 

PerlectioDuer  dans  quelque  poiot  essentiel  la  th^orie  des 
lMictioD0  ab^lleoDes,  ou,  ulus  g^eralemmit.  des  traarccDdaiitos  qni 
Tdudtflotde  la  coiMidnraooD  des  lot^^rales  de  ouantites  algebriques. 

Le  prix  cnnsistera  en  une  medaiile  tl'or  ae  la  valeur  de  oOOO 
francs.  Les  memoire«  devront  etre  arrives  au  serretariat  de  l'In- 
stitut  avant  le  1^''  Oetol>re  184().  <Je  terme  est  de  ri^ueur.  Les 
•Doms  des  aoteors  seroot  contenos  «dans  un  billet  caenete  qui  ae 
«era  ouvert  que  si  la  piece  est  couronnee.  J>a  commission,  qui 
avait  ete  char^ee  de  proposer  le  sujet  du  ^mx  ötait  coni[>osee  de 
MM.  Arago«  JUinet,  Poiusut,  CaucHy  et  Liouville«  rappurteur. 


d  ^r* 

Herieitnng  des  ]>iffereatialqaotie]iteii -^^-^na^^ ^tUme 
Uiiterscheidiui§  der  Art  des  reellen  Exponenten 
Ven  dem  Hemi  Piofessor  Dr*  Matzka  an  Tarnow  b  Galisicn. 

Der  BiffefenfialqnotieDi         ^     TeimDge  seiner  Bedeutoog 

:s  lim  (£±i^^L'L2£!  für  Um  ist,  muss  im  AligemeioeD 

^DB.gewime  FnnctioD  von  u-  uud  u  seio«  die  wir  YorlSnfig  dnich 
<p(a:,n)  darstellen  und  zu  hestiinmen  imteroehmen  wollea.  Za 
diesem  Zwecke  yervtandelu  wir  iu 

deo  beliebigen  (positiven  o<1rr  nro^nfUen,  ganzen,  gebrochenen 
oder  irrationafeo,  jedoch  iunner)  reellen  Exponenten  «  in  sein  y?fa- 
cbes,  pHf  indem  wir  p  irgend  eine  ahsolute  ganze  Zahl  vorstellen 
lassen :  and  setzen  fClr  einen  Augenblick  zur  AbkQrsuog  x-\-^x=l^ 
Dadurch  erhalten  irir,  immer  für  lim  Jje=^» 

4 

daher»  weil  p  absolut  ganz  ist, 
und  hieraus 


ai6 


Seh^n  wir  mo  deo  Quotienten 


9>  (x,  n) 


in  'eo  fem  wir  daria 


biossi  aui  <]ie  Veränderlichkeit  von  n  Acht  haben,  a}8  eine  Function 
▼OD  1t  an,  die  wir  mit  ^n)  Andeuten;  «e  lisbeD  wir  gefanden 

DI«  Function  t/;(i/)  bängt  di^her  Ton  dem  Exponenten  n  so 

ab,  (iass  nenn  dieser  »ich  vervielfacht,  auch  sie  eben  iO'-inc4nial 
vorvlellaf^ht  wird;  rottliia  ist  dieee  Function  dem  £iponenteo  di- 
recl  |ir()|)nrtionirt.  *) 

iS  och  einlacher  erweist  man  diese  Proportionalität  wie  folgU 
LSsst  man  in  der  Crieiehung 

den  Exponenten  n  um  die  beliebige  Zahl  p  wachsen«  so  folgt 


9(a;,n-|-j>) 


(Ix- 


dx 
d.afP 


dx  dx 

=r     9)  (.r ,  w)  +  a- "  9  {x,  p) ; 

daher,  wenn  man  durch  x^  und  xp  nach  einander  theilt, 

q>{xtn^p)_  <p(Xyn)  tp(x,p) 


Setat  man  nun  wie  vorher    ^''^     =^(it),  so  erhält  man 

Die  Ftfhction  't^f  (n)  häni^t  demnach  mit  dem  Exponenten  n 
aneammen,  du8S  zur  Sinntno  joder  zwei' solcher  Exponenten  die 
Stinnno  der  Urnen  angehori'-'on  riinctionen  cehiirt;  mitbin  int  die 
Function  dem  ExponpufiMi  dii  ort  proportinniil.  **) 

Solche  Proporlionalilat  tlrückt  man  alier  liekaiiütlich  am  ein- 
"achsten  dadurch  aus,  dasn  man  die  Function  t;leich  stellt  dem 
Producte  aus  dem.  zum  Werthe  i  der  VeriindorlHhori  gehörigen» 
"Werthe  der  Function  in  die  Veränderliche  selbst ;  dalter  ist 

Nun  irt  i/;(l)^^^ttnd  jg==lim^f->-'^^)""^i=l, 

x*^  mx  /tx 

folgltcli  ♦(l)='l»»l  ♦(»)=f^ 'Ö^f 

X  X"  X 

Hieraua  erscheint  nun  die  geforderte  Function  ^{x ,n)=nx^^*g 

und  sofort  ist -^^4^=11^ 
dx 


*)  Knar,  Anfang^Agrrriiulc  der  Arlthmetili.  Grits  1699.  S* 
**)  Enar,  cbendiUelbst,  ü28. 
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Ueber  die  Wissenschaft  der  extensi- 
ven GrVsse  oder  die  Ausdehniings- 

lehre. 


Hem  Hermanii  GrasimaBB, 

Lflhnr  m  4ir  Friadridb-Wilhtlnn- Sehlde  m  Siettfai. 


Vorerlttaariing  d«s  Heran §g«b er s. 

Ick  Inite  Herrn  H.  GraMmann  aaf^cfordert ,  die  eiiranfliiAe  Tra- 
denx  »einer  Vfirzürh  hera!isj»'ep'eliencn  Schrift:  Die  WiBsennchaft 
der  extensiv  eu  Grosse  oder  die  Aasdchnuugslehre,  eine 
■  eae  matlieiDatisctie  DUeiplin,  dargeitelll  uad  dttrch  Am- 
wendnnjjen  erläutert  von  Hermann  GrossTiiann.  Erster 
Theil,  die  lineale  AatdehnungsUhre  enthaltend.  Leip- 
aig.  1844*  i«  «inem  heaowdOTB  Anftatae  den  Laaera  dea  Arehiva  mit 
ln6glichf«tcr  Kürze  uiul  ncu'.Iii  lit  ilt  vor  A\p  Au^en  7.ii  fuhren,  welchem 
'  WiuMchc  Derselbe  im  Folgenden  zu  entsprechen  die  Güte  gehabt  hat. 
Die  Nettheit  de«  Gegenstände«  la««|  mich  hoffen,  da««  Herr  Gra««inaim 
dfednivh  vanürlieh  deiyenigen  Le«em  de«  Archiva,  welche  dem  Studinni 
des  ganKpn  Vfimk»  eine  hinreichende  Zelt  au  wtrfmen  ntrht  im  Stande 
■ind,  einen  angenehmen  Dienai  geletatcthabenivlrd,  und  znrleicb  glaubte 
iah  Mf  diaa«  Wcdae  aoi  haii—  daa  Heinige  an  der  jedenniUa  «n  wimr 
•chendrn  'weiteren  Belfnnntwerdunf::  tirr  Sclirift  und  der  in  ihr  rorgetra 
cenen  Lebren  lMasutra|j;eu.  Möditeii  daher  die  Leser  de«  Airchiva  dem 
'*  Folgenden  Anfanlie  ihre  Anfmerltaamlteit  nicht  veiMgen! 

Zugleich  soll  dieve  D  irstt  Illing  die  St<>1Ic  riner  ausführliclieni  Alk- 

selge  der  Schrift  in  dem  Literari«chea  Berichte  vertreten.  6. 

I.  Tcmdens  der  Attsdehnnngsiehre  ak  soldier. 

^  i  - 

I.  Meine  Ausdehnniigälehre  bildet  die  ahetraltte 
Ofttndla&^e  der  Raumlehre  (Geometrie)«  d.  h.  sie  ist  die 

von  ailon  rftumlirhen  Anschaunnp^'n  fTpfn^tr,  rein 
m  a  t  h  e  jiia  t i s ch e  Wi sfle n scha f t ,  deren  specielle  ADwen- 
duiiK  aul  deu  Raum  die  Raumlehre  ist 

Ute  Raamiehref  da  8ie  auf  etwas  in  der  Natur  gegebenes, 
■iiriieb  dm  Brnm,  nriUtgthi,  M  kdm  Zir^  dar  lehMo  Matiie* 
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matik,  sondern  eilie  Anwendung  derselben  auf  die  Nator;  «bcr 

nicht  eine  blosse  Anwendung  der  Algebra,  auch  dann  nicht,  wenn 
'die  algebraif^rlie  Grösse,  wie  in  der  Funktionenlehre,  als  stetig 
verfinderlich  betrachtet  wird;  denn  es  fehlt  der  Algebra  der  der 
Raumlebre  eigentlifinlicfae  Begriff  der  TeiacbiedeneniMniensiencB. 

Daher  ist  ein  Zweig  der  Mathematik  nothwendig,  welcher  in  den 
Begriff  der  stetig  veranderlirhei!  ^T^^^!^•('  ziii^leicn  den  liorrriff  Ton 
Versrhiedenheifen  aufninimt,  weiche  den  Dimensionen  des  Hau- 
nie^  entsprechen  ,  und  dieser  Zweig  ist  meine  Ausdehnungslehre. 

%  Doch  sind  die  Sätze  der  Ausdehnungulehre 
niclit  ^etw«    iile»se'  UebertragiingeD  ge^aintrinober 

Sätze  in  'die  abstrakte  Sprache,  sobdern  haben  eine 

viel  all  gemeinere  Bedeutung:  denn  während  tüe  H  raum- 
lebre gebundei)  bleibt  an  die  drei  Dimensionen  des 
Raumes,  so  bleibt  die  abstrakte  Wissenschaft  von 
diesen  Schranken  frei. 

In  der  Raumlehre  kSnnen  dnreh  die  Bewegung  Ton  Ponkten 
Linien,  dmck  die -der  Linien  -  FIftchtn  die  der  FlSchen 

Knq>rrrfiunie  erjreiii^f  nrrden,  aber  weiter  kann  die  Raumlehre 
nicht  furt^icbreiten.  Hingegen  stellt  man  sich  vor,  dass  au  die 
Stelle  des  Punktes  urd  der  Bewegung  abstrakte,  vom  Räume 
unabhängige  Begriffe  eingeführt  werden  (n.  nuten  no.  4**6),  no 
verschwinden  diese  Schranken. 

3.   Dadurch  geschieht  tA  nun«  dnse  die  Sätze  Amt 

Raumlehre  eine  Tendenz  zur  A  Ilj^eineinbeit  haben, 
die  in  ihr  vermöge  ihrer  Beschränkung  auf  drei  Dimen- 
sionen keine  Befriedigung  findet,  soude;rn  erst  in  der 
Ansdebnungsiehre  sur  Rulle  kommt« 

Zwei  -Beispiele  mC^en  dies  erUutem.  1)  Zwei  gifinMl^  iMen 
dersellien  Ebene  schneiden  sieb  in  Einem  Punkte;  ebenso  ehift 

F-bene  und  eine  Oerade.  zwfi  Fbenef»  »rt  Riner  i»eraden  T^inie, 
vurausifesetzt ,  dass  die  Cieradeii,  otiur  die  El>ene  und  die  Gerade, 
oder  die  Ebenen  nicht  zusammeufallcn,  und  die  Durchs«bui(t^ 
im  Unendlichen  mitgerechnet  werden.    Werden  der  Punkt,  die 
Gerade,  ilio  FJiene,  der  Knrjierraum  beziehlieh  als  Gebiete  erster, 
«weiter,  dritter,  vierter  Stufe  aufijefasKt.  so  Hoirt  dnrin  der  all- 
gemeine Satz  angedeutet,  dass  ein  Gebiet  von  utcr  und  eins  von 
Mer  Stufe,  wenn  nie  in  einem  Gebiete  Ten  «ter  Stnfe,  aiier  auch 
in  keinem  Gebiete  von  niederer  Stufe  vereinigt  sind,  ein  Gebiet 
(a^fß  — /;)ter  Stufe  gemeinschaftlich  haben;  aber  die  Raumlehre 
kann  diesen  Satz  nur  für  c  gleich  oder  kleiner  als  4  zur  Anschau- 
ung bringen.   2)  Der  Flächenraum  eines  Dreiecks  ist  die  Hälfte 
von  dem  eines  Parellelograroms,  dessen  Seiten  mit  nwri  Seiten 
des  Dreiecks  gleich  lang  und  |K!rnl!el  sind,  der  Kftrperraum  des 
Tetraeders  l  von  dem  des  Spathes  ( Pnrallelejupedums) ,  dessen 
Kanten  mit  o  iu  eiuera  Puukte  zusaiumentreneiiden  JKaoteii  des 
Tetraeder«  gleich  lang  und  parallel  sind.  Parli  fcbeuMt  der  Satt 
angedeutet:  der  Raum,  welcher  zwiscben  n  Punkten  Uo^t,  die  im 
einem  Gobiete  nter  Stufe  (und  in  koHMSi  Gebiete  ?on  niederer 

Stufe)  ▼ereittigtjrind,  Ist  ^-j^-l — von  dmn.  Räume  cAnes  de-. 
UldM  (nkwr  Figur,  oIbm  XBrpmm)»  Jinn  Begränzangafaha 
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(MItn,  Kaottii)  den  von  eioem  der  n  Punkte  za  den  fibrigen  ee- 
Mptnert  geraden  Linien  plelch  und  pamllci  sind.  Aber  atieh  die- 
ser «Satz  kommt  hier  nicnt  in  seiner  Allgemeinheit  heraus.  —  Hin- 
gegen iu  der  Ausdehnungsiehre  treten  iit  diesen  beiden,  uud  in 
alleii  andern  Fällen,  die  ganz  allsenieinen  Sätze  voUkommen  her- 
vnr.  So  iiiniint  also  ülierall  die  Kaunilehre  einen  Anlauf  zur  AII- 
gcmoinheit,  Ktr»«8t  sich  aller,  ohne  diese  Alleremeinheit  erreichen, 
zu  können,  uo  den  ihr  durch  den  iiauin  gesteckten  Schranken, 
wttlche  nor  die  abstrakte  Wie>oMchaft  der  Anedeiiimngiiklire  an 
^anAlbfAm»  vemag« 

4.  Das  der  Linie  entsprechende  Gebilde  der  Aus- 
dehnungsiehre ist  die  Gesaiinnfheit  der  Elemente,  in 
die  ein  seinen  Zustand  stetig  änderndes  Elemeat 
überseht 

Die  Linie  kann  als  Gesammtbeit  der  Punkte  betrachtet  wer* 

den.  in  f!u'  t  in  seinen  Ort  stetifi  lindernder  Punkt  ühemeht.  Sub- 
stituirrtj  wir  h'ivr  «leni  Pnnk(e  alliienieiner  irgend  ein  Hing,  wel- 
ches einer  stetigen  Aenderuug  irgend  eiiief»  Zu^standes,  den  es 
bat»  Hihig  ist,  und  alistrahiren  nun  von  allem  andemeitigen  Inhalte 
des  Dinges  und  aller  Be8onderheit  dieses  seines  Zustandes,  und 
nennen  na.«;  von  allem  anderweitigen  Iidialte  abstrahirte  Diog  das 
Element  ,  so  ijelanj;en  wir  zu  den»  aufgestellten  Begriffe. 

5.  Wenn  hierbei  das  El  einen  t  seinen  Zustand 
stets  auf  gleiche  Weise  ändert,  so  dass»  wenn  aus 
eiaem  Eiemeote  a  des  Gebildes  durch  Eine  solche 
Aenderung  ein  anderes  Element  h  desselben  hervor- 
gebt, dann  durch  eine  <;leirhe  vVenderung  aus  ft  ein 
neues  Element  c  desselben  Gebildes  hervorgeht,  so 
entsteht  das  der  geraden  Lloie  entaptech ende  Ge* 
bilde,  das  Gebiet  aweiter  Stufe. 

Die  gerade  Linie  wird  veo  dem  Punicte  keDstmirt,  wenn 
dieser  SMuen  Ort  stets  nnfh  dersellren  Richtunir  hin  ändert;  sub- 
!«:tituiren  wir  daher  der  Richtung  die  Art  und  Weise  der  Aeode- 
ruug ,  so  geht  der  aufgestellte  Begriff  hervor*). 

6.  Wenn  man  alle  Elemente  eines  Gebietes  nter 
Stufe  einer  und  derselben  AeaderaD^sweise  unter« 

wirft,  welche  zu  nenon  Cin  jenem  Gebiete  nicht  ent- 

ialtenen)  Elementen  führt,  so  heisst  die  Gesamrot- 
eit  der  durch  diese  Aenderungsweise  und  die  entge- 

Seugesetzte  erzeugbaren  Eleneote  ein  Gebiet  (n-fl)ter 
tvfe;  das  Gebiet  dritter  Stufe  entspricht 'der  £beae,. 
das  vierter  dem  ganzen  Räume. 

W^enn  die  Punkte  einer  geraden  iiinie  ^^ich  alle  nach  einer 
und  derselben  Richtung  bewegen,  die  zu  neuen  (in  jener  Geraden 
nicht  enthaltenen)  Punkten  führt,  so  ist  die  Gesammtbeit  der 
durch  diese  Bewegung  und  die  entgegengesetzte  iT^m  J^rf^n 
PnnlEte'die  £l»eae;  und  wenn  man  ebenso  mit  den  i^unkten  der 


Soll  die  gerade  Linie  und  i\ah  ihr  cntHprerlH'nde  (icbilde  nach 
Mdes  Seitaft  micaiilieh  sein,  «o  must  der  Punkt  (daa  Element)  auch 
nach  der  cnt^r<;rnfre«(>tstea  &ichtna|^  ( Aademnn-meiae)  tfortifiiiMdCBII) 
was  wir  hier  der  Linfacbheil  ytng/Bß  uk^Fgtmgm  b{dK«n. 
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Ebene  verföhrt  ,  no  erhält  nun  den  MMüRasak  Ml«tituirt  man 

hier  rlt'Ti  rniimlirlien  Begriffen  die  vorher  angegebenen  abstrakten 
unil  hält  den  Fortgang  von  olner  Shife  zur  nächst  hüberea  allg«- 
laeia  fest,  so  ergiebt  aich  der  obige  Begriff« 


II.    Teiideijz  der  in  meiner  Awsdehiiini2:s!e!ire  aiigewandlett 
Kechnungsmetbode  au  der  Geometrie  erläutert. 

7.  In  meiner  Ausdehnungslc brc  tritt  ein«  elcen* 

t !i n in  1 1  r  1) o  Ti%' i  h Tin  D'j;!^  ni et h od *'  liervor,  ^reiche  aui  die 
Kau  nil  obre  ü  Ii  er  tragen  von  u  n  o  rsc  h  T»  pff  icbcr  Frucht- 
barkeit ist,  und  hier  (in  der  Kaumlehrej  darin  besteht, 
da««  rinmliche  Gebilde  (Punkte,  Linien  n.  s.  w.)  nnmit- 
tetbar  der  liecbnung  unterworfen  werden. 

Zum  Beispiel  >vird  die  durch  zwei  Punkte  gefiibrte  Gerade 
ihrer  Grösse  und  Lage  nach  als  Verknüpfung  jener  Punkte  und 
awar  aln  eine  eigentbtinHche  Art  der  Molnpuhation  aufgelkwt 
(b.  unten  no.  15.),  ebenso  das  zwischen  3  PnnKten  Hegende  Drei* 
eck  seinem  Flächenraum  nnd  der  Laire  seiner  Ebene  nach  n(s 
Produkt  dreier  Punkte,  so  dass  dies  Produkt  nuli  ist,  wenn  der 
Flächenraum  jenes  Dreiecks  es  ist  d.  h.  die  3  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen;  ferner  der  Durchschnittsuunkt  zweier  gerader  Linien 
in  einem  unten  (no.  22.  und  Aufg.  18^)  nälier  SU  hcteidinendeii 
Sinne  als  Produkt  dieser  Linien. 

8.  Die  Tendenz  dieser  Rechnungsmetbode  für  die 
Geon^etrie  ist,  die  synthetische  und  analytische  Me- 
thode zu  vereinigen^  d.  h.  die  Vorzuge  einer  jeden  auf 
den  Boden  der  andern  zu  verpflanzen,  ioaera  Jeder 
Konstruktion  eine  einfuche  anal ytishe  Operation  SUr 
Seite  gestellt  uird  und  umgekehrt. 

Zur  Eriäutenmg  diene  folgendes  Beispiel.  Bekanntlich  be- 
neiireilM  eine  Eeke  y  eines  Terlnderliehen  DreiedB,  dessen  beide 
•ndeffn  Edoeii  m,  ß  sich  in  festen  geraden  Linien  A  und  ß  bcwe* 
gen,  und  dessen  Seiten  durch  '\  feste  Punkte  a.  Ä,  c  gehen,  einen 
Kegelschnitt.  Sind  a,  b,  c  die  lesten  Punkte,  durch  welche  be- 
zieblich  die  den  Ecken  ß,  y  gegenüberliegenden  Seiten  gehen« 
so  sieht  man,  dass  (s.  no.  7.)  yaB  die  Ecke  ß,  yaBcA  die  Ecke 
«  darstellt,  und  da  die  Punkte  a,  b.  y  in  rinor  geraden  Linie  lie- 
gen, also  ihr  Produkt  null  Ist  (oo.  7.j,  so  hat  man  die  Gieichuqg 


als  Gleichung  eines  von  y  beschriebenen  Ikegelschnittes-  Man 


ist ,  und  mai^  wird  schon  hierin  ein  tau  alle  algelmiischen  Knrrea 
gellendes  wichtiges  Gesetz  ahnen* 

OL  finfiicliste  Reclmiiiigsregeiii  ftr  die  neue  AMdyee» 


lehre  vorkommen,  smd  Addition,  K^ubiraktion,  kombinatorische 
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9.  Für  alle  Arten  der  Addition  uud  jSubtraktioa 
giU  das  eewShaliche  Rechnitngsyerfahren. 

10.  Fiir  alle  Mut tiptikati ons-  uDd^Divistonsweisen 
^ilt  das  Gesetz:  Statt  ein  A<jsrregat  von  Gliedern  mit 
«ineni  zeichenlosen  Ausdrucke  aul' irgend  eine  Weise  • 
mn  maltiplEeireo  oder  sa  dividiren,  kano  maD' ohne 
Aeoderung  des  letzten  Ereebnisses  die  einzeloeii 
Gliecler  mit  diesem  Atisdrucke  auf  dieselbe  Weise*) 
multipliciren  oder  dividireu,  und  die  einzelnen  Pro-  , 
dakie  oder  Quotienten  so  zu  einem  Agc^regate  Ter* 
knüpfen,  dai»e  man  einem  jeden  das  Zei(  lien  desje- 
nigen Gliedes  vorsetzt,  durch  dessen  Multiplikation 
oder  Division  es  entstanden  ist;  ein  Zahlfaktor  kann 
flberdies,  wenn  er  irgend  einem  Faktor  des  Produkte« 
sngeordnei  Ut»  nnen  Jedem  andern  oder  nnek  dem 

Produkte  zugeordnet'werden;  endlick  ^  tet  allemal  I, 

wenn  A  nicht  null  ist. 

11.  Ein  Produkt  a.b.c».  nenne  ich  ein  kombina- 
torisches, wenn  ausser  dem  Gesetse  no.  10.  fflr  das- 
selbe noch  rias  Gesetz  gilt»  dass,  Tvenn  von  den  etnzel- 
nen  Fakturen  a,  b,  c,..,,  zwo!  a  u  1  e  i  na  ntl  er  f  O  I  u  p  ü  de 
vertauscht  werden,  das  Produkt  eu tgegeugesetzteo 
Werth  annimmt;  und  zwar  nenne  ick  a,  6,  c,«*.*  nnd 
deren  Summen  oder  Differenaen  dann  Faktoren  ernter 

Öffnung. 

Hiernach  ist  also  z.  B.  a.b*c.d=  —  a»c,b*d*, 

\%  Wenn  in  einem  kembinatoriseken  Prednkte 

zwei  Faktoren  erster  Ordnnng*einandar  glelck  slndt 

so  ist  das  Produkt  niiH. 

Z»  B.  a. 6. 6.1^=0  (wie  sich  auch  sogleich  ergiebt,  wenn 
man  In  dem  Beispiel  su  no.  11.  b  und  c  deick  sekit).  ^  Folgende 
Angaben  mögen  zur  Erläuterung  dieser  MuTtiplikationsweise  dienen : 

Anfg.  1.  Das  kombinatorische  Produkt  (a,  r,  \  a.,r,  {  or,«», ) 
•(/5j«i+P««l+/'j<'3)-(?'i^i +y,^«-f  yjt'a)  zu  entwickeln,  wenn  «j, 

«, ;  ö,,  p„  ß^;  y,,  y,,  y,  Zablgröäsen ;  ej,  fg,      aber  kombi-  , 
natoriscbe  Faktoren   erster  Ordnong  bezeichnen.     Man  erh&lt 
^  durrh  Anwendung  der  KeckmingsragMn  (9—13)  sckliesslieb  den 
Ausdruck 

( «ifcy.  -  «I  Art  «iftr«  -«An + «»ft/i  -  «rfiy.  )«!•  v  . 

Attfff.  2.  Drei  Gleichungen  ersten  Grades  mit  drei  Unbe- 
kannten durch  die  Regeln  der  kombinatorischen  MnltlpUkatfon  sa 
lösen  (§.46.). 

Die  drei  Gleichungen  seien 

Diecer  Auedruck  besieht  «ich  nicht  nur  auf  die  Verknüffong^- 
«eiselm  AllgemeioeD,  sssiwa  anck  snf  die  StaHnsg  ist  Fiklers  In 
Am  Rretekle» 


Digitized  by  Google 


Aiao  miiltiplicure  die  3  CUeichungeii  bezieiilich  tuit  3  kontkiiia- 
toriflcheD  Fditomi  enter  Oidmng  et,  e» »  dm»  Prodvkt  olclt 
nli  iat,  addir»  aie,  uod  oetia 

> 

|a,p, -|-a,c, -f-^^j^j  —  Ä»     "  * 
so  erhält  man  die  Gleictniog 

Mottiplicirt  man  dieM  Oltidbung  kombiottoriMh  flrit  6.e  ,  m»  «WI 
UM»,  w«U  6.6.€  und         nach  do.  1%  niiU  sind»  dlaGklehiiiig 

•  •   •         a  d .btC 

«ad  aitf  ttalkhe  W«ia«  fiadat  maa  y  nsd  2,  uad  «rliSIt 

«   d.h.c     _a.d,c  ^  a.b.d 

- — y — y — ~~1 — >  *  j — • 

a.u  .c         a.ü  .c  a.ö.c 

Diese  Ansdruclcp  (in  Avolrhrn  (V\o  Cf^'^etze  der  knnihinntnri«;rhcn 
Multiplilvation  kein  [febni  der  eiozoinen  koniliiiMitorisc  lien  l  aktoren 
eeätatteo)  niud  iiUBaeTot  beuuem  für  die  Analyse.  Will  man 
3ia  ünbaKaaatta  m  der  geivSonlic^  Foffm  aasgedrilGlct  crhaltaii, 
ao  hat  man  nur  aus  Gleichung  %  zu  substltuiren,  nack  Änfg.  1.  aa 
aatwickeln  und  e,.««  nach  00.  IL  im  Z&hler  nad  Ncantr  tnaabaa; 
a.  B.  findet  man 

Man  sieht,  wia  dies  Verfiihren  nicht  nur  überhaupt  für  n 
CSMchaagc»  «lataa  Grades  mit  m  UahtIcaaBlaa  aawaadfaar  iat, 

aoadern  uie  man  auch  bei  einiaer  CMufigkeit  himach  sogMdi 
das  Endresultat  hiascbiaibea  EaaB»  aobm  die  n  CUeidmagaa 

gegeben  sind. 

IV.   Anschaoliche  Begriffe  der  versclnedenen  GrSasea  ml 
Verlaiflpfaiigsweiaen  in  der  Gaometrie. 

13.    Dia  rSamllchen  Crr8as«n  «rata?  Stafa  alad 

aiafache  oder  vielfacha  Punkte,  und  gerade  Liniaa 
▼  OB  baatimmter  Länge  und  Richtung.   ($  13.  —  §  20.) 

Sind  A  und  B  Punkte,  so  bezeichneich  die  g.  L.  von  A  nach 
B,  so  fern  an  ihr  zugleich  Länge  und  Richtung,  aber  auch  nichts 
weiter,  lestgehaUen  wird,  mit  B—A;  ich  sage  also,  dass  B—Ä 
dann  and  nur  daaa  glaich  Bg—At  sei,  weeo  die  gniaiiai  Tilaiaa 


üiguizeü  by  Google 


V(>u  A  nach  Ii  uod  vou  nacL  3^  gleiche  Läuge  und  Kielh 
tnog  haben. 

14.  Die  rSumlichen  Grössen  nter  Stufe  entstehen 
dorch  kombioatorische  If  i  [t Ii  kation  von  n  Grossen 
erster. Stufe»  welche  ui^  b&ktoreu  erster  Ordnung  an- 
genonmen  werden. 

In  diesem  Falle,  >venn  nämlich  dlsf Fatctoren  enflav  Ordnung 
zugleich  GrosHf^Q  «nter  Stufo  sind»  nenne  ich  diOiMidtfpUkalum 
eine  äuBsi-r^'. 

15.  Sind  A,  n,  C\  I)  Punkte,  so  bedeutet  (§  lOti—115) 

1)  A.B  die  Linie,  welche  A  und  B  zu  Gränzpuuk- 
ten  bat,  aufgefasst  al«  bestimmter  Theii  der  durch 
A  uud  JB  bentimmten  «Dendlichen  geraden  Linie. 

2)  A,B*  C  das  Dreieck,  dessen  Ecken  A,  B,  C  sind, 
aufgefafKst  al^  bestimmter  Theil  de«'  dnroil  .4»  iB»'C 
bee  tiuimte n  u  n  e  n  d  I  i  r  h 0 n  £bene. 

3)  A,ß,  C.JJ  das  Tetraeder,  dessen  Cckea  A,  Bf 
Dflind,  anfgefannt  als  beetiniBter  Theil  de«  nnend- 
liehen  Kurperraomes. 

I).  h.  wir  setzen  A.B=At.  Bi ,  wenn  beide  Produkte  gleiche 
und  gleidtbe^eicbnete')  ThaUe  derselben  geraden  Linie  voräeUtfii 
ferner 

ii •  B •  Cr^Agm  B%»  C\f 

www  Mda  Oüraiecka  gleiche  nnd  gleich  hnaiclinate  Tliaile  der- 
aaOban  BImii«  sind;  nndlidi  . 


it«  jB«  Cm  B^  Ai»Bt»  Ol« 

wenn  beide  Tetraeder  gleichen  und  gleichbezeichneten  Inhalt  haben. 

16.    Sind  n,  ff,  c  Linien  von  bestimmter  Länge  und 

Richtung,  so  bedeutet  (§  28 — 30) 

1)  a.6  das  ParalleloerAmm ,  dessen  Seiten  gleich 
nnd  parallel  ß  nnd  b  sind,  und  zwar  aufgefaast  aia 
Flachenrauiii  von  bestlmmtef  GrOaae  und  fibnnen- 

Eichtung**). 

2)  a.ü.c  das  Späth  (Parallelepipedum),  dessen 
Kanten  gleich  und  parallel  ja,  b,  e  sind,  und  «war 
aufgefasst  als  Kdrperramii  Von  beatlmmter  Gr9eae. 

'  D.  b.  wir  aeteeb 

a,b=&t»bi, 

wenn  die  Parallelogramme,  welche  durch  diese  Produkte  darge- 
^Ut  äind»  in  parailelea  Ebenen  liegen,  und  gleichen  und  gleich- 
beaeiehneten  FUchenfanii  haben;  ' 


*)  Gleichbeznichnet  nenne  icfi  svei  Crriwon,  welche  entweder  beide 
positiven,  oder  beide  n<»ati?oa  Weräi  haben. 

•*)  Vea  awii  faMBnie»  SNnep  ecge  kb,  daei  sie 
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WMD  die  dinrcb  (Uese  Producte  darge&tellteD  Spathe  gMdien  and 
l^cidibeseicbDeCen  Inhalt  haben. 

17.  Die  Seite  (rechte  oder  linke),  nach  welcher 
die  Kof>«!t  marlon  einer  räumlichen  CrHsge  erfolgt», 
bestimmt  iüreu  positiven  oder  negativen  Werth, 
nämlich 

1)  Zwei  Theile  derselben  Lhi!»,  A.B  und  Ai^Bt,  «etzen 
vrir  al8  ^leichbezeichnot  ,  w«Dn  B  wmA  ana  nach  dcnelSaB  SMt» 

liegt,  wie  Bi  von  Ai  Jius, 

2)  Zwei  Theiie  derseiiiüu  £beue,  A.B,C  und 

setzen  wir  ale  gleichbeaeichnet»  wenn  C  von  Ä»B  aus  nach  dei^ 
selben  Seite  hin  liegt,  wie  C|  von  Ay.B^  aas,  oder  deutlicher, 
wenn  dem,  der  in  A  stehend  nach  B  sieht,  C  nach  dersel- 
,  ben  Seite  hin  ii«^gty  wie  Q  dem  liegt,  der  in  A^  stehend  nach 
^1  aleht 

3)  Zwei  Kurpertheile  A.B  C ,D  vmA  A^.B^,Ci,Di  setzen 
wir  als  irlf'ichbe/.eklinet ,  wenn  D  von  ^.^.Caus  nach  dersel- 
ben Seite  hin  Hegt,  ^vie  von  ^Ij . /i,  .  f\  au«;  oder  deutli- 
cher, weuQ  einer  menschiicheD  Figur,  die  den  Kopf  nach  A^  die 
Fflsae  nach  B,  das  Auge  nach  C  hin  gerichtet  nat,  der  Ponht 
D  nach  derselben  Seite  ließt,  nie  Dy  einer  Figur,  die  den 
Kopf  nach  die  jamok  Bi,  das  Auge  nach  Ci  bin  gericb* 
tet  hat 

4)  Zwei  ranülele  flldienrSame  «.^  und  oi.6|  aetaen  wir 
als  ffleichbezeichnet,  wenn  die  Riehtoag  b  Ton  der  Rkblnog  «ans 
nach  derselben  Seite  liegt ,  wie  hi  von  Oi  aus. 

5)  Zwei  Kurperräume  a.b.c  und  a^.bj.Ci  setzen  wir  als 
gleichbezeichnet,  wenn  die  I^ichtung  c  von  a,h  aus  nach  derselben 
Seite  hin  liegt,  wie  C\  von  .hi  tarn,  d.  h.  wenn  einer  mensch- 
lichen Fiiriir,  welcher  die  Kn  litnng  a  von  den  Füssen  zum  Knjifo 
geht,  und  deren  Augen  in  der  Richtung  öi  vorwärts  sehen,  die 
Richtung  c  nach  derselben  Seite  liegt«  wie  die  Richtoi^  Ci  einer 
Figur  u.  a.  w*  ^ 

18.  Es  giebt  sieben  Gattungen  rlnmlieb^r  GrQs- 
aen«  in  vier  Stufen  vertheilt: 

{  1)  Elnr/irhf^  oder  vielfache  Punkte. 
1.  St.    ]  2)  Gera(ie  Linien  von  beatimmter  Länge  und 
Richtung. 

3)  Bestimmte  Theiie  bestimmter  unendlicher 
gerader  Linien. 

4)  £bene    FlächenrSume    von  beatioBinter 

GtHsso  und  Eb  cnen -Richtung. 

i5)  Bestimmte    Theiie    beatimmter  unendli- 
cher Eb  eneo. 
0)  Beatimmte  KSrparrftnme« 
IV,  St    7)  Baatimmte  KOrpar^ttnma. 

Hier  kommen  die  KSfpcnrftume  swefanal  vor,  ttcUa  ala  GfOi- 

aen  dritter  Stufe,  tlidla  ala  GrCssen  vierier  Stufe»  ja  nachdem  alt 

al^  Produkte  dreier  g.  L.  von  bestimmter  Hlrbturm^  «ad  Lbige» 
oder  als  Produkte  von  4  Punkten  aufuefasst  u erden. 

19.  Gle  t  r  h  })  ezei  (>  h  n ete  Theiie  eines  und  desselben 
Ganzen  geben  als  Summe  einen  ebenso  bezeichneten 


O.  St 
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Thei!  dpsselhcn  (ianz©n,  welcher  so  groftS  i<t>  al* 
jene  beide  r»  zun  am  ni  e  ii  He  ii  o  m  m  e  Q.  b.). 

/.  B.  A.B  «id  At.Bi  $ehM,  mm  «le  gieicl^ifcilditete 
Theiie  derselben  uneodlknen  L.  sind,  zur  Summe  einen  eben 
so  gerichteten  Theil  der«ietben  Linie,  welcher  SO  grOBS  ist,  als 
Jene  beiden  Theiie  zusamniengenomnien. 

20.  Je  zwßi  Grössen  derselben  «Stufe,  aber  aucb 
nursolclie,  können  addirt  werden;  der  liegrifffür  die 
Addition  solelior  Gr9»8on  ISsst  sich  allemal  bestim- 
men, wenn  man  die  v  o  r  h  e  r  ge  geb  e  n  e  Bezeichnunj;  i\ie- 
nerGrössiMi  festhält,  und  die  Rechnungsregeln  aus 
III.  an  vv  endet. 

Aufg.  3.  Zwei  Punkte  A  und  B  zu  addiren. 
^  Setst  man  A'^B=9Ss  m  orbilt  man  B''A-2(S^,  d.  h. 
^  ist  die  Mitte  zwischen  A  nnd  B,  Also  die  Summe  Mmüt/t 
Fmkte  ist  die  doppelt  j^enommene  Mitte  z>vi8ehen  beiden. 
,  Aufg.  4.  Zwei  vielfache  Punkte  ccA  und  ßR  r.n  addiren» 
fraUB  din  CeelBoienten  ir  und  ß  positiv  sind,  d.  h,  den  Punkt  S 
n  Mt»,  iftlchir  d«r  GlMclinat 

aA'tß£=^ia-l-ß}^ 

Mi  dtenvr  GMdMng  genügt  wm6m,  wo  mmm 

ß(B-A)=:ia^ß)iS^A)  * 

sein ,  und  umgekehrt  erh/ilt  man  aus  der  letzten  die  erstere.  Au» 
dor  isUteo  iblgt  aher  die  Konstruktion ;  Mao  nimmt  von  der  Linie 

AS  Ton  A  9m  den  Theil  (oder  tob  B  ann  den  ThoU 

et 

g^ß)»  ^  Endpunkt  dieses  Theiles  der  Punkt  S.  —  Also 

,.die  Summe  zweier  vielfnrhen  Punkte  mit  positiven  Koefficienten 
ist  ein  mit  der  äumnie  der  Koeflicieoten  multiplicirter  Punkt,  wel- 
cher in  der  geraden  Linie  zwischen  beiden  Punkten  ao  liegt,  dass 
Mine  Entfernungen  von  diesen  beiden  Punkten  sich  umgekehrt 
wlialteo,  wie  die  m  diesen  Punleton  gehiMgen  Koellioienten*).'' 

Aufg.  5.  Einen  Punkte  und  eine  gcr«  Liidn  Ton  liOiAiBiintnr 
LSoge  und  Richtung  C— i?  zu  addirenl 

Itfan  konstmire  eine  ger.  Linie  von  A  aus,  welche  mit  C^B 

fleich.  lang  nnd  gleich  Berichtet  int:  diene  sei  D^A,  so  int  H 
in  gBonclitB  Summe;  denn  dn  C— s»=D— il  Int,  ao  Ist 

il  +  ( C~B) = J  +  (/>— ^) = 

Also  ,.die  Summe  eines  Punktes  A  und  einer  geraden  Linie  von 
bestimmter  Län^e  und  Richtung  ist  der  findfinnkt  ^OBtr  Linie, 
wenn  A  ihr  Anfangspunkt  ist."  ' 


•)  Ma«  sieht,  daaa  dieser  Punkt  der  Schwerpoaki  i«t,  wenn  die 
KeeObieBlan  Ctovkhie  vefstslisn. 


Au  fg.  6.   £iDen  vidfacheo  Ponkt  i 
stimmter  liHnge  imd  RIcUiiiw  C*^B  wa 
Mm  lEOttstniiti»' eine  g.  1*  vod  A 


Aufg.^.   £iDen_yidfacheD_PaDkt  clA  und  eioe  g.  L.  fod  be- 

t  iddiBni 

«iM^  wdehe  mit  B 
^ieiclie  Richtung  hat,  aber  nur  i  so  lang  ist;  diese  seiD— so 

Ut  aZ>  die  gesuchte  Summe.  Denu  da 

C-:-jrsia(i>-il)  Ist»  SO  ist 

Au  fg.  7.  Zwei  ger.  Linien' tob  bestSiiUliter  Liege  nnd  Bich* 
tong  B—Ä  und  D—C  zu  atldiren. 
Man  mache  E-B=D^C.,  so  ist 

(lK-iD+(/>-C)=(B-ii)+(fi-Ä)«Ä~J. 

Also  „zwei  Linien  von  bestimnitrr  iJint^o  iinfl  Richtung  addirt 
mau  ,  indem  mau,  ohne  die  Lüuge  uud  Kiebtuug  zu  verändern, 
ssf  den  Endpunict  der  eieen  des  AnAuiespunlrt  der  eodeni  lest» 
dann  ii$t  die  g.  L.  vom  Anfangspunkte  «er  eiSleA  warn  fiedpaeile 
der  letzten  die  gesuchte  Summe. 

Aufg.  8.  n  ger.  Linien  von  be«timlBter  Länge  und  Richtung 
sa  eddireo. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  AuflOsnoff  von  J&nfg.  7.  fuhrt 
sogleich  zu  der  Lösung  dieser  Aufgabe,  n?fmTich  „n  ger.  Linien 
Ton  bestimmter  Länge  und  Richtung  uddirt  mau,  indem  man  die 
einzelnen  Linien,  ohne  Üire  Ittdiitung  und  Ltoge  se  iiidero,  eeeii 
der  Reihe  stetig  d.  h.  so  an  einander  legt,  das«,  wo  ^  eine  au^ 
hOrt,  die  nächstfolgende  anfjingt;  dnnn  ist  Hir  Z-  L.  vom  Anfangs 
pimicte  der  ersten  zum  Eodpunlcte  der  letzten  die  gesuchte  Summe**' 

Aufg.  9.  Die  Summe  ron  n  Punkten  A^,  A^.,..^m  zu  £n- 
den »  d.  h.  den  Punkt  S  an  finden,  ivelcher  der  GiäcIniBg 


ibtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  diMer  Gieicbuag  nUi  woH 
ehi  beilefaiger  P^  ist,  so  erhm  naa 

Und  da  aus  dieser  Gleichung  fvieder  die  erstere  sich  ableiten  llss^ 

80  folgt :  Um  n  Punicte  zu  addiren ,  zieht  man  von  einem  belle* 
bigen  Punlite  R  die  g.  L.  nach  den  7?  Pnnlctcn ,  le^t  sie,  olioe 
ihre  Richtung  und  Lauge  zu  ändern ,  stetig  an  einander  und  zwar 
so,  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  auf  II  fallt,  verbindet  mit 
dem  Endpnnkte  der  letzten  dureli;  eine  g.  L.  und  theilt  diese  Ver- 
bindungslinie in  n  gleiche  Thelle,  so  ist  der  erste  Thcilpunkt  voD 
M  aus  der  Ponkt  5,  dessen  nlaches  die  iresiiühte  Summe  ist. 

Aufg.  10.  Beliebig  viele  vicliache  Puukte  €iA,  ßiB,,,,,  a« 
addiren,  wenn  fiib  Snmme  der  KoettelcateB  nlelit 

Bull  ist. 

Setzt  man 


* 
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mä  subtrahirt  auf  beiden  Seiten  (a-f wo  E  tin  Mie- 
iiiger  Punkt  ist,  8o  erhalt  laan 

AkM»  da.' tanA  Utfms  -wIcdCT  dfe  eist»  GMchmur  sieh  ableHmi 
läsat,  80  folgt  »dio  Summe  von  beliebig  Tielen  vielfachen  Punkten 
aAfßB.,»,j  deren  Koeflicienten  -  Summe  nicht  null  ist,  flndet 
man,  indem  man  von  irgend  einem  Punkte  R  aus  die  Linien  nach 
A  legt,  diese  dann  beziehlich  mit  a,  ß,.,.s.  moltiplicirt die  so 
gewonnenen  Linien,  oboo  ihre  Kichtung  und  Länge  sn  ändern, 
stetig  an  einander  legt,  «o  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  in  R 
fölit,  dann  R  mit  dem  Endpunkte  der  letzten  verbindet  und  tod 

4or  Veihincliuigslioie  von  R  ans  deo  Theil- — r-^.  oimmt,  so 

Ist  der  mit  nmltipndrfo  Endpunkt  diatop  TheUes  di« 

gMuchte  Summe/' 

Au  fg.  11.  Die  Summe  von  vielfachen  Puakteo  icA^  ßß,»— 
zu  finden    wenn  ..  .=::0  ist. 

Man  subtrahtre  Ton  aJ-f/Sjß-jk...  den  Aosdnid  («t4-^-f-..«)^* 
so  wird,  da  diese  subtrahirte  Uitae  nnll  Ist«  diw  Werth  dar 
SuuM  nicht  geändert«  also  ist 

«il-f/}£-|-....=«(if—II)H-^(B— 

Also  „die  Summe  von  vielfachen  Punkten,  deren  Koerficienten- 
.  summe  null  ist,  ist  eine  e.  L.  von  bestimmter  Länge  uud  Rieh- 
tung,  die  man  dadurch  nidet»  dasa  man  von  einem  beltebigeD 
Punkte  U  die  g.  L.  nach  den  gegebenen  Punkten  zieht,  diese 
mit  den  diesen  Punkten  sngehOrigan  Koeflteienten  smltipUcirt«  und 
die  Produkte  addirt.*' 

Au  fg.  12.  Zwei  Tbeile  und  C*X)  von  Linien«  die  sich 
in  E  schneiden»  zu  addiren. 

Man  mache  E.F  gleich  A.  ß  und  E.G  gleich  CmD,  so  ist 
A.ßiC.D  =  E.FyE.a-=E.{F^  G)^2E.S,  wenn  S  die 
Mitte  von  und  G  ist  (vergl.  Aufg.  3).  Also  ,,zwei  Theile  von 
Linien ,  welche  sich  scbueiaen ,  aadirt  man ,  indem  mau  diesen 
Theilen  den  Ondbachnittsponkt  als  Anfangspunkt  giebt;  dann  ist 
die  dopnelte  g.  L.  vom.  Dorchschnittspunkte  XM  dar  Mittender 
den  Enopunkte  die  gesuchte  Summe**).** 

Aufg.  13.  Zwei  parallele  Linientheile  A.JS  und  C/>|za 
addiren,  wenn  beldn  nicht  glaichlang  und  mglalcb  entgegengesellt 
gerichtet  sind. 

Wenn  A,B  und  6^. />  parallel  sind,  so  muss  D — Cgieich 
affi-^A)  sein,  wo  a  irgend  eine  positive  oder  nq^ativ^  Zahl  ist. 

*)  Dmrdt  seldhe  HnlÜp^uillM  ndt  ^a«r  Sahlgrö««e  •  indait  deh. 

wie  man  leicht  sieht,  wenn  tt  positiv  iHt,  die  Richtung  nicht,  während 
die  Länge  im  Verhültim«  l:a  sich  iadert;  und  ist  «  negativ,  so  wird 
die  Richtung  die  entgrgenge«etste. 

**)  üicMo  tat  zugleich  die  Dlsgeaale  des  Parallelogramms,  welches 
jrne  Linientheile  zu  Seiten  hat,  woninii  mm  lieht,  da«s  die  Summe  der 
LiaienliMil«  die  suMunnMBgoMt»le  kraft  ist,  wraa  die  LiaientkeiU 
Ulla  vtffitdicB 


m 

4 

Da  Dan  A.B  gleich  A.{B-^A)  UA^  weil  A,A  nach  no.  1%  doU 
ist,  80  hat  man 

A.B'^C,D=A.(B^A)^C.iD^C) 

Ist  die  •Suniine  A-^aC  gleich  (l-|-o)iS  (vergl.  Au(g.  4.),  6u  wird 
letzte  Aiuidrack. 

jener  SviDine  lle^t* 

A  u  f  14.  Zwei  gleich  lauge  und  eutgegengesetat  gerichtete 
LiD)eDtheile  A.B  und  C.B  zu  addiren. 

liiectn  heide  In  dendbeD  g.  L.,  80  i«t  die  Smmiie  imU.  bt 
die«  tdclt  der  Fail»  so  ist,  wefi  B^C^^iB^J)  ist, 

A.Bi^C.V^A  (R^A)iC.{D^C) 
=A.iB-A)'-^C.iB'--A) 

Ihm  ist  dl«  Smniiis  «tso  ein  FlIchmMBn  von  bestimiBtsr  Cr5ase 
und  Et>eiieD*R!chtiiog*)« 

Auf«.  15.  Zwei  Flächenriums  tob  bestimmter  Grtae  md 

filienenricnturii;  a.ö  und  cd  zu  addiren. 

Sind  die  Ehmen  parallel,  »o  küooeu  sie  schon  nach  no.  19* 
addirt  werden,  siud  hie  es  nicht,  so  werden  beide  Ebenen  eine 
BichtuDg  jgemeiDschaftlich  babsn.  Es  sei  e  eise  g.  L.,  welche 
diese  RieDtiiiig  liet,  und  e.ft  gleieli  t*f,  e.«i  gleich  e.ff,  se  ist 

Aufg.  16.  Zwei  Theile  A.B.C  voA  B,E.F  hestfanttler 
Ebenen,  nie  nicht  parallel  sind,  zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  nicht  parallel,  so  werden  sie  Kich  schneiden. 
Es  sei  G.M  ein  Theil  der  Uurchschnitthünie,  und  es  sei  A.B.C 
gleich  G.B,J,  B.E.Ffftkh  G.B.K,  so  Ist 

A.B.C-^B.E.F=^G.H.J^G.B.K 

wenn  S  die  Mitte  zwischen  /  und  K  ist  Also  „SSwei  Theile 
nicht  paralleler  Ebenen  addtrt  man ,  indem  nmn  sie  als  Dreiecke 

dar«?tcT!t,  deren  gemeinschaftliche  Gnindseite  in  dem  Durchschnitt 
beider  Eheoen  liegt;  dann  ist  das  Doppelte  des  Dreiecks, 


*)  Wie  ile  Summe  iweier  LbdMihaUe,  üe  nicht  ia  ianeXbmk 
Ebeae  liegen  .  tu  behandeln  «ei ,  km  fah  hier  nkht  nasiUMtn  (naigl» 
AiMdehaoogcL  ^  61.  n.  $.  IIS.). 
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«M  dieselbe  GruodMite  hat,  nnd  domn  Spi1/e  die  Mitte  ittsiri- 
mAen  den  Spitzen  jener  Dreiecire ,  die  ?^'<ucbte  Summe. 

Aufg.  17.  Zwei  Theile  A.B.C  und  />.£.F,pAnUeler  Ebe- 
nen za  addifvn. 

Sind  die  Ebenen  parallel,  so  mns«  (£— i>).(F— />)  gleich 
miB^A).  (  C^A)  geactit  wcrdM  ktane»»  ivo  «  «ine  yiaMgrgiw 

ist.    Dann  i»t 

=  Äa+«).(iii-ii).(C— A 
«renn  die  Sumiye  ¥oq  A\uJ)  lat.  Der  letzte  Ausdrack  ist 

=Ät(Ä-.^.(C-J)+(Ä-ii).(F— 11)1; 

worin  wieder  eine  einfache  Kon-struktion  liegt.   Ist  jedoch  a=— 1, 
d.  ^.  sind  beide  FlScheorintne  gleich  gross,  aber  entgegengesetit 
bcMicbnet^  so  i«t  A'{-aD  eine  g.  L.  von  besÜnunter  nchtiuiig 
Ltag*  (Aa%.  iC);  ist  diese  gieieli  ÜT— 6«  so  kt 

1 

also  die  Summe  dann  ein  Körperraum.  ^ 
Atifg.  18.   Einen  Theil  A.B.C  einer  beßtimrateu  Ebene  und 
einen  kürperrauni  {D—A),{B—A).{C^A)  zu  addiren« 

a:b.c-\-{D—a).{b-'A).{C'-a) 

-A.iB^A),{C^A)'k^{P^A).{B—A^.{C^A) 

woraus  der  Bei^rifT  (Iie«pr  Additittn  Weicht  hervorjii^eht. 

21.  Ein  koiulii  ii;it<)rii*cl»e«  l^rodukt,  dessen  Fakto- 
ren   erster   Ordnung    Gr«>sseD   (« — •l)ter   Stufe  sind, 
welche  aber  alle  tn  einem  und  demselben  Gebiet«, 
nter  Stufe  llegeo»  nenne  ich  ein  einc^e^vandtes  Pro- 
dukt, nnd  zwar  ein  auf  jenes  (Jrhiet  l>f  zui^Ürhes. 

z.  B.  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Linieutheileo  in  der 
Ebene,  oder  von  Ebenentbeilen  im  Räume. 

22.  Wird  von  jetzt  an  die  äussere  IMnltiplikation  dorcb  blos- 
oeo  Aneinandertchreibeo»  die  eingewandte  \faltiplikatioD  dotch 
einen  zwischen  die  Faktoren  gesetzten  Punkt  bezeichnet,  so  ver- 
stehen wir  unter  dem  eingewandten  Produkte  AB.AC, 
wo  4-,  B,  C  beliebige  Grössen  sind,  das  Produkt 
ABC.A,  in  welchem  ifdCwleolD  «a  A  gehöriger  Koef- 
ficient  behandelt  wird,  Torausgesetzt,  das«  4»s  Pro- 
diikf  auf  (iaf^  (lebiet  von  niedrigster  Stufe,  in  WolcheSI 
A,  /i  und  C  zu  gleit  Ii  liegen,  bezogen  wird. 

Au  fg.  19.  Das  uul  die  Ebene  ABC  bezfigÜche  Produkt 
swoior  LtoientheUo  AB,AC  m  findm. 


*)  vHgL  ue.  tti 


m 

Nach  no.  tl2  ist  dasiielbe  gleich  AßCA;  d.h.  „da«  Produkt 
zweier  Linientheile ,  deren  Linien  sich  schneiden,  ist  der  I>urch- 
8cbiHtt«punkt,  verbuijden  mit  eioem  Thetl  der  Ebene  als  Koeflici 
«Htm."  Denkt  man  sfch  einen  Theil  der  Ebene  als  Einheit  an- 
senonimen,  so  werden  die  Ebenentheile,  mit  denen  die  Punkte 
oebal'tet  sind  ,  wirkliche  Zahlgr^issen  und  die  Produkte  ersrhoinea 
aU  vieiiache  Punkte;  doch  müssen  dann  aUe  za  vergleicbeodea 
GrSseen  Id  «leraelben  Ebeoe,  auf  i|ie  sieh  iie  Produkte,  b^iialm» 
liegen  (irie  dies  in  der  Planimetrie  immer  der  Fall  ist). 

Aufg.  19.  Das  Produkt  dreier  Llnlentlieile  AB,  AC,  BC 
in  Bezug  auf  die  Ebene  ABC  zu  finden. 

Aufl.   AB.AC.nr-  ABC  ABC=^(AnC)*. 

Aul  l?.  21.     Das    eiriLTcw  andto    Produkt   zweier  Ebeueotbeiie 
ABC  uuü  ABU  lin  Bt:zui;  aui  den  körperraum)  zu  finden. 
AafL  ABC.ABD^ABCD.AB. 

Aufg.  22.    Das  eingewandte  Produkt  drd«r  SbeDenthsU» 

4BC,  ABB,  ACD  zu  finden. 

Au  f  I.  ABC.  ABD,ACD^  ABCD.ABCD.A  -  {ABCJJ)\A 

Au  l  g.  23.  Das  eingewamlt<>  Produkt  Too  vier  Ebeoentbeilan 
ABC,  ABB,  ACD,  BCJJ  zu  üuden.  . 

Ana  ABC.ABD.ACD.BCBMABCDf. 

'Ann.  Das'  Produkt  zweier  Elicnenthelle  giekt  also  einen 

Linientheil,  das  dreier  einen  Punkt,  aber  jener  Linientheil  und 
dieser  Punkt  haben  dann  Tioch  einen  Raumthell  oder  ein  Produkt 
von  Raumtheileu  als  Koofliclenten»  und  nimmt  man  einen  Ixautii- 
theil  als  Einheit  an^  su  gehen  diese  Koenicieoten  iu  wirkliche  Zaiii- 
grüssen  Uber. 

Dies  etwa  sind  die  wesentlichsten  Begriffe >  >vclche  in  dem 
ersten  T heile  meiner  Ausdehnungslehre  vorkommen.  Aber  es  ist 
unmöglich,  von  der  unendtidieo  Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Me- 
thode für  die  Behandlung  nicht  nur  der  Raumlehre,  sondern  über- 
haupt aller  Wissenschaften,  welche  anf  räumliche  Verhfiltms«e 
zurückgeben  j  hier  auch  nur  einen  obertiachlicben  Begriff  zu  geben. 
Ebenso  went«  konnte  leb  bier  die  Beweise  liefern,  dass  To  der. 
That  die  in  Iii.  geliehenen  Uechnungsregeln  für  die  einzelnen  kler 
dargelegten  \>rVnn|iriiiio;swei!«!en  gelten,  sondern  auch  hier  muss 
ich  aut  meine  austührliche  Schrift  verweisen,  in  welcher  diese 
Beweise  in  aller  Strenge  gefuhrt  sind;  und  wo  zugleich  die  Ent- 
wicicelteg  überall  in  der  Art  fortscbrritet»  dass  alles  Willkflkr- 
Jiche .  \^  as  noch  in  der  Aufstellung  der  .Titachiedencn  Be^^n  ai 
liegeu  scbeinty  veracfawindet 
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Obseryation  ^eom^trique,  au  »njet  du 
Probleme  tralt^  p.  331«  diu      yoL  de 

ee  Journal. 

•  « 

m 

Monrieor  le  docteur.^«  VU  Boy  man, 


i. 

Drives  Dar  le  sommet  B  d  uo  angle  ABC  (Tab.  V.  Fig.  1.) 
QU  ctide  quelconque,  qui  conpera  les  deux  eötia  de  Tangki'CD  jä 
•t  C  d«vez  a  ces  points  les  nerpendiculaires,  qui  se  rencoD^eront, 
eonmiP  on  smi  y  sur  la  circonrerence  <>n  un  point  D,  et  ahaisse/  du 
point  i>  la  perpendiculaire  DPuur  la  droite,  qiu  Joint  les  deuxpoints 
A  et  r.  Menez  eo  outre  eotre  ks  deux  edMs  d«  Tangle  par  le  poiot 
P  onrore  ttoe  drftite  €?/f  ä  volonte,  et  circonscrivez  au  triangle 
GBJI  uo  cercle,  qui  coupcra  le  prcmier  en  F.  Si  maintoTKurt  on 
Joint  DG,  DH  et  Fd,  ///,  on  trouvera  <^/>r^  <6/W;  mais 
comme -^G'/^// est  pluM  petit  que  <^GDHt  on  aura  aussl  ^ADC 
piu8  (leiii  qoe  oans  les  deux  trianeles^/)C  et  GDjff 

on  a  <ADry\u^  petli  que  ^GDH,  DA  DG,  DC<DH ,  donc 
AC<,GH,  Or  la  droito  G7/  ayant  etf^  meo^  ä  ▼oiontö  par  le 
point  P,  OD  est  couduit  au  theor^me  suivaot: 

„Si  entre  Ic«  cdttfs  d*iio  aogle  doDtM$  ob  tiro  nne  ngno 
»»droite  quelconque  et  que  du  point  d'intsiacction  des  deux  per- 
„  penfliciilaires  elevees  a  ses  extremit^s  sur  les  rotes  de  l'angle 
„  on  aluii.Hse  sur  eile  la  perpendiculaire:  le  pied  de  cette  per- 
«^pendiculdire  est  un  point  tel ,  que  la  ligne  droite  est  la  droite 
plus  courte  quon  puiMO  laife  pBMcr  par  ce  point  ontre  le« 
»,edtea  de  l'angle  donntf. 

II. 

Maintcnant  qu'apr^s  avoir  tire  BP  on  d^crive  sur  la  iigne  BP, 
comme  diametre,  un  cercle  qui  coupe  la  droite  AC  en  Q,  et  qu'on 
joigne  ansm  BQ:  alon  en  aum  ^DPAco^AQB  et  ^DPC 
CQB,  d*ojk  rdedtciit  les  pioportloBe  sohaiitea: 
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APDP:=zBQA:Q, 
DPiCPssCQiBQ, 

S\  on  luultiplie  ces  dem  proportioos  tenne  ä  temie,  od  trourera 
la  sahraiite: 

APtCP-CQiAQ, 

AP + CPi  AP=,  CU^AQ:  CQ, 
4ni  ce  qni  revient  an  iii^me: 

ACxAJP^ACxCq, 

d'oü  Tob  condnt: 

AP-CQ. 

*     NouB  veooDS  doDO  deideroontrer  le  th^rtoe  BotraDt: 

„Si  par  un  point  entre  les  cdtte  d'un  angle  quelronqtie  on 
„mene  la  ligne  droite  la  plus  roiirte  et  qu  on  dernve  un  c  erde 
y^ur  la  iigue  «nii  joiut  ce  point  uu  sonunet  de  i'aogle,  comme 
„Aam^ire:  la  droit«  la  plaa  courte  acra  eoup^  par  la  clrooo- 
ytUttnce,  de'  maniaro  4|im  iea  danx  aagaeala  hoca  dm.  cerdt 
,,aoat  dpnz.'^ 


D  apres  ce  qui  precede  il  n'y  a  plus  de  didicult^  pour  tirer  U 
droite  la  plus  courte  par  un  poiot  JP  doDn<$  entre  les  cotes  ^aa 
angle,  conmie  cVst  aus.si  indique  dans  lo  traite  cite.  Car  outre 
le  point  P  on  a  aussi  le  point  Q.  >]ui  determine  sa  position.  Mais 
oe  jpoint  est  ie  point  d'intersectiun  du  cercle  decrit  sur  la  lieoe 
ßP  comme  diam^tre  et  (puisqu'oa  dolt  avoir  AP=^  CQ)  de  IW 

Serbole  m^nee  par  le  poiat  Pp  lai|aalle  a  laa  efiMtß  de  raagle 


doDode  pour  aaymptotaa. 


« 

% 
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■etraditiuiseft  einigrer  iBi^eMptt^ 
der  Iiosik,  mie  beMüdelHsr  Bttdmclil 
auf  Ihre  Anwendniir  in  der  lEatlie- 


t 


Hemi  Dj:,  Wilhelm  MaUlui»  .  / 

Profnaav  der  Bfathematilc 
k.  k.  phiUMptaMMi  LchtMrtalt  m  Twmw  im  Oiliiiai. 


'""'^AlIgMMin  crk«D|it  man  an  ,  dass  eiocffseiti  iie  Matbeniatilc 
und  von  Ilir  ganz  vorzuglich  die  reine  Geometrie  und  Statik  die 
beste  Schule  fiSr  die  grüudJichste  und  folgerechteste  Annendung 
der  Logik  sei,  und  andrerseits  dasi$  die  Logik  durch  die  Bemü- 
bangeo  d«r  neueren  meist  deutscbeo  Philosophen  seit  Kaai,  •inen 
sehr  hohen  AufscInvunK  in  ihrer  Ausbildung  genommen  hat.  Dess- 
ungeachtet  folgen  diejenigen  Schriftsteller  und  Lehrer  der 
Blraematik,  welche  ihre  Lehrgegenst&ode  ausführlich  foegrOndea, 
att  mtki  geringer  AwmuAm^,  oocb  ipmtr  ifr  £iillld>  |« 

den  awar  für  seine  Zeit  ganz  vorzflglichen  aber  doch  nlAt  mtw^ 
besserlicben  Elementen  der  Geometrie  ;  \raA  um  m  weniger  zu 
billigen  zu  sein  scheint,  als  beut  zu  Tage  besonders  an  gelehrten 
Scnlio  iitw  ZOglin^  «dbm  «Im  liffheif  wi«sefiecbaftUch0  Verbiß, 
amg  jJii  feraem  mitbringt  und  als  man  durch  den  ungebeuran  Um- 
fang, den  die  theoretische  Mathematik  schon  erüingft  hat,  haupt- 
sSchlich  aaf  fihersiehtlicbe  und  gedrängte  Darstellung  des  Lenr- 
ganzen ,  jedoch  ohne  dabei  die  Deutlicbkelt  und  GrOiidlichkeit 
MM»w  Acht  zu  lassen ,  hinzaarbeito«  ildb  ^tdrungen  siebt  t  Um— 
mSge  es  mir  erlaubt  sein,  in  dem  wegen  seiner  Tendenz,  vorzfig- 
lich  Lehrern  höherer  wissenschaftlicher  Bildungsaiistalteii  zu  die- 
nen, am  besten  hiezu  geeigneten  vortrefflichen  Archiv,  durch  fol- 
Mod«  Winke  dtm  AidmeAmtak^  rim  MalbcÜMUikMr  iuf  die  ¥«r- 
besserang  der  Anordnung  der  Lehrsätze  ihrer.  WkMCMcbaft'iiiid 
det  Itgischtn  FocB  UiMT  BeweiM  SB  lenken.  :>U  «t! 

n  uO'iilii '!  I  "I  >f»  ,  ;  .  'II  '  w '.'  •»«  »"t         ;  ;>  vi  ;i''<'-"  ^  ".'i 

*      .  .       !      'i.    '•■  '.»•  '!         .*•{••••.•'  •  ' 

••     .  ,  .1  *•  '    .  I'  •     •  '  «  .  .  •••       •  >    .  • 

ThcU  YI.  S3 


1. 

U eber  unmi f tolbare  Fols^erungen  aus  hy pothetlscfien 
UrtheileD  mittels  der  tinik.ehruDg  oder  der  Contra* 

Position. 

1.  Die  ümkehning  eines  liypothetie»chen  ürtheils  besteht 
io  der  Verwechslung  oder  U^^ll#iiik  des  Grundes  und  der  Folge, 
der  Bedingung  und  des  Bedirifteiif^  lo«em  man,  die  Folse  alsGnnd 
setzend,  auf  den  Grund  als  Folce  zurückschliesst  0ieaUg«Miae 
fom  de9  Iggiollif tie^|ieii  UrtlMtU  tf|  n^Mbti-^  • : « 

mWciid  JET  Ist,  so  Ist  4     . . 

Dieser  Schluss  ans  dem  Bestehen  dcrFdge  swf  das  Bwtefciiu 

des  Grundes  ist  jedoch  nicht  nothwendig,  sondern  bloss  etwa  war 

fallic;  richtig,  oft  sogar  ganz  unricbtig.  Denn  das  hypothetische 
Urtlieil  spricht  nur  die  einseitige  Aljhlingigkeit  der  Folge  vom 
Grunde  aus,  setzt  aber  keineswegs  umgekehrt. die  Verknijpfung  des 
Grandes  mit  d^  Finge  ^als'nothtt^i^di^  rutaiis.'  ^In  d^m  Wesen  des 
(iruiides  liegt  es,  dass  er.dis  Felge  nach  sich  zieht;  aber  die 
Folge  allfiemein  gedacht  kann  in  besonderep  Fällen  verschiedene 
Gründe  haben.  Setzt  man  daher  eine  gewisse  Folge,  so  muss 
man  daram,  noch  nicht  diesen  oder  jenen  •bestimmten  Grood  setten. 
Die  Folge  wird  im  hyfiothetischen  t^theile  nur  gesetzt,  wenn  und 
wiefern  der  Grund  gesetzt  wird;  allein  dieses  Setzen  des  Grundes 
erscheint  an  sich  bloss  möglich ,  nicht  aber  unl>edingt  nothwendig.  — 
Die  Gtilti^eit  eines  umkehrenden  hypothetischen  Urtheils  muss 
dcAmaeh  ^esmal  erst  eigens  gejirfiR  und  W9  mddich .  crwtsiisB 
vrcrden.  Wenn  man  ihrer  versichert  sein  soll. 
''8o  z.  B.  beweist  die  Geometrie  den  Satz: 

„Wenn  ParallelogmsMiw gMcha  Cmiidliiiiea  «odHOhsB  hshs% 

so  sind  sie  gleich;'*  ■  .* 

aUein  umgekehrt  darf  man  nicht  schliessen : 

,,AVenD  Parallelogramms!.  iMcil  sMi  M  Mifn  4»  igUish« 

Grundlinien  und  Uubeo;" 

dsnn  die«  findet  nur  in  ganz  besonderen  Fällen  statt,  und  kann 
also  auch  gar  nicht  aligemein  bewiesen  werden.  Den  Satz  dagegen: 

,.\Venn  Parallelogramme  toa  gleiphsa  GwsdJljffitn  gjkiclM  USf" 

ben  nahen,  so  sind  sie  gleich**  ,    »  . 

darf  aian  zwar  in  den  folgenden  umkehren :    '  '      ' '  ' 

*,VWen[i  Parallelogramme  von  j(^eiciieii.Gqm4ÜDfpD. ftl^M^.^HKi« 

80  haben  sie  gleiche  Huben ;  *'  * 

allein  seine  Gültigkeit  muss  erst  nadigewiesen  werden. 

%  JDIe  Csntrapnsitlon  eines  hypothetischen  Urtheils  he> 

steht  in  der  Umtaui^chung  sowohl  des  wimdes  als  auch'derFoljgps 

mit  ihrem  contradictorischen  Gogentheile  und  in  der  nachherigen 
Umstellung  dieser  Gegentheile.  Man  foleert  also  hier  aus  dem 
Gegentbeile,  dem  ^ichtbestande,  der  Folge  das  Ge^gentheU»  den 
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Nichtbettand  d«8  Grund««;  od«r  man  hdbt  mit  der  Pol^e  andll. 
dM  Grund  auf.  Aus  dem  a^gMuein  bypotkttiachMi  Uctheil« 

„Wenn  A  ist,  ist  J?"  '  ' 

ilcliUesst  man  nemlich:  ...        '   .  ,  , 

„yfßOtLJB  nicht  ist,  ist  «ndi  A  nkhL*'    .  .  * 

Diese  unmittelhare  Folgerung  aus  einem  h^-pothetischen  Ur- 
tlielte  durch  Contrauosition  hat  jederzeit  sta^nge  logische  Gültig- 
keit DeoD  eigtoUico  i»t  sie  ein  aDgekürstei  hypothetischer  Scbluaii 
Ib  ■■ftafcundf  ScMsMirtifl».  tin  SMiymm  4«r'%«vcUMi  Oidmmgi 
ia  welchem  der  Untersalx  bmt,  dimli  den  die  Folge  aufgehoben 
wird.  In  der  allgemeinen  Form  zum  anfhebeodcD  nypotlwti»chii> 
SckJuss  vervollständigt  lautet  sie  daher  also: 

Überspitz:  „Wenn  A  ist,  so  tat 
Untersatz:  „Nun  ist  ß  nicht." 
Schlusssatz:  „Also  ist  auch  A  niclit. " 

3.  Durch  die  Contra|>osition  der  hypothetischen  Urtheile  oder 
der  durch  die  unmittelbare  Folgerung  des  Gegentheils  des  Grundes 
aui  dem  Gegentheile  der  Folg«  eine«  hypotbetisclMn  UitiMilA  InoD 
man  in  der  Mathematik,  besonders  in  uer  reinen  Geometrie,  wo 
die  meisten  Lehrsätze  hypothetisch  ausgesprochen  werden  oder 
sich  wenigstens  hypothetisch  aussprechen  lassen,  aus  sehr  vielen 
Lalwsitwa»  adbaM  fli#«rwiMen  sind  ,  aaikre  nnmiHdiliar  grachüaa- 
•bb;  ohne  dass  man  wie  Euklid  und  seine  Nachahmer,,  erat  nodb 
eines  indirecten  Beweises  fiir  sie  bedarf  oder  über  ihre  strenge 
Gfiltigkeit  auch  nur  den  Mindesten  Zweilcl  zu  hegen  vermag.  (St- 
wOhnuch  wild  dabei «  snr  Aiiflicllniig>  det  Einaicht. .  bläa  dfs 
schon  bewiesenen  Lehrsatz  nachträglich,  den  daraus  abzuleitendsa 
Folgesatz  aber  anfänglich,  in  der  hypothetischen  Form  anszuspre- 
eben  haben,  und  dem  letzteren  dann  .^ui  npch  den  aog^moavenen 
sprachlichen  Ausdruck  ertheilen. 

Durch  einen  solchen  A'organg  drängt  man  picht  nur  den  Lehr* 
gegeastaDd  mehr  •osanmieB  —  waa  hm  dem  gegenwirUged  Üm- 
mnca  dar  za  lahrenden  WisseosohafIeD  schon  höchst  Noth  thut 
sondern  man  verschafft  aurh  dem  Lernenden  einen  helleren  Blick 
in  die  Natur  des  Lehrgegen^^taudes  and  in  den  Zusammenhang 
seiner  Wahtheiten. 

So  s.  B.  beweist  man  in  der  eheneo  Geonetrio  nach  Euklid 
.  aiszeln  and  ai^h  aiDander  fofgoode  9jilRa:'  .  «  .*  - 

a)  fjhmth  danaoDkjf^  9nM  kapa  mit  eboi;  fietaHm-  vm  «ia« 
aiBsigt  Genda  p«r«jlfl  frzQgf^o  werdw."  ., 

b)  „'Eine  gerade  Lioie,  welche  eine  voa  iwoi  paialMcD  abhaait 
dat,  muss  auch  die  andere  schneiden." 

c)  ,,Zwei  gerade  Linien,  uelche  zu  derselben  dritten  ^Kirallel 
aittd,  müssen  auch  unter  sich  parallel  sein."  i 

Nun  sind  die  beiden  ersteren  Sätze  nichts  weiter  als  verschie- 
dtne  Ausdrücke  des  hypothetischen  Satzes:  '  •••i 

„Wann  zwei  Geraden  sich  sehoeiden,  so  kOnaen  sie  nicht 
zugleidh  lor  DMaliahha  diHto  ptfa|lal«Ma^^<-  •  / 


der  also  aHein  zu  beweisen  kommt.  Und  daraus  tolf^t  »oßleicfi 
ohne  allen  tieiveis  blos»  durch  CoatnipiMMtiou  der  drittf»  Sata  tu- 
Dächst  in  dw  hypotliefisdieo  Form: 


I » 


«»Sind  swei  Geraden  zu  einer  diltlMi  paailUI»  «o  B^koMm-ßm 
nicht,  d.  k.  nie  nind  auch  in  dnander  paimlleL'* 


aidb 

Blan  bednrf  daher  hier  nur  Eines  Beweises  slati  dreier. 

4.    Die  Umkehruug  eines  byj)otlieti8chen  Urtheils  führt 
jedoch  dann  aaf  eio  wahres  Urtheji,  oder  man  schliesst  rieh» 
TS«  den  Bcsfeben  der  Mge  auf  das  Bestehen  des  Oisiidss» 

wenn  man  ül>er2eug:t  ist,  das«  nur  bei  dem  angeführten  Grunde 
die  Foljjp  nothfvendi^  besteht,  oder  dass  ein  hpstimmter  Gnind 
utid  eiue  gewisse  Folge  einander  gegenseitig  bedingen,  uBiimgiuig- 
lieb  niit  einander  stehen  und  fallen. 

Hier  ll^t  sieh  oemlich  das  gegebene  hypothstisclie  üidieil 
in  der  Fonn  asssprecbeo: 

„Nur  vrenn  A  ist,  Ist  auch  B;** 

und  nas  schliesst  daiaus  mit  voller  logisches  Strsofs: 

„WeSD  ß  Ist»  1SSSS  andi  A  sein.«' 

Denn  in  einem  sukheo  Falle  gilt  daj»  gegebt^ne  Urtiiell  eigent- 
lich folgenden  svreüeD  gleleh; 

öWsM  A  bt,  ist  «Mh  IT,*« 

und 

„Wenn  Ä  nicht  i)*t,  ist  auch  B  nicht.**" 
Aus  dem  ersterea  folgert  man.  aber  mitteis  seiner  Umkebmng: 

.»Wenn  B  ist,  kann  —  unter  andern  —  A  seis;*' 
«hI  ans  dem  swelten  Urtheile,  mittels  der  Contva^osition : 

„Wenn  JIT  ist,  ist  andh  J;" 
mithin  ms  beiden  UrthsUsn  susammen,  wie  oben; 

»»Wem -H  ist,  raus s  auch     sein. ^ 
Z«  B.  der  Satz  der  Astronomie: 

„Nur  wenn  die  Erde  die  Gestalt  einer  K\\^f^\  hat»  ist  ihf 
^hatten  auf  dem  verfinsterten  Monde  jedesmal  kreisrund," 

iierecbtigt  uns  xn  dem  Schlakse: 

„Weil  der  Schatten  (?pr  Krde  auf  dem  verfinsterten  Monde 
jedesmal  kreisrund  sieb  leigt,  so  muss  die  Erde  die  Kugelgestalt 
babsD.«'  ' 

Elienso  schliesst  man  au^  (](.in  ^(>onietriscbea  Satze: 

„Wenn  zwei  Paralletogramnie  gleich  sind,  so  haben  sin  Um 
Grundlinieo  im  verkehrten  Verhältnisfie  d^r  Höhen"  -. 

mit  Sicherheit: 

„Wenn  zwei  Parallelogramme  die  Grundlinien  im  Tfifbnhrtin 
Veriiiiltnisse  der  HOhen  liaben,  so  sind  sie  gteifib.''  « 
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5.  Die^e  letztere  Sc^iussweiKe  wird  in  der  ]>[athematik,  besoe* 

ders.ia  den  ADwendungen  der  Algebra  nu(  (leumetrie.  Mechanik, 

Phyi^k,  AfltnMMHoie  a.  dgL  moA  in  der  b6hercD  Ana^sis  hinliK 
■■■■■■  ■••■i»*  <i      '    I«  '     I      .  * 


In  den  allsemeliieii -ftlsebraiacben  Forschungen  dieser  mathe- 
tnatischen  DoCTfinen  erscncinen  Tiemlich  oft  gewiss«»  fJros-srn  in 
einem  solchen  Zusammenfaani^e,  dass  äberbaupt  die  zwischen  ihren 
ZaMTvertfaen  bestehenden  Beziehungen  theils  durch  Gleichungen, 
theils  dnfdk  ü»|^l«iehiiogeii,  theils  «neh  noch  dureh  sonst i:z:e  Be- 
dingtiniren  an^^rrpsprnchcn  "n  orflrn ,  ^^•('!r^e  rTTsnmmrrT  ^f'f;is,«it  ein 
System  von  li**-/ienungen  .msiTi.ichen  ,  (l;is  nir  kurz  mit  A  hereich- 
Den  wollen.  Tritt  nun  dazu  in  einem  besonderen  Falle  noch  ein 
System  B  too  soldieil  Betiehongen  zwischen  ehiigen  «»der'aUeii 
in  Betracht  genommenen  GrtVsecn  oder  ein  System  partieulfirer 
Werthe  einiger  jener  Grnssen,  und  veni'andelt  sich  dadurch,  iwit- 
tels  der  algeoraischen  Reductiooen,  das  allgemeine  System  A  uoth- 
wen^ff  itt  ein  Anderes  Ann  fNurticiilirefi  System  C;  so  gewinnt 
vmm  &nm  die  CebeneugDn|: 

.  M  Wem  zwischen  dten  belncl^Ccta.  Gnlssen  insbesondere  das 
Sy<:fc>m  B  Ton  Reziehongen  bestellt»  so  heeteht  xirieoben  Ihnen 
anch  das  System  C**  '  " 

Hat  man  nun  das  System  B,  wie  es  gewöhnlich  geschieht,  so 
alleemein  angenommen  ,  da««  nur  bei  seinem  Bestände  da.s  System 
C  De&teht,  was  ans  der  x\rt  der  Beziehungen,  aus  den  Fonnen 
der  Gleichungen  nr\A  der  BeKcliufTenheit  Hpr  darin  Torkonimeriflon 
Hechnungsoperutiouen  moistons  dergestalt  einleuchtet,  das»  eine 
weidäaTige  Erörterung  überÜüssig  erscheint  j  so  ist  eigentlich  der 
Satx  fen^tellt: 

tvNnr  wenn  nHacfceu  den  In  fieträelit  genommenen  Qrßesen 
das  besondere  System  B  ron  Besiehungee  besteht,  kann  und  muss 
avHscben  ihnf»n  auch  das  System  6' von  ßeziehangen  bestehen.** 
Folglich  i-schliesst  man  daraus  mit  voller  Sicherheit  umgekehrt: 

,,Wenn  das  Syetem  C  Ton  Be«e.bnngeQ  besteht j  ao  baateht 

auch  das  System  Ä**  ^  \-  .     '  .  , 

Meistens  apreeben  die  Analytiker  dicaan  Folgaaati  niebt  arn]t 

noch  eigens  aus ,  sondern  henflizen  Ihn »  wo  er  Awendnng  findet« 

ohne  weiteres  l^edcnkcn. 

Beispiel  1,     In  der  Planiniotrie  wird  der  Safz  emie'sen: 

„Parailoioi;ramme   verhalten  sich   wie  die  Producta  ifarar 

Gnmdlinien  und  Höhen." 

Sind  nemlich  P,  p  zwei  Parallelogramme,  A,  a  ihre  Höhen 
und  ir,  ^  ihm  GfändUnliB,  ao  i4il 

In  dieser  Proportion  setzt  man  nun  insbesondere  P=^p  und 
lalgert  daraus  ancn  AB=a6  oder  Ata  wie  b:B, 

Man  hat  also  eigentlich  den  Satz  erwiesen: 

„Wenn  P=p,  so  A;.a—b:B''* 
d.  h*  „Sind  swai  PinvallelograBima  gleich,  m  «lad  Hwa,  Httfcen 
den  GrandllaieB  ?arkabrt  praportioiiM; 


Digitized  by  Google 


und  hieraas  folp^ert  mftn  «oii^eich  ohne  fieraerea  B«ff«ia  uBgelMhit: 

d.  h.  „Wenn  zwei  Parallelogramme  ihre  Hohen  den  GtttwUuiiiB 

verkehrt  proportional  haben,  so  sind  sie  gleich." 

B'cUpiel  2.  Bezeichnen  a,  (i,  c  d^  Seiten  eiie«  geradU* 
nigen  Dreiecks  nod  ft,  ß,  v  die  w  denelheB  QidmiBg Ihwn  geg«»- 
Überliegendeo  Winkel ,  so  oeweist  die  TrigoDonetri»  den  allgemei- 
nen Satz:  a*  =  Ä*-|-r'  —  •2Äc.cosa.  Nimmt  man  nun  das  Product 
!26r .  cosa=0  an,  was  nur  dann  sein  kann,  wenn  co8cr=:^0,  also 
ar=90"  ist;  so  erhält  man  den  Satz:  Wenn  a=90%  so  lai  a*=zlt* 
•^c*9  d.  h.  deo  hekanntea  pyth^gormscbeq  Ldirsatz. 

AJImn  mao  lUgfrt  daniis  auch  mtffiMt  vmgfMv^v 

•  „Www  Ä»=*»+i^,  •©  «f=iWj« 

^  Ii.  '   Wenn  io  eineip  Dreiitdce  dl»  kiröil»  Pottu  dM  ZiUwcr« 

^es  einer  ^eite  so  gross  ist^  als  tte,«ireitcD  PoteOM  der  Zahl- 

werthe  der  beiden  andern  Seiten  zusammen  cenoouilMl ;   flO  liigt 

der  ersteren  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber." 

Beispiel  3.   Die  analytische  Geometrie  stellt  zu  einer  Linie 
oder  Fläche,  für  eine  gewählte  Art  von  CoordLoaten ,  eine  Gleicbuog 
oder  •in  System  msammen  gehöriger  Gleichungen  auf,  wodurcE 
jene  Linie  oder  Fläche  analvMtlaöh'tollst&ndi^  cwsktcrisM  wM 
lolgtich  erweist  sie  eigentlich  den  Satz: 

„Wenn  eine  Linie  oder  Fläche  für  eine  gewisse  Arivdo  Coot^ 
dlnaten  diesen  angeführten  Charakter  besitzt;  so  kommt  ihr  di« 
hier  abgeleitete  Gleichung  oder  dieses  System  simuUaoer  Gleichim- 
gsn  sn." 

Sie  sehliesst  daraus  aber  auch  noch  umgekehrt: 
19  Wenn  doerliinie  oder  FIfiche,  bei' der  angewiesenen  Art  Tnli 
CoordioMlmi»  diese  bestimmte  Cilcichung  oder  dieses  bestimmlo 
System  von  simultanen  GleichüngeBi.xuknvMt, .  so  bssitstüla  den 
vorher  .beschriebeneu  Charakter. " 

So'bevrelst  s.  B.  die  L^hre  von  den  Regelschbttten,  date  in 
4er  Parabel,  wenn  »  den  Parameter  eines  Durchniesssra  vnd 
X,  y  die  hier  j?e\vorinlichen  schiefwinkligen  Coordinaten  vorstel- 
len ,  die  Gleichung  y'*^  =  px  besteht.  Andrerseits  lehrt  die  Balli- 
stik oder  die  Dynamik,  dass  im  leeren  Räume  ein  schief  gegen 
den  Horizont  geWorfener  Korper  eine  Linie  dnrcUfiuft,  deren  Glei- 
chung die  Form  y*  —  px  hat}  snithib«  achllMMt  si»»  htachraibl 
dieser  Körper  sine  Paraiiei. 

IL 

Von  der  Umkehrung  mehrerer 
iZusammeDhängender  allgemeiner  disjunctiver  und 

kypotbeti^cher  UrthtfU^ 

1.  SOchst  «richt^  ist  folgender,  zuerst  von  Haube r  *)  aufge- 
stellter Sati»  nach  dessen  Aiueitiing  man  aus  mehreren  mamaMB- 


*)  Vergleiche  detsen  Scholac  locicn-rnntheniaticae.  t&fmll  Stau* 
gart.  1889,  und  DrohiMh  Logik.  Le^ig.  ISM.  6.  ljS2. 
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i  allmMipi  bejudieDdeo  aUdnnctivea  und  byi^thetit^h 
Mx3m  ÜmkeliMgaiiaetd'iumlttelbtr' folgern  kam. 

Seien  als  gültig  anerkannt:  '  '  '  V  ' 

«tateos  folgemle  zwei  diajunetlvii  tJHhetle:  '    '  . 

Der  Bej^riff  5  kann  mir  entweder  a  oder  ö  nt!rr  c,  oder  B.  f.  seiiJ. 
Der  Begriff  £  kann  nur  entweder  a  oder  ß  oder  y  oder  s.  f.  sein; 

Weop  'S';a  ist,  so  M  X,«;  '  • 

Wenn  S,b  ist,  so  ist 

«• ,  ,  r    Wenn.  iS,^  ist,  so  ist  .  • 

u.  ».  IT. ;     -     •     '  '  ' : 

dann  igelten  a&cb  umgekehrt  die  folseodeu  bypotbetischea 

ürtheile:   ■    .  ■'r 

yifm  ZfttM,     Uli  8,mi:. 

Wenn  Z,|5  ist,  so  ist  S,&j   .    ^        .  ^.  ,  . 

•    .  ■  •   U.      w.  ■  •  '  . 

Bf  geoii^  jiur  das  erste  behauptete  Urtheii :       '      '■  ^  ^ 

,,\Ven!»  Z",«  iüt;  «o  ist  ^9.«'*  ;      »  .     ►  ; 

SU  erweisen,  vveii  die  übrigen  ihm  aualog  sind.  ■  * 

!     Indlrecter  Beweis.     Ware  der  Beliaiiptung  zuwider 
nicht  <l,  so  mflsste  S  entweder  6  oder  c  oder  d  u.  s.  f.  sein. 

Ware  S,by  so  wSre  nach  der  Anoabme  2^,^  aJ^^o  nicht  £fa 
»»    SfC,   „    „      «     „       «  .  alsQ  nicht  S,a 

wie  bedungen,  u.  s.  w. 

Mitlnn  wenn  S,a  ist,  kann  S  neder  b,  aödk  4^  noch  4^  VLB. 
folglich  nur  •  «eiu,  wie  behauptet  wu^de« 

Dlreeter  Beweis.  Aus  den  TorntissreNet/ten  beiden. dii* 
juoctiven  und  allen  hypothetische»  Urthelleii  foii;!  der  8atx : 

Wenn  S  ntcSßi,  a  ist,  foigijich  ^nt>veder  6  oder  c  oder  d 
«.  f. ,  so  ist  ^  enlirodor    «4er  9^  oder  ^  tt.  s.  f.  alsA  nimt  m  i 
hMt  Wenn  1$  nicht  a  ist,  so  ist  auch  £  nicht  er. 

Hieraus  foti^ert  man  aber  durch  Contraposition  sogleich  .fiditig 
den  behaupteten  £$atz: 

Wenn  \r,a  ist,  so  ist  S,a. 

2.  Aus  diesem  höchst  allgemeinen  UmkehnMgsgeMtj^  la«(»en 
I  fOr  die  Mathematik  rielp  wichtige  SStze  ableiten. 
Betrachten  wir  zunächst  zwei  mit  einander  zusamihenhSn^nde 
CJ  a  1 1 ti  n !» e  n  von  Grössen  in  Ab.«<icht  auf  ihre  gletchzeiti«?ert 
Veränderungen.  Gewöhnlich  beweist  man  von  ihnen  folgende 
iwel  Sitae:  * 

1)  ,,SEa  glnl«b*B  GH^eM  der  «rit»»  - ChMhng  gelSm 
gleiche  Gnlssett  der  andern  GattUBgl''' 

2)  „Zu  ungleichen  GrHssen  der  ersten  Gattnnp:  trehüren 

«»gLüifiiML  tiiitaM»  |dftF  :ai?«il«a.  iyiattiia«» .  «ad  awar  gebart.»» 
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einer  grösseren  Grosse  der  ersten  .Gattuog;  eine 

GfOsse  der  zweiten  Gattung. 

Hier  bedeutet  nun  S  fiiid  JS  die  Vendeichuns,  welche  zwischen 
swei  GrOssefi  der  ersten  noa  zweiten  Gattung  heateht  i  a  itnd  m 
das  CUeichsefn  beider  GrOssen,  b  das  GrOaser*»  e  daa  .KltiiitnaiB 

•«  der  ersteo  Gattung,  fi  da,  ofd  r  da«  ^rtU»««.!» 

der  zweiten  Gathincr.  Mithin  folgert  man  nach  obigem  l'mkeh- 
ruogsgesetze  aus  den  envieseaen  zwei  Sätzen  noch  diese  zwei 
aiqfnOrigca: 

'  3)  >yZiD  gleichen  UrOaseo  der  zweiten  Gattung  geboren 
gleieb«  GrSasaii  dar  efsCan  Gadaqp." 

4)  ,.2hi^«|i^Jftialiett  GiQsae«  ditr  f  irel.ieBtGät^ngceM^ 
«ngraicaa  GrtaeD  der  arafeii  Gattnog;  'und  aftar  gdUiit  Wä 

•iner  grosseren  OH^sse  der  iweiten  Gattung  eine  fj^f^ere 

Grosse  der  ersten  Gattuni;.  .  > 

Beispiel  1.  Die  Aigebra  beweist,  dass,  wofern  in  einem 
Producte  ein  Factor  (der  Multjpiicand)  ungeändert  bleibt,  a)  za 
ffleichen  zweitee  FaclereD  (Mnitiplicatoren )  sleiche  Producto  nd 
o)  zn  clnrm  tjrüssrron  zweiten  Farttir  (iVIultipiirafor)  ein  pros^seres 
Froduct  gehört.  lD<leni  sie  ferner  bei  der  Lohre  von  der  Theilunj^ 
das  Product  in  den  Dividend*  den  ersten  jbactor  in  den  Divisor 
«od  den  siretten  Factor  io  den  Quotienten  flbarsetit;^  folgert  ^ 
aof^leich,  dass,  bei  ungeandertem  TheOer  oder  Divisor,  a)  zu 
gleichen  Dividenden  gleiche  Qtiofienfen  und  ß)  zu  einem  grOsSMcn 
Dividenden  ein  grSsserer  Quotient  gehört. 

Beispiel  2.  Die  Planiinetrie  erweist,  dass  in  einem  Drei- 
ecke o)  gleichen  Seiten  gieiclie  Winkel  und  b)  einer  grösseren  Seite 
ein  grösserer  Winkel-  gegenüber  liegen.  Daraus  btssf  sich  dahw 
soelt'u  h  folgern,  da«s  auch  umgekehrt  c)  gleichen  ^STrikern  gleiche 
leiten  und  d)  einem  gröasera  i^inkel  eiae  grSaaere  Seite  ge^gen- 
fiber  liegen  müssen. 

3.  Diese  ^iätze  lassen  sich  nunmehr  leicht  auf  drei  oder 
mehrere  unter  'einander  zusammeohftneende  Gattonae»  Toa 
Grossen  änsdelmcD.    fidieii  ncmlieh  die  beiden  folgendeo  fiMM 


1)  „  Zu  gleichen  GfSsseii  der  ersten  Gattung  gehören  auch 
gleiche  Grössen  der  aweiteii»  dritten»  vierten  und  so  fort  jeder 
andern  Gattung. 

2)  „Zu  einer  tTrHsseren  Grösse  der  ersten  (Gattung  gehört  bald 
eine  grössere  bald  eiue  kleinere  Grös.se  einer  jeden  anderu  Gattung» 
jenacfadem  diese  mit  der  ciataB  In  gera4«r  oder  Terl^ehrter  Vcff» 
gleichnng  steht." 

•  Bann  folgert  man  daraus  tnmokelwt  fSr  Jode  ibiigo  Gattung 
sirei  SStT^e  von  folgender  Form: 

fr)    ..Zu  ü;lrirhen  CrHRRrn  jed^reder  anderen  Gattung  gehören 

auch  gleiche  Grüeaeo  der  entteo»  mithin  auch  jeder  Abi^gfD  Gattang*** 
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'.  .4)  M^Ui  einer  grOeeereo  Gröese  jediveder  anderen  Gattiu« 
wMithM  tta»  grtaeerf,  WM.  eiaekletMi»  Gitoe. der  cMtci^ 

jenacfidem  diese  zwei  Gattungen  in  ^peeader  oder  terkehrter  Ver- 
gleichnag  mit  einander  stehen  ;  mithin  gehurt  dazu  auch  entneder 
eine  gruaaere  eder  Jdeieere  Grüase  iedec  übrigen  Gattung»  je  nack- 
dem  iue#e  mit  der  enten  Gattung  m  gciader  eder  veikeM«r  Ver- 

'  '  BeispicfL  Iii  der  ^^^^^.^befrielaittattVoBdedid^^^ 
fen  Geraden,  die  nebst  der  senicrechten  aoa  eipi^  {Punkte 
ftD  eine  £^0^^  8^>^>>  werden  die  beiden  Sätze:  ' 

a)  Schiele,  welche  mit  der  Senkrechten  gleiche  Win- 
kel bilden,  sind  gleich  und  haben  ihre  i^Ba^unkt» toü  dem  der 
•Senkrechten  gleich  weit  abstehen.  j  .;,     '  .  .. 

^)  Zn  ^«em  grOsfermi  Winkel.  «Imt.  Scbicini  mit  der 
gerechten'  gehört  eine  gr^issere  oder  llftgerii^  Stik'lef«  wtA  efn 
tfO^eier  Abstand  von  der  SeBkiechten;  -  '  •  " 

.  flieraiie  folgt  nnn  umgekehrt: 

c)  Gleiche  Schiefen  bilden  mit  der  Senkrechten  gleidie/lVint 
kel  und  stehen  von  der  Senkrechten  gleich  weit  ab. 

d)  Eine  grossere  Schiefe  bildet  mit  der  Senkrechten  eiMM 
grOsaeren  Winkel  und  siebt  von  ihr  weiter  ab. 

e)  Schiefe ,  welche  von  der  Senkrechten  gleich  weit  abstehen^ 
bilden  mit  der  Senkrechten  gleiche  Wmkel  und  sind  gleich. 

/)  Eine  Schiefe,  welche  von  der  Senkrechten  weiter  absteht, 
Mld«l>Mil4lMr  2MtedrtMi'^nen  grOentm  WbMudUtlinger. 


Beispiel  3.  Die  XeM*  vim '  ttr^se  benreist,  dass 

.'a),;Bpgleiehen  Winkeln  srnMittelpunkte  gleiche  Kreis  bog  en, 
ItreisausMchnitte,  Sehnen  und  gleiche  Winkel  der  Sennen 
mit  den  Halbmessern  zu  ihren  Grenzpunkten,  gleiche  Abstände 
der, Sehnen  vom  Mittelpunkte,  gleiche  Sagitten  und  Kr^.isabr 
i|oliBUte  geboren;  nnd 

6)  dass  zu  einem  grSsseren  ^^1,^,1,^^^  Winkel  am  Mittel- 
punkte auch  ein  grösserer  Kreiabegen  und  Kreiaauaschnitt,  eine 
g^,7  ein  Winkel  der  Sebne  mit  dem  ^alb^ 

me^fer  am.  Grenzpunkte,  ein  ^^"^^i  AMnnd  der  Sebne  vom 

MlHelpnnkte,  ehe  y^^^  ~ kleinerer  ^^'^ 

schnitt  gehurt.  *  * 

0anns,kaita  man  sogleich  nm^kclirt  scMiessen,  dass  wenii 
ffaicv'dnr  genannten  Gegenstände  gleich  Ist»  auch  jeder  andere  gteioi 
nein  muss;  und  dass  z.  B.  einer  längeren  Sehne  ein  grosserer 
kehler  und  ein  kleinerer  erhobener  Wmkel  am  Mittelpunkte,  ein 
Ideinerer  Winkel  der  Sehne  mit  dem  Halbmesser  an  ihren.  Grenz- 
te ein  Irikierer  Abstand  yom  Mittelpvnktn  ii.  n.  £  nngehOrt 

4^  anftit  wenn  din  AMUbwIgiMii  dsr  hsiwfclslto  Gattungen 
hl  hnstiamtofea  Hm»  nnniH»di«n  wiii»/  liiil 


sidi  cUs  aDgefflhrte  UmkebnugBeeaetz  noch  beofitieD,  wie  s.  B. 
liei:jieriProp<»rttovalitit>nirah»  CSattangM  voo-  CMUmIi»-  , 
Itt  'MBilioh  eriEanot  y  da«0        GaMaagen  ron  GrÖsacn  demt 

stalt  zasammenhängen:  o)  dass  zu  gleichen  Grossen  einer  jeden 
Gattung  audi  gleicbe  der  äderen  und  ß)  za  einer  grosseren  eioer 

JedMi  Gattung'  auch  «ine  ^  andeMO  gehOit  «od  |)  iaM 

zu  jedem  Vieirac%^  ^Wt  jäM'  flrtlaaa.^^f  »«wtofi  CSatfoog  da» 

de^r^ZroTUrftlTheil       ««Sf^hörige«.  Grösse  der  zweiten  Gattung 

gehürt;  so  gilt,  vermuae  d^s  erwäbi^ten  UmkehrunsTSgese^etf, 
auch  der  Schßss  umgeKelirf  von  der  zweiten  Gattung  auf  die  erste, 

ditvct 

bei4e  Gj^ttuogen.  v.(vb  .Gi:9jiaeo  hmumu  d^na  au  aloander  ,^^^^||^ 
importioiial 

5.  Ans  sdlea  diesen  äeispielaa  erhellet,  daas  hier,  so  wie  in 
ähnlichen  Füllen  die  ßeweine ,  ja  sogar  die  blosse  Anführung  der 
umgelcehrten  Sätze,  da  diese  iiir  sich  verständlich  sipd,  überflüs* 
sig  ist ,  wenn  onr  diese«  Umkeliningsgeiets  ali  dMi  tn  ÜWAfrlefc- 
tenden  bereits  bekannt  vorausgesetzt  iverden  darC  daher  zu  diesem 
Zwecke  €t\Va  in  die  Vorrede  oder  in  die  ViihegitÜ»  dai  iMtMA» 
dea  Lelirbaabca  aufg^oommea  werden  ist 


t 


tn. 


Uebet  tüditecie  Be.weise.and  ilir«  Eraatsung  ' 

darch  direetek 

].  Directe  Beweise  lassen  bekanntlich  die  Wahrheit  ihres 
Satzes  als  Schlusssatz  aus  richtigen  Prüraissen  unmittelbar  erken- 
Den ;  Indir^cto  !Beiiteise  dagegen  stellen  die  Gfiltigkcit  ihrer  Behaup- 
tüng  dadurch  aüsser  Zncliei,  tlns^  sie  zeigen,  das  (^Piicnthoil  der- 
selben sei  unmöglich ,  in  so  fern  es  andorn  anerkannten  Wahrheiten 
wi4frstreitet  jJ)irecte  Beweise  gewühien  daher  eine  befriedigende 
Erkenntatss  des  nothifimdigen  Zasammenliaagea  der  Behauptung 
mit  ihren  Beweisgrflnden,  indirecte  aber  lassen  nur  den  WidefialMtt 
des  Gepentheils  der  Behauptung  mit  den  Beweisgriinden  erkennen. 
Denn  directe  Beweise  zeigen ,  dass  und  warum  etwas  wahr  »ei  und 
gerade  so  sein  müsse,  die  iadifetten  aber  bloss «  dass  und  warum 
aVnicHt^raladk  ael  und  nicht  anders  sein  kOnae.  Durch  den  direo 
ten  Beweis  tverden  wir  daher  weit  inniger  von  der  Wahrheit  dos 
zu  beweisenden  Satzes  durchdrungen,  als  durch  den  indirecten 
Beweis,  welcher  uns  bloss  das  Zugeständnihs  derselben  abnuthigt. 
^och  mod  dämm  die  indirecten  Bewteiae  nodi  nicht  geradem  Ver- 
.^enlicli;  deoii  wo  sich  die  vorausgesetzten  .pisjunctionen ,  von 
'd^iien  man  eitie  behauptet,  die  (ihrigen  aber  widerlept,  vollständig 
^ersehen  lassen,  wie  vorj^lglich  in  der  Mathematik,  pa.sst  der- 
^Ibe  inuAerhin.  Wünscheoav^erth  bleibt  es  Jedoch  iinmer ,  dlä 
Indirecten  Beweise  flberally.wo  es  nur  angeht,  du^cE*  directe  za 
ersofzon  und  sie  nur  als  unumgHnsjliche  iVothbehelfe  zu  eebrauchen. 
Wie  jenes  Ersetzen  wenigstens  in  manchen  Fitten  giitblat 
den  kann  9  aoU  hier  gewieeen  werden. 
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.  *•» 

2.  Haujpthülfen  der  Vermeidung  indlvMflilr  Beweise  mud  die 
bereits  in  dfen  vonngehetiden  zwei  Abschnitten  behandelten  Cook 
trapositjonen  hypothetischer  rrtlieilc  und  die  Umkehntn^  hypother 
tisch  -  (lisjiinctiver  Urtheilo  ;  da  die  daraus  nips.seriden  jfj|ini|^MMM 
Folgerungen  sonst  indirect  erwiesen  werden  miissten. 


Man  wird  daher  überhaupt  das  indirect  zu  beweisende  logische 


'.yi        '»i.»  JM').  '.Uli   <   .bli//  ''" ^'tJd -ttit   '    -'dlKll  ll'ili  i!'>:    j  l'tidrM« 

bewleaen  w^nha»  «o  winl  mn.wftl^A^ß 


„Wemi  il  Ist,  80  bi  J?«* 


Sil  erweleeo»  eo  zeigt  man  zuvörderst  ,  . 

„Wenn  J?  nicht  ist,  so  ist  auch  A  nkht."     ' '  ' 

Sehr  oft  muss  ab^r,  hierbei  noch  eine  Umgestaltung  des  Ausdruckes 
dpi  vqrerst  2U  erv^eiifendeB  contrapoDureD^en  Ür^he;!«  Torgeoom- 


mW«»  swei  in  einer  Ebene  beioMÜM  4ImMNI  Von  einer  drti^ 
teo  unter  gleichen  Wechselwiokeln  geschnitten  itetdea  (d.  k.  so, 
dass  jede  zwei  Wecheelwinkel  gleich  sind  lod  jede  zwei  Gegen* 
Yfii^k^  ^}  zusammen  genommen  awei  recl^t^  Vinkel  ausmachen), 

4clpeidftB  M»>«ich,  nic^t»  ^lld  sind!. also  jH|i..einaiid«r  pondleif*' 

„In  jedomDroMMÜt'  '  ' 

1)  der  iosaoro  Wtokol  giltoMr:«!»  j^dflf  iiilMM  'ilial- g»gtii- 
über  Jieeende ,  iind 

2)  die  Summe  jeder  zwei  Winkel  kleiner  als  zwei  rechte»'*  t 

Beide  lassen  sich  nun  in  den  Satz  zusammettiiehen : 
■'wWenn  sich  zwei  Geraden  schneiden,  so  werden  sie  Ton  jeder 
dlltm»  Geraden  in  zwei  Punkten  dergestalt  gesehDitten,  dass  auf 
Mieiilf;«»  Mt»-4«r  Schneidenden,  tanf  iv«kker*lfcr  Doreiischnitts- 
punkt  liegt,  der  äussere  Winkel  gruaaer  als  sein  innerer  Wcch*- 
selwinLel  und  die  Summe  der  inneren  Gegenwinkel  kleiner  als  zwei 
rechte,  i^l;,  kvu>«Msi9i  werden  unter  uogj^hefi^  Wechselwinkeln 
gtocl^ttcik'f    •  ".t/.:.  -  . 

Dai^am  folgt  deunaeh  'der  aiiMgs  anfgostelH«'  Sats'  «nmHtolbar 
bloss  dawh  ^thifKln  CortBrtoiMioa  uhiie  4m^m/iim&MtmmiMwm 

^lydUg^  it  •.     .        •*'    .  .•<>  .14  .  j    II  t;.  ) 

:    '      •  '.    ,•    i  '*..'••.. 

•TT^n^^»  .  •  1  I *•...•.•  /  •  •! 

'  '  ^  Ve^:  Hair  AnftiogigrfinlA  M  tefaien  Ü9tmMa»  CMIs.  t0ß, 

> aii.'f:'m  "  '   •    '  • 

.  \ 


L 
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Beispiel  2.    Eben  so  folgt  sein  vSatzt 

'^WeDD  an  den  Berührung8pi,iukt  einer  Geraden  m^t  einer  Kms- 
Haie  der  Hilbttiesfier  gezogen  wlvd;  ^  ae  niuw  dieser  auf  der  berflk* 
fendm  Geraden  senkreclit  aein*'      '*  ' ' 

obne  den  indirectea  Beiveisy  den  er  giebt,  ana  dam  aielttt  ▼aifccr- 
gebeodto  Lehrsatze: 

Die  gerade  Linie,  ftel«  l)e  auf  dorn  Halbmesser  in  dem  End 
punkte  «enkrecht  errichtet  wird,  henihrt  die  Kreislinie; 

,,Jede  andere  Gerade  aber,  die  durch  eben  diesen  Punkt  (alae 
acbiel  gegen  dep  Halbmeaaer)  gezogen  wird,  achoeidet  die  Kreis- 
linie noch  in  einem  svreiteo  rtanfite.'* 

Denk  tterana  foljlt  durch  GentraposMion  nmaittelbar: 

,,Weno  eine  Gerade  eine  Kreislinie  in  eioem  Punkte  iiicM 
schnoirlnt,  .sondern  berühr^  fO  tatofe^-M«  niclU-acilief  aofdaatH^^ 
measer  dieses  Punktes'^  '  '. 

und  dieser  8atz  ist  dem  zu  erweisenden  gleichgeltend. 

3.  ort  kommt  zu  erweisen ,  dass  unter  mehreren  mOglicheD 
Ciegenstanden  einer  Art  nur  ein  eioxtser  eine  beschriebene  £igen- 
adäft  beaitae»  ^  ainefn^aoMM»  Falw  umgeht  man  den  indirectea 
Beweis,  wenn- man  darthut,  dass,  sobald  man  sich  ausser  jenem 
ausgezeichneten  Ge^c^n^^tande  noch  was  immer  ftir  einen  dieser  Art 
denken  will»  er  die  angeführte  Eigenschaft  nicht,  oder  das  Geseo- 
fheil  deraelben  baaitit.  Zuweilen  lat  dam  erfoiderlich/  die  l>eHnl- 
tlon  dieser  Elgenacbaft  und  ihtea  GageMheHa  tn  däm  miatwaiaaii- 
4eD  Lehrsätze  zu  wiederholen. 

>'»    Beispiel  L  Solider  Satz  bewiesen  werden? 

„Jede  brpTenrtp  T.inie  hat  mir  Einen  Halbiningspunkt 
so  zeigt  man,  diWH  jeder  andere  Punkt,  den  man  sich  ausser  dem 
angenommenen  Ualbfrnngspmikte  denken  will,  die  Linie  in  zwei 
Theile  zerschneidet,  von  denen  einer  kMlMr,  'da^  aodata  ClOaMT 
ala  die  Hüfte  lat,  die  aiao  angleich  alwL  .       ,     .  . 

'     Bel#|>l«t8.  Den  Satz: 

„Durch  einen .Pnnkt  lat  auf  ahm  Ganda  nor  «inaflnrfgeSanh» 

rechte  möglich" 

beweist  man,  indem  nian  durch  diesen  Punkt  ausser  der  angenom- 
menen Senkrechten  noch  eine  beliebige  andere  gerade  Linie  führt 
mid  TOD  ihr  nachweist:» .  daaa  ale  mit  der  gegebenen  uogleich» 
Nebenwi*lml  bildat»  al«a  iikhl.aaaknfeht,  aondaia  achiaf  Mf  dift* 
steht 


4.  Häufig  h;it  man  zu  beweisen ,  dass  irgend  einem  Oee:en- 
n^tande,  z.  B.  einer  Linie,  insbesondere  einer  geraden,  oder  einer 
Fläche,  insbesondere  einer  ebenen,  mehrere  solche  Eigenschaften 
zugleleh  nnimmmen,  von  denen  jede,  an  und  lllr  aieb  allein  bedach- 
tet,  nur  einem  eli)zig;en  derartif^en  (Jecenstande  anhaften  kann, 
in  einem  solchen  Falle  denkt  man  sich,  nebst  dem  angenommenen 
mit  einer  derlei  Eigenschaft  begabten  einzig  müglicheo  Gegenstände« 
■ach  einen  weiteren  mit  einer  aolchen  Eigenachaft,  Ton  dar  baiaite 
iwchgewiesen  Ist,  dass  mit  ihr  nothwemus  auch  jede  der.Qbrigeo, 
alaa  mch  jene  voiauagcaatate,  Tarknfipft lat;  nnd  achjiaaat  iaf- 
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«OS,  da«8  jMcr  .GMMsteod  nit  diesem  gm  ideotiscli  sein  mam, 
folclidb  diSto  Midi  Ub»  «Ib  ^Msm  liwitwi  Eig»liniiiiB 

Mfc&iai&en. 

Man  Hab»  mSuikk  •y^etswi  Mgrai«  iwü  üiflwilt  fcüthi 

lestgestellt: 

1)  „^u^  ein  elnauges  Sobjed  luinn  Jedesmal  ^ines  der  Merk- 
pnle  a,  b,  c,  il..>.  dpssh  biwdtifen.^* 

'  2)  ,|Wbnn  unter  getdssen  Umstinden  ein  soldwi  Sitlrf «et  das 
MerlraMu  a  besitzt,  ho  konunea  ihm  aii^  aDs  Übr^^  Meilanab 
e,  d,,*»  vereint  zu.*' 

Dann  gilt  auch  das  folgende  Urtfaeil: 

y,\Veno  unter  denselben  Umstioden  ein  Sobjert  S  eine.^  der 
letsteren  Merkmale  b,  e,.d»,».  ohne  s  besUxt»  so  betutat  e«  muh 
all«  ftbrigen,  .      ^         -  ^ 

d.  fc.  wmm  8,byt,9^lat  aoeb  a,mtd.i.^  • 
wem        ist,  so  ist  auch  S,ab4»»*m 
mmm  S,d  ist,  so  ist  aucb  ^,c6e»..* 
n.  s.  f." 

kurs  die  Merkmale  a,  b,  e,  rf«..  kOnnen  unter  diesen  Umständen 
idebC  vstt  aiikader  getrennt,  soodenrnar  versial  bssteben;  sie 
sishsB  nid  fiMta  mit  sinaadar. 

Es  genügt  htn  aar  den  dnen  Sats:- 

„Wenn  8, b  Ist»  so  ist  aneb  S^^ed, •  • " 
m  atfwtom,  da  di*  ilnrlgmi  Uiü  abaiog  slad. 

Man  denke  sich  unter, den  hier  stets  bedungenen  Umstlodeii 
das  einzig  mo<;ri(;he  vSubject  S' ,  dem  das  Merkmal  a  zukommt; 
dann  besitzt  es  auch  das  fVlerkmal  h,  vermOge  des  zweiten  aln 
erwiesen  vorausgesetzten  Satzes.  Aliein  dieses  Merkmal  ö  kommt 
sofolge'-der  Annabme  dem  Snbjecte  S  an  mid  kami  nSbfa'  dem 
ersten,  als  bereits  für  gültig  anerkannten  Satie»  nur  einem  einzigen 
Subjecte  ef£fen  sein ;  folglich  mn«'s  f^.is  StiHject  S  mit  S'  einerlei, 
ganz  das  nemliche  Ejne  sein;  mitbin  kommt  diesem  Subjecte  8 
aach  da«  Merkmal  a  «ad'  daber,  gemiaa  dem  aivaftatt.  8atee,  aneb 
dia  w^Merea  Merlunale  Cp  d^tt^^nL 

Beispiel  1.  Die  Planimetrie  crweiiA  folgenden  Sats:- 

.  .  „Jede  Gerade,  die  in  einem  Dreiecke  zu  einer  Seite  parallel 
geführt  wird,  zerschneidet  die  beiden  anderen  Seiten  proportional" 
(d.  i.  so,  dass  die  von  einer  gemeinsamen  Spitze  aus  auf  ihnen 
abgescbaltleoeo  Stdeke  den  übrig  bleibenden  Stocken  and  den  gan- 
asa  Mfea  ^Ibst  direet  proportional  sind). 
Dieser- Satz  umgekehrt  lautet: 

,,Eine  Gerade,  die  zwei  Seiten  eines  iJreierkes  proportional 
'  zerschneidet,  ist  zur  dritten  Seite  parallel"  und  wird  gewöiinlich 
ladlreet,  auf  folgende  Welse  aber  aneb  dinci  erwiesen. 

Jede  begrenzte  Linie  kann  tob  einem  angewiesenen  Grtmm^ 
punkte  zum  anderen  hin  In  einem  angegebenen  Verhältnisse  nur 
>  auf  Eine  Weise ,  d.  i.  durch  einen  einzigen  Punkt ,  in  zwei  Theile 
geäMÜt  werden.  Man  kann  daher,  den  fUnschnitt  der  Geraden  in 
dkfr  «ral*  Salt*  eirtweder  frei,  oder  erat  dnrcb  diassa  VsrbiHblsa 
basimmir  siiibsty  hm  thMIt  maA  unt  Ebi  Pnakt  dk  sMila 


M«e  In  deiwtlbMi  VerlifiitBiMe,  in  wcidiMi  die  erste  bereite 
9iibeUt  bt  :I>vcb  sifei  Pnkte  ist  Bin  Eine  Gerade  deeitbar) 
also  hier  aach  nur  Eine  Gerade ,  \>  eiche  die  zwei  Seiten  in  gletclieM 
Verb&ItnisAe  zerschneidet.  Durcli  einen  Panlit  i^t  zu  einer  Gera- 
den nur  Eine  parallele  Gerade  möglich  ;  also  durch  jenen  Thei- 
iwig«pufil(^  der  ersten  Seite  auch  hlo««  VAae  |^aM«^  Gerade  xur 
dritten  Seite.  Diese  |>arallele  gfiiwbptidet  sbjsr.  dte  beiden 


ni|,  Selten  in  gieicbem  Verfafiltnisse.  Mithin  ist  jene  proportional 
serschneidende  Gerade  mit  dleMt  ptfaUelSD  ideoUfcb».  «t  »tibsl 

parallel  zur  dritten  Seite. 

Beispiel  2.  In  jedem  Dfeieclce  i^at  a)  ieder  Winiiel  nur 
Ehe  Halbimngslroie^  b)  ans  jeder  Spitz«  liest  «leb  auf  die  gegeo- 
Sbinr '«tebetide  Seite  nnr  Eine  Senlcrechte  Mtm,  c)  jede  SpitM 
kann  nnr  durch  Eine  Gerade  mit  dem  Halbinin^spunkte  der  Ge^n- 
weite  verbunden  werden,  und  d)  in  dem  Halbirungspunkte  jeder 
Seite  lässt  sieb  nur  Eine  Gerade  auf  die  Seite  senkrecht  aursteilen. 

Nnn  kemmt  aber  fm  deidlMbenkllgM  Pwfacbe  am  SeheitU 
deaselben  derjeni<^en  GeraMn,  weiehe  die  erste  Eigenschaft  beslte;^ 
anch  jede  der  drei  übrigen  zu;  mitbin  sind  in  diesem  besonderen 
Falle  die  angeführten  4  Eigenschaften  unzertrennlich  mit  einander 
verhupd«a>  jede  einzeJrie  zieht  die  drei  übrigen  nach  «ich.  Dar- 
nach ergeben  sieb  als  Tollkoronien  begründet  diu  hfilmnntm  i  Sites 
Ton  der  Halbiningalinte  de«  l^ipkels  am  Scbeltel  im  |^eicbad|aBk- 

Umd  Dreiecke. 

*  .  •    I  /     .  •  .  • 

5.  Zuweilen  hiUI*  inan  sieb  aucb  schon  daaait ,  das«  man  4m 

zu  erweisenden  Satz  nicht  im  voraus  vollständig  in  Zeichen  dar- 
stellt, die  ihn  erlfiuternde  geometrische  Fipur  nicht  panz  auszeich- 
net, sondern  erst  im  Beweise  die  nöthigen  Zeichen  oder  räumlichea 
Gegenstände  rinfllbit.  So  a.  B*  Itat  alcb  der  Sate: 

miIK«  Mitte  der  Hypotenuse  eine«  lecfatirlDkUgeD  BreiadES  liegt 
Too  den  Spitzen  dmelbe«  gleich  weit  ab'', 

den  Euklid  indiivct  erweist,  direct  erweisen,  wenn  man  den  rechten 
Winkel  durch  eine  Richtunt^  so  zertheilt,  das«  diese  mit  jeder 
Kathete  einen  eben  sp  gro&sen  Winkel  als  die  Hypotenuse  bildet 
Denn  dieae  Richtanff  schneidet  la.  .dia  Hypoteuuat  ei»»  aa  jeder 

Kathete  liegen  gleiclbe  Winkel»  also  in  den  entMtandenen  beiden 
Dreiecken  diesen  Winkeln  (;ecentiher  gleiche  Seiten.  Mithin  ist 
jener  Einschnittspunkt  in  die  Hypotenuse  von  allen  drei  Spitzen 
des  Dreiecks  gleich  weit  entfernt,  und  also  auch  die  Mitte  der 
Hypotenuse« ' 

6.  Andere  Wege,  auf  denen  man  in  besonderen  FSlIen  die 
indirecten  Beweise  umgebt,  ^statten  endlich  nicht  wohl  eine  all- 
iJenataa  Anlegung.        ..        .  . 

"  '8d  X.  B;  der  SMi : 

*  c  ■ 

„  WepD  9wel  In  elnfr  Ebene  fatbaltuM  uuendUdia  Ärad««  iroB 
ulljM^r  dritten  unter  gleichen  Waehaelwiiikela  jieacluiittfeii  wfrdeB^ 
aa  atbneidea  «ie  sic(  öicJbt'S 

wird  bewiesen,  indem  man  die  zn  beiden  Seiten'  der  SchneidenAeu 
gelegenen  Paare  von  Richtungen,  was  hier  m(k»lich  ist,  znr  Deckung 
brii^  und  nun  statt  des  hier  gew^kaliobed'  indireeten.  Beweisea 


üigitizeü  by  LiOOgle 


duect,  wie  folgt«  scbUfiMK  W4»n  Paare  geMer  linien 
irit  «iMUMler  mMniiiciiralleDd  eedaeht  wenleii  kSooen,  «o  mflMei^ 
irmii  <Re  Geraden  de»  einen  Paare«  sipli  adkneiden,  auch'  al^  'dep 
anderen  Paares  «ich  schneiden ,  und  wenn  ieqe  von  einander 
getrennt  bleiben,  auch  diese  überall  ans  einander  hlotben.  Daher 
Bfleseo  (tie  beideii  betrachteten  uobegreoaten  iieraden  eottvedcr 
zu  beiden  Seiten  der  Schneidenden  getrennt  bleiben  oder  anf  iNfiden 
Seiten  zusümnien treffen.  Das  Letztere  ist  jedoch  undenkbar,  well 
z^vei  Gerade  höchstens  Einen  Punkt  gemein  haben  können;  nithin 
gilt  da«  Eretere«  n&o4icb  die  Geraden  treffen  eich  nirgeBW* 


IV. 

Unirnr  4U  Ynrnnldang  der  indnctorln^nn  Bnw.tln« 

I  In  4nr  JUn-thnnintik.  • 

*  *  .    ♦  ■ 
^  1.  Die  IndncHens-BnivtlMi  wcfden,  wegen. ilm  in  groMtn 

WtUlStifigkeit,  in  der  IVIallicmtik  nur  als  NotblmEelfii  Tenrndet, 

wo  andere  prHcise  Beweise  maneeln  Denn  vorerst  rouss  aus  meli- 
rereo  einzi^lnen,  an  oder  nach  einander  gereihten  Füllen  das 
Genfineanie  oder  allgemein  Gültige  abstrahirt  und  als  in  einigen 
nrsttn  Fällen  gültig  nachge^vieisen  werden.  Dann  ist  zu  ervieisei^ 
das8  sobald  dies  ain  wahrsebeinlicb  hingrstfllte  (>esetz  bis  zu  einem 

SewisMen  Falle  gültig  ist,  es  auch  noch  bis  zu  dem  nächst  f<Jj»en- 
en  Falle  gelten  müsse.  Dadurch  erst  ertaugt  man  die  Ueberzeu- 
gang,  das«  das  aufgestellte  Gesetz  oder  der  zu  beweisende  Sats 
allijenipinQ  Gültigkeit  besitzt;  und  der  Inductiohsbeweis  heieet 
so  fort  vervollständigt,  ^'icht  bloss ,  dass  dadurch  der  Zug  des 
Beweises  sich  sehr  verlängert  so  erfahrt  man  durch  ihn  auch  nur, 
wfe  Jeder  fdcende  Fftli  mit  wtt  nichet  frflberen  mammeohfingt, 
keinemvege  i|ber  gewfnnt  iban  eine  helle  Einsicht  In  den  nothwen- 
digen  Zusammenhang  de«  zu  enteisenden  Satzes  mit  seinen  Beweis- 
gründen; die  Kraft  des  Beweises,  der  nervtut  probandi,  wird 
gleiclmn  tetdapfcelt'  oder  versteckt  gehalten. 

2.   Wo  daher  der  inductoriscbe  ßeweis  sich  vermeiden  ViiM^U ' 
dn  sollte  m^n  ihn  immer  .dnnch  nionfi  aof  nein  Siel  gerade  lq«ge- 
nsnden  direften  Beweis  ersntsnn, 

Beispiel  1.   8o  wurde  sonst  der  binomische  Lehrsalii' in  der 

Al{»ebra  für  ganze  absolute  Exponenten  inductorisch  erwiesen,  wie 
er  selbst  durch  Induction  entdeckt  worden  war.  Allein  wie  voll- 
ständig  und  richtig  der  Beweis  auch  hingestellt  werden  mag,  so 

SewäKrt  er  doch  dem  denkenden  Geiste  Iceine  deutliche  und  Mben- 
ige  Ueberzeugimg,  weil  man  nicht  den  nothwendisjen  Zusammen- 
hang des  BildungHgesetze^  der  CoelTiciepten  der  einzelnen  Glieder 
mit  dem  Bau  der  Potenzen  einsieht.  Heut  zu  Tage,  wo  die  Com- 
himitionslehre  auf  den  hinreichenden  Grad  ausgebildet  Ist,  mrd 
jener  inductorische  Beweis  durch  den  •dlincifn.  CiNnMnatolllchin. 
als  den  übeneugcindetep  ersetzt.  , 

•)  Vergi.  De  Veley  «l««Miit«  de  Wom^trie.  8  Mit  Gen^v«  1880. 
pa«.  M.  mm,  Ml'  -OIub.  BL  ebene  RMmgrötaeniehra.  S  Ani*  Bmn 
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Beispiel  'i.   Ilben  so  kaira  der  Satz:  * 

'»»Das  Product  mehrerer  Zahlen  nihi  durch  jede  Zahl  getheilt 
4eiiselbeD  Rest^  wie  das  Product  aer  Reste  der  Factureo  nach 
dem  BenOiclMm  Tbeiler" 

gMMl»  Webt.  • 

Geben  die  FiMoren  4m  Prodactes  durch  den  Tbeiler  t  ^ettieift 

die  Quoti  a,  b,  c,  m  und  die  Ke^te  «»  /}»  /»....ft»  so  sind  die 

nach  einander  folgenden  Factoren  at-{-u,  Itt-^p,  ct-irf,,,  ,,nU-^ 
daher  das  Pradnct  aellMt 

Deokt  man  sich  nun  die  Mu|tipHcatioD  ausgersbrt  und  daa 
Endresilltat  nicht  redncirt»  so  liefert  in  jedes  Tbeil^roduct  di^ea 
nicht  reducirteo  Endproductes  jeder  der  xtveigliedrigeu  Factoren 
ein  Glied»  sein  erstes  oder  sein  zweites;  daher  muss  es  ein»  und 
zwar  nur  ein  einziges,  Theilproduct  geben,  welches  bloss  die  iwei-. 
ten  Glieder  der. Factoren»  also  gar  wAn  «fstaa  GKed  eines  Factors^ 
in  sich  vereint  und  daher  =  aßy...fi  tfd.  Jedes  der  übrigen 
Theil^roducte  aber  muss  wenigstens  aus  Einem  Factor  das  erste 
Glied  in  sich  aufiiehinen »  folglich  sowie  dieses  erste  Glied  selbst 
duth  dan  Thieilc^  i  ^eHW  aMo;  iuHMb  nfiant  es  auf  dca  Rait 
.ika  gaiiaeii  Productes  gar  keinen  Einfluss ,  sondern  bloss  jenes  ein 
^ge •  Theilproduct  aßy^.^.fi,  Bamlidi  das  Prodoct  dar  Baato 
der  einzelnen  Factoren.  <  . 

^  Die  neuere  höhere  Aiialysis  nimmt  es  mit  der  Induction 
gfwuhnlich  nicht  sehr  genau  und  dies  nicht  ganz  ohne  Recht 
Sjalir.olll  aiaialrt  man  nämlich  an  den  Gliedern  einer  Reihe,  aa 
mehreren  nach  einander  folgenden  Ausdriicken  oder  Gleichungen» 
welche  aus  einer  Untersuchung  nach  und  nach  sich  entuickelu» 
aio  bestimmtes  liilduogsgesetz  so  deutlich  ausgesprochen »  dass  ea 
fttr.mitilaia  Waitläufigkeit  gehalten  wflida«  weoa  van  die  vaUfcom- 
nena  Gfiltif^rtt  dieses  Gesetzes  erst  noch  umständlich  nachweisen 
wollte»  da  nian  doch  den  Gang  der  successiveo  Entwickelung 
leicht  überschaut  und  aa  der  Richtiglceit  der  ohne  Mühe  hiuza- 
ateHehden  allgemeincB  Famen  aolcber  AmMcke  oder  GleidiiinMii 
auch  nicht  den  mindestea  Anstand  findet.  Belege  hiezu  gellen 
s.  B.  die  Reihenentwickelnngen  der  Exponeotiellen ,  Logarithmen» 
ISiaus»  Cosiuua  u.  dgl.  mittala  da«  Alethoda  der  uabestiauaten 
CoelEcieBten.  ... 

•      '    V.  •  . 

Uaber  die  Umgehung  der  logischen  Divisionen  und 
Diatiactioneo  io  mathematischen  Be.weiaeu. 

*  •  •    •  •  * ' 

'  Die  logische  DiTision  fordert  die  voHstfindige  AufzShIune  aRer 
einem  höheren  Begriffe  untergeordneten  und  (Mnandor  seihst  neige- 
ordneten  Begriffe.  V^>n  ihr  wird  in  der  Mathematik  häufig  Gebrauch 
■Maacbt»  wenn  die  Gültigkeit  eines  Theorems  für  alle  verschiede- 
nen mSgUelian.Falla  etwfiano  waidan  aalL  fia  IlMt  aMi  jadaeli 
nickt  Verkeaaea,  daea  dadoick  der  Baweia  waMlnlig  Und  i 
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m  öbersehen  ausfiillt.    Damm  bleibt  es  vortheilhaft .  dorirloirben 
Eiotbeilungen  und  Unterscheidungen  überall,  wo  es  ohne  ßcoiti- 
tiichtieung  der  Strenge  und  AUgenieinheit  des  Beweises  geschehen 
loHiii,  bei  Seite  sn  laesen.  Wie  dies  in  einseinen  FSilen  xu  leisten^ 
sri>  soll  hier  geseigt  weiden. 

Keispiel  1.  Ein  in  der  Matfiematfk»  besonders  in  der  Geo> 
metrio,  oft  vorkommender  Fall  ist  der,  wo  die  Gleichheit  zweier 
Grüüi^en  A  und  Ji  indirect  zu  erweisen  ist.    Hier  s<*hliesst  man 

fewOhnlich  also:  „KCnnte  A  nicht  =  B  sein,  so  müsste  enti«'e- 
er  A^ß  oder  A<^B  sein/'  Und  dann  zeigt  man,  duss  weder 
lenes  noch  dieses  bestehen  kann.  Allein  immer  Ifisst  sich  der 
Nachsatz  hier  so  wenden:  „WSren  die  Grossen  A  und  ß  iin^leich, 
so  mäsfite  eine  aus  ihnen  die  grussere  sein ;  sei  diese  die  A,  Däm- 
lich AyB,**  Ibt  man  dann  nur  dieses'Eine»  dass  die  zwei  Gros- 
sen nicht  nngleich  sein  k5nnen»  erwiesen,  so  mflssen  sie  noth« 
wendig  einander  gleich  sein. 

Beispiel  2.  Der  planinetaMie  Ms; 

„Parallelogramme  von  glalchen  Gmndlbie»  und  Hohen 

sind  gleich" 

wird  von  Euklid  erwiesen ,  indem  er  die  Parsllelograrome  auf  einer- 
lei Grundlinie  zwischen  dieselben  zwei  parallelen  Geraden  stellt 
und  dabei  die  hier  uiüglicben  drei  Fälle  unterscheidet,  je  iiuchdeni 
ein  Grenapnnkt  der  snr  Grundlinie  parallelen  Seite  entweder 
swisdien  die  Grenzpunkte  oder  auf  einen  Grenzpunkt  oder  end- 
lich ausserhalb  beider  Grenzpunkte  der  analogen  Seite  im  andern 
Parallelogramm  zu  liegen  kommt.  Man  bedarf  ledoch  dieser  Unter- 
scheidung gar  nicht,  wenn  man  die  ParallelocTamroe  nicht  als 
Summen»  sondern  als  Unterscliiede  congruenter  Trapeze  und  Drei- 
ecke darstellt  *),  indem  man  bloss  die  l|^iden  Dreiecke,  deren  Con- 
pnienz  man  jedesmal  enveisen  ninss,  von  dem  entstandenen  ganzen 
Trapeze  abzieht,  wornach  theils  das  eine,  theüs  das  andere 
Parallelogramm  fibrig  bleibt  Aehnllch  'iro^luct  man  anch,  wenn 
man  erAveisen  will,  dass  Parallelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  USben  gleich  sind  **)• 


*)  Ver^l.  Leslic  T.  Geomotrical  AnalysiR,  Vega  Vorlee.  über  Mstlae- 
matik.   7  Aufl.,  heraasgegeben  von  Matzka.   Wien  1835. 

**)  Vergl.  Nr.lT.meinea  AnfniiesImArcfaiT.  Bd.  4.  Heft  4.  S.  ses. 
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Oonf  om^vlMiie  AunSsuMir  «Urtier  «Iti- 
cliiiniren  von  Her  Vwm  aac  +  äif+e» 


Von 

dem  H^ausgeber. 


WegMi  der  drittea  der  drei  anüsalGsenden  Gieiehaogeii  ist  mau 
berechtigt 

^a:=coS9Cosi^, 
1)  jy=8iQ<3Pco<j^, 

zu  setzen,  und  hat  dano  bloss  die  beiden  folgeodeo  Gleichungcii 
audulOsen : 

I  I  aC089>C08t/;-|- Äsin  <5Prns  1^'  I  f  siniprrrt, 

j  aj|eoa9>cos^-i~6isin9)cos'^-|~<^i8iD^=ta. 
Bringt  man  dien«  CHAiditingen  «nf  die  Form 

i(a  cos  <p-\-ö»m  (j)  )  COR  iif^c  sin  i/;  —  i, 
(a^  cos  9 + 6i  sin  (p)  cos  ^  +    sin  ^= t\ ; 

und  bestimmt  aus  denselben  Binf  and  Ofmf  durch  gewSbalielw 
algebraische  EllnÜDaliony  so  erhSlt  man: 

I_  (gl,  -  ig  J  cos  9    (6t,  ~  fft; )  sin  y 
sto  ^  —  (acj «  ca,)  CO«  9» + («c,  -      «in  9 ' 
^^•"■"(«ci  —  cai)cos<p  +  (6c,  — cfti)«üi9' 

Weil  non  «in  i/i'  +  coß^*  =  l  ist,  so  ist,  wie  man  leicht  ündct: 
5)  K«Ci  — c«i)"  — (ot,  —  tOi)' )  cos  qp* 
+l(dCi— c6,)*  --(di't  -  ibr)*  \  sing)« 
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«ES  welcher  Gleiehniig  9  bcstSinnit  weiden  niuw.  Seist  auui  «ber 

10  derselben  .  • 


.M.eifcill  fl|e^«i|geiri0  fOeiMti      .      v.t.        ;        .  .i 

6)  2  { (ai,  —  ta,)  (bi,  -  tÄ, )  —  (act  —  ra,;  (^c,  —  tV/j)]Äij>,^^        "  '  *  • 

Berockoet  nao  jelit  4en  HaUswinkel  6  mittelst  tlcr  l  urmel; 

7)  taog  ö  = 

2 1  (ot*.  -.«!,)  (6*i  -^.)-'(«Ca-.c«i)(Aci  -c^;>l  ' 

so  erliilt  man  nach  einigeo  leichteo  Reductionea  zur  BereGfanune 
von  9  den  folgeodeo  Anaiirock: 

8)  sin  (29—0)  =^ 

2t  (oi,  -  to.)      -.i6.)-(a<:,  -CO,)  (6c,  -"^5Jj  ^• 

Nach  einer  sehr  bekaonten  arithmetuclico  Traosfennation  cr^e 

ben  sich  aber  hieraus  zur  Rerechnun^  von  9  die  folgenden  Ans- 
drOcke.  Man  berechne  zuerst  die  Miuil^uSBen  A,  M,  C  nltUist 
der  Formeln: 

j  _l«C<-i  +  »i)— «1  (g4-t)){a(c,^t,)»^a,  (c~i)| 
2((ai,  — ui|)(6ta— (oe,  —  ca,)(6ci— c^J)' 

^  ^ -2Ka<i        («» -»i) -(oc. -«fa)<6o. --eÄ,)! ' 

(fli\-<a,)(6it-i60-<^i -c«.)(Äc.-c*,)  * 


10)  j 


ilauii  hat  man  zur  Berechnung  von  6>  und  9  die  folgenden  Ausdrücke: 

tanj^e  =  J  — J?, 

Die  Grusse  findet  man,  nachdem  man  9  gefunden  hat,  mit- 
telst der  Formeln  4^  oder  besser  mittelst  der  aus  denselbsa  lles- 
aeoden  Gleichnog: 

U)  tang^=^gp:^cos9-^;^s,n9. 

Setst  man 

12)taogi»=^(i^, 
'     ®      Ott  «—tat 

24* 
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«1  —  tai     cos  (y  — lo) 
13)  to°8t=-^-^_fe,  •      CO«»  " 

IKe  WgOchkelt  der  Aafldraog  bfiogt,  wie  «»gleich  aas  dm 
OleichiingCD  10)  ftiidHoWM  iHid,  davoo  ib,  daw  der  abaohite 
W«tb  der«i6«eo 

Bielit  grnsMT  als  die  Einlieit  ist,  eine  Bedingang,  die  ivir  dahier 
▼on  jetzt  an  im  Folgenden  als  erfüllt  voraussetzen  wollen. 

ftezeirliiien  wir  nnn  durch  m  den,  absolut  genommen,  klein- 
sten Werth,  welchen  il<p—&  der  zweiten  der  (ileichunpen  10)  zu- 
folge haben  kann ,  so  ist  belianotliclit  wean  k  eioe  lieiiebige  |mmh* 
live  oder  negatiTe  ffOime  Zahl  besel'chnet,  eotiveder 

oder 

und  iolglich  entweder 
oder 

2y=:(2M-l)ff-(M-e);  - 

also  entweder 

oder 

Daber  tat  entweder 

sio  9 = (—  1)*  sin  i  (m  +  O)  ,  cos  9 = (—  1   cos  i  («  +  0) 

oder 

sin9)  =  (— 1)*  8ini(Ji;  —  u+Ö)?  co*»9=(— l)*co8  4(«— «-f  fi). 

Folglich  ist  naeh  4)  entweder  \ 

(gl,  — m,)  COM  \  (u  +  e)  -f  (61.  —tV;,)  «in  \  (w-f-  6) 
(a€,  -  cai)  cos;  (m  +  ö)  +      -r6,)  sin  i  (w  +  6) ' 

dt  —  M?i' 

«»1»=—  H^)*(aci  -r  ca,)  cos  ;  (m  +  ö)  +  (6ci  —  cö,)  mn  i  («  +1b») 
oder 

(rti,  —  irt,)  cos  Utt—t/  f- -f       —thi)  sin  .'^  (tt  —  /<  -f-f^) 
^  -  (<w?i — ca.)  COS.4  (»— tt + ö)  +  (6ci  —  c6,)  sin  i  (jj— ' 
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Also  ist  entweder 

 (cii  — -  tCi)  C08  \(u-\-9) 

—  (oOt — «fll)  COT  k  («+^)+<ÄCl  —  «lo 

 (eil  —    > )  sin  l  (^^  -h  fe^) 

~ (a€i — eai)  cos  4  (u  4- 4- (60*  —  c6^)  sin  ;  (tc  -f  Ö)' 

(oll— liii)cee|(it+g)+(6t\-"iV>>)sinUM  i  ^  ) 
'"(«ei—cffl»)  ceei(«-f  9)+(Ac,«^e6j)  eioiCaif^ 

oder 

X  =  cos  95  cos 

_  (ci't~tc,)  cos  (7g—ti4-e)  ^ 

~       (evi— cai)co8|(«— ie+^)+(6ci— c6|)8iDi(«— n-f«^)' 

^  =  sin9)C08i/; 

 ;  (eil  —  t'ci)  sin  \  (n  —  u-\-0)  

(aCj  —  caj  cos  i  (ff — tt  +  ©)  +  (6c,  —  c^^i)  siD  i  (jc  —  u  +  ö)* 

•  x=siD^ 

_  («ti  --lgi)eOTi(»— tt-|>e)-t-(fa'i  '-t^O  sin  e) 
^  (aei—cai)  cot  i  («^  — c6i)«io  » 

Aus  dieser  Betrachtung  geht,  weil  flbeiliaiipt 

(dl  —  IC  I )  cos  y  

X  =  cos  9  cos  ^=  -  (HC.  -caOcOT  9» +(60,  -c6»)8iD9  ' 

,         (r7fi — ici)  cos  y  -|-  (ftt,  —  t6i)  sin  q>  

s  .  am  ^  =  (oci^^i)  cos  9 + (6ci — cb^)  sin  9 

i»t,  nnsiratdeatig  hmnrm,  da»  man  sur  EnrelchiiDg  ySlIiger  Allge- 
meinlielt  blose 

zu  setzen  braucht. 

Wenn  man  mittelst  der  Formel  13)  berechnet,  und  den,  abso- 
lut geDomnieik  ^leioeten  Werth  Ton  ^  dufeh  0  l»eieicbiiet*  so. ist. 
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Indem  A  wi6der  eine  beliebig«  positive  oder  negative  game  ZM 
beieicluiet» 

15)  ^=9-|-ibK, 

und  folglich 

iiin^  =  ( — l)*sint;,  co8^  =  ( — l)*cosi:?, 

woraus  man  sieht,  dass  die»  geraden  nnd  ungeraden  Werfhen  von 
k  entsprechenden  WertFie  von  sin  i^  «nd  von  cos  immer  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  habeu.  Ob  man  nun  für  k  eine  gerade 
oder  niijserede,  übrigens  ao  8ich  willkuhrliche,  ganse  Zahl  oetm 
muss,  ist  nach  den  Vorzeiclien  zu  beurtheilen,  welebo  ein  ^  und 
OOS  ^  in  Folge  der  Fonneio  4)  haben  mflssen. 
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Heber  die  Oenauigkett  der 
Ketten  •  Hessunffen. 

(IMtter  Nachtrag  aur  Auagleichuiigiurechiiiiiig 

VMdMB 

ilemi  ProfiMMr'  Dr.  Gerling  m  Blarbiiig. 


In  meiner  Ausgleichunes-Rechnan^  (8.  44)  habe  ich 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  wir  noch  im  Dunkein  darüber 
seien,  wie  der  mittlere  Fehler  der  Kettenmessungen  mit  der 
Länge  der  gebrauchten  Kette  und  der  Länge  der  eeroessenen 
Lin^  zusammenhänge;  und  dass  also  hier  yerdienstuiche  Unter- 
suchungen noch  anzustellen  blieben. 

Diesem  Geschäft  hat  sich  Herr  VV.  Handschuh  aus  Fulda 
mm  vütnzogtn,  welcher»  nachdem  er  bereite  längere  Zeit  als 
Kataster- Geometer  gearbeitet,  jV'tzt  hier  studirt.  Derselbe  uber- 
brachte mir  nämlich  bei  seiner  Herkunft  eine  Reihe  von  200  Mes- 
sungeo,  welche  er,  veranlasst  durch  Jene  Bemerkung,  im  vorigen 
HsAst  in  Fnkhisehen  angestellt  hatte,  inid  dsten  Ergebnis«  ich 
den  Praktikern  im  Folgenden  mitthelle. 

Hr.  Hand  s  ch  ii  h  hatte  in  einem  nach  dem  Augenmaass  ebenen 
Wiesen-Thal  mit  ziemlich  festem  Untergrund  fünf  Linien  abgested^ 

von  20,3;  49,5;  Gö.O;  79,9  und  100,0  Ruthen, 
und  jede  derselben  zehmnatmtt  derfilnfnithlgeD,  mit  der  dreiruthigen 
nnd  der  z^^  ciruthicjen  Kette  gemessen ,  indem  er  bei  jeder  einzelnen 
Messung  die  letzten  üeberschüsse  an  einem  Zollstab  ablas,  und 
nach  je  zehn  Messungen  seine  Kette  an  einer  Normal-Ruthe  revi- 
dirte,  sie  ancb,  wenn^  ilch  Abänderaogen  neigten,  stmni^  den 
Messungen  berichtigte« 

Zu  diesen  150  Messungen  hatte  er  nun  aber  noch  wettere  50 
hinzugefügt,  zu  dem  Zweck  eines  entscheidenden  Versuchs  über 
das  verhUtnlss  derGenndokelt  in  den  Ketten-MessnnM  und  den 
Haass-9tib-Me8snngA.  isde  der  eUgen  Linien  wurde  ramlich  anch 
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sefcniiial  mit  swd  Rntb«B«MI»eB  durcbgeniiMM,  so  daso  der  dne 
auf  dem  horisootalMi  Boden  amodritefcl  gMUbm  oid  der  aadeve 
dann  vorsichtig  daran  geetosoen  wnide^ 

ich  lasse  nmi  sneiet  £e  Orlginel-Bedlmciitangen  klar  Utgtms 
Ort  i^nal  -  Beobaehtnn  fB^r^n. 


Ffiofnithige 
Kett^ 


Üreirutbige 
Eette. 


.  Zvveiruthijre 
Kette. 


Maass-Stlbe. 


ErHtc 
Ti  i  II  i  e. 


20,322 
20,353 
90,927 
S0.330 
20,330 
20,342 
20,331 
20,346 

20,360 
20,340 
20,340 
20,340 
20,345 
20,315 
20,330 
20,320 
20,335 
20,320 

20^5 

20,330 
20,320 
20,350 
20,320 

20,330 
20,3i0 
20,335 
20^ 
20^ 

20,3()0 
20,360 
20,360 
20.355 
20,357 
20;J53 
20,366 
20.355 
20.356 

20,300 


Zweite 
Linie. 


49,506 
49,517 
49,500 
49,512 

49,468 
49,460 

49,450 
49,477 
49,450 

49,467 
49,490 

49,480 
49,510 
49,490 
49,500 
49,530 
49,535 
49,550 
49,490 


49,490 
49,470 
49,440 
49.445 
49,460 
49,4.53 
49,435 
49,443 
49^ 
49^ 

49,544 
49,540 
49,541 
49,543 
495J2 
41i,j43 
49,542 
49,549 
49,543 
49,543 


Dritte 
Linie. 


64,934 
d4,985 
64,956 
65.000 
65,034 
65,000 
64,970 
64,955 
6435 
<Mk930 

64,900 
64,920 

64,900 
64,910 
64,960 
64,900 
64,890 
64,920 
64,960 
64,960 

64,880 
64,920 
64,860 
64375 
6i,880 
64,870 
64,910 
6i,905 
64390 
64389 

65,000 
64,996 
64,990 
64,989 
64,996 
(>4,990 
64,991 
65,000 

64,993 
64367 


Vierte 
Linie. 


79,910 

79,  ^ 
79,912 
79,891 
79,895 
79,850 
79.844 
79,850 
79,885 
793&1 

79,860 
79,850 
79,860 
79,873 
79,860 
79,850 
79,875 
79,860 
79,855 
79,850 

79,885 
79,SiS5 
79,900 
79375 
79,915 
79,880 
79,862 
79356 
79350 
70365 

w.im 

80,  Ü12 
80.013 
80,012 
80.006 
80,003 
80,006 

80,fHli 

80,000 


Fünfte 
Linie. 


100,000 
99.991 
100,030 
100,000 
100.030 
100,050 
100,010 
100,020 
100,030 
100,009 

100,065 
100,115 
100,050 
100325 

99365 
100,065 
100,070 
100,120 
100,037 

99360 

100,000 
100.001 
100,004 

99,996 
100,020 

99,990 
100,005 

99,995 

99,901 
100,000 

100,180 
100,180 
100,180 
100,160 
100,176 
100,160 
100,163 
100,170 
100.160 
100,165 
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Wir  haben  onn  diese  Messungen  gmtkmkMkk  te  Rtch- 
ming  genommen  auf  folgende  Weise. 

Zuerst  nahmen  wir  die  arithmetischen  Mittel  aus  je  aehn  Mes- 
«nogen  nod  ^aden: 

fanfratbige  Kette  203339  49/1780  64,9689  79,8768  100,0161 
Mrathige    „    90^345  49,6042  64,9290  79,8693  (100,0472) 
dnreiruthige    „     20,3340  49,4586  64,8870  79,8743  100,0002 

Maasa-Stftbe  20^73  49,6430l4^!»  80,0066  1004m. 

Hiezu  ist  zweierlei  zu  bemerken,  a)  DÜe  Messungen  der  f&nftin 
Linie  Init  der  dreiruthigen  Kette  wurden  „nach  dem  Erfolg  ausge- 
schlojcsen",  weil  sich  für  die  Abweichung  der  prutocollarische 
Grund  fand,  dass  ein  eingetretenes  Regenwetter  den  iioden  er^ 
weichte  nnd  die  Genauigkeit  beeinträchtigte.  Olien  ist  deshalb  das 
bebeffepde  Mittel  ip  Parenthesen  eingescblossen.  ft)  Die  Mittel  aus 
den  IMaa.s.s-Stai)-Me88uugen  zeigen  sieb  samnitiirh  etwas  grüsser  als 
die  aus  den  Ketten 'J^lessuageo.  Diese  £;cscbeijiung  erklärt  sich 
umlmdieinlich  ans  dem  kleinen  Ünterachied  der  Mer  gebraaditep 
MiMB  Stäbe  ?eB  dem  Normal-Stab,  worauf  die  Ketten  reguürt  waren^ 
oder  auch  dacaus,  dass  die  Ketten  bei  der  Regultning  nicht  panz 
dieselbe  Spannung  hatten,  welche  die  Kettenzieher  ihnen  nachher 
im  Felde  gewohnheitsniässig  gaben.  Sie  ist  aber  für  den  Zweck 
der  Vergleichung  der  Genauigkeit  offenbar  sapa  unechSdliclix  indem 
es  hiebä  nicht  anf  das  abeoliit^  HAums  ankommt 

Die  gewonnenen  Mittel  benutzten  wir  nun  zur  Berechnung  dee 
mittleren  Fehlers  (m  nach  §.  10.  und  §.  20i)-  (Sx  die  einaeine  Mesaöng 

in  der  einzelnen  Linie,  und  fanden  ... 

fünfruthige  Kette  0,0100  0,0286  0,0357  0,0260  O,0l88 
dreiruthige    „    0,0136  0,0265  0,0276  0,0063 
aweinithige    „    0,0115  0,0189  0,0190  0,0211  0,0065 

Maaae-SUtbe' Ö,<M^  0,M24  Ö,00tö  d,Ö044!biWIBr 

Hieran*  scheinen  nun  drei  Thatsachen  hervormgehen ,  die 
wir,  bis  weitere  fieobachtangen  darüber  etwa  anders  bestimmen, 
Ar  Entschieden  Inlten  ndssen.  Nämlich: 

1)  Es  ist  irrig,  Menn  man  glaubt,  der  niitficre  Fehler  sei  un- 
abhängig von  der  Tjiinire  der  Kette.  Im  Gegentheil  zeigt 
sich  hier,  dass  die  Genauigkeit  im  Allgemeinen  abnimmt. 
Wenn  man  ndt  einer  lirngem  Kette  Wüst* 

2)  Es  ist  irrig,  wenn  man  den  mittleren  Fehler  .der  Länge  der 
gemessenen  Linie  proportional  setzt.  Im  Uegentheil  zeist 
sich  hier,  dass  er  in  ilagma  Linien  geringer  sein  kann  als 

in  kürzeren.  .         .  , 

3)  Es  ist  auch  irrig,  wenn  man  glaubt,  die  Ketten-Messnng  sei 
'    im  Allgemeinen  der  Maass-Stab -Messung  heim  Auflegen  anl 

den  Boden  vorzuziehen.  Im  Gegentheil  z^igt  sich,  dass  ein 
fn' beiderlei  Messungen  gleich*  gettbter  Geometer  mit  dem 
Maass-Stah  auch  hei  unmittolhnrem  Auflegen  auf  den  Boden 
bedeutend  genauer  misst  als  mit  der  Klette. 

Um  die  Verschiedenheiten  der  obigen  mittleren  Fehler  besser 
zu  übersehen  verzeichneten  wir  nun  4  Cnrven,  bei  welchen  die 
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gMUfiBaeneo  LHugeu  dcf  Liuieu  Abseutsen ,  iene  im  aiö  Ordiiia» 
*ii  aufgetragen  waren.   Hiebet  iielgC  «Ich  far  die  M«fts<i*St«bK 

Messungen  ein  langsames,  beiniuie  stetiges  Ansteigen;  so  daw 
man  in  erster  AtinKherung  wobl  den  mittleren  Fehler  der  gemesse« 
oen  Längeproportional  setzen  darf.  Dagegen  findet  sich  bei  den 
Ketfvff'rmMitiig'eii  «fa»  ilMiM  gkidnOnaigai  Ansteigen  mir 
bis  2«  65  Rutben  gemeamflr  liftuge ;  von  da  an  (HUt  die  Cvrvm 
für  di^  dreiruthige  nette  msrH ,  die  für  die  fünfnithii^«*  Kette  fanw- 
sara»  die  fiir  die  zweinithiiLe  Kette  aber  steigt  noch  ein  weuii;,  um 
nachher  auch  namhaft  zu  iuüeu.  Deoioach  ^tollte  es  beinahe  ^»chei- 
Den,  als  sei  der  mittlere  Fehler  von  der  gemessenen  LSnge  perio- 
disch abh.ingig.  Offenbar  sind  aber  der  Beobachtungen  viel  zu 
wenig,  als  dass  man  berechtigt  wHre,  ein  so  nnffalleode';  Resul- 
tat £durcb  schon  für  entschieden  zu  halten,  ivenn  gleich  anderer* 
Mite  es  auch  nicht  geradezu  filr  absoid  eiktlrt  weraen  darf. 

Von  dem  Anschltessen  einer  Formel  an  diese  Curven  mussfcn 
wir  abstehen,  indem  sie  dazu  weder  an.<(t?edehnt  noch  regelmfiaslg 
s^enui»  schienen.  Doch  wurden  uns  zwei  Umstände  bei  dieser  Gele- 
^^eulieit  klar,  welche,  wenn  sie  früher  schon  zur  Sprache  hatten 
konimen  kSnneD,  Herrn  Hand  sehn  h  Tetanlasst  haben  wilrden,  dKe 
Messungen  etwas  anders  einzurichten ,  und  deshalb  für  den  mög- 
lichen Fall  einer  Wiederhohmg  dieser  Arbeit  hier  angefahrt  zu 
werden  verdienen.  Nftmlich 

ff)  Es  würde  gewiss  bequemer  für  die  Bearbeitung  und  vielleicht 
auch  sicherer  für  das  Resultat  gewesen  sein ,  wenn  die  Längen 
der  gemessenen  Linien  nSher  in  arithmetischer  Progression  gestan- 
den hätten.  Ich  würde  also,  wenn  die  Arbeit  jetzt  erst  zu  marheu 
wäre,  vorschlagen,  für  die  rnnfnithige  und  die  zweiruthige  Kette 
die  Linieo«  statt  der  obiL!;cn  Id  ingen,  möglichst  genau  zu 

20;  40;  60;  80  und  100  Ruthen 

sa  nehmen,  föx  die  dreiruthige  Kette  aber  zu 

21;  d&i  eO;  Si  ond  99  Ruthen. 

d)  Bei  dsB  Ketten-Messungen  haben  wir  atf  eigentliiJi  wenig* 

stens  mit  zwei  versrhiedenen  Fehlern  711  tfinn  ,  welche  einzeln  zu 
imtereuchen  bleiben,  dem  der  vollen  Kctteniängo,  welcher  sich  so 
9ft  wiederholt  als  die  Kette  ausgelegt  wird ,  und  dem  des  Ueber- 
schosees  iiiwr  die  letzte  Auslegung.  Bezeichnet  man  nun  ersteren 

Fehler  mit  ntt,  letzteren  mit  w,,,  die  Anzahl  der  voMcn  Auslet^iin- 
gen  mit  a,  den  mittleren  Fehler  der  f^t  messeneri  Langen  mit  mi; 
80  gilt  bekanntlich  (siehe  S.  71,  H2  und  ii))  die  Formel 

Demnach  war  es  nicht  dem  Zwecke  voUstfindtET  entsprechend, 
dass  to  den  verschied enei»  T^inien  die  Ueberschüsse  versrhieden 
WlIM*  Hr.  UandHchub  würde  gewiss  aus  diesem  Gruude,  wenn 
er  die  Ailieit  jetzt  erst  an  machen  bitte,  lieber  solclie  Linien 
wählen,  die  entweder  bis  auf  einen  kleinen,  mit  dem  Zollstock  zu 
messenden  Unterschied ,  runde  Summen  von  KettenUbi^n  darstell* 
ten  oder  die  doch  alle  einerlei  Ueberschuss  hätten. 

So  %vie  die  Sache  jetzt  aber  lag,  probirten  wir  erst,  ob  sich 
die  Hypothese  recht£erügeii  lasse  i  dass  das  »1«  bei  die^eu  Beub- 
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achtuogep  als  coostante  Grusle  betrachtet  werden  dürfe,  indem 
wir  die  drei  betreflSenden  mt  und  das  mu  aus  dm  aXmmtliclieQ  ob!« 

Bio  mt  mittelst  der  Torstehenden  Formel  nach  der  Mcthrxlc  der 
einsten  Quadrate  suchten.     Dies  ffibrte  iJber  an  dem  Wider- 
spruch, da»9  muina  negativ  ausfiel. 

Wir  begnügten  uns  also  damit,  das  m«  =0  zu  setxeo,  und  dann 
die  mt  einzeln  8u  üucheu.   Dies  gab  uns 

für  die  fanfruthige  Kettr  si« -4:0,006830 
„  dreiruthiee     „       „  0,004644 

Mit  diesito  Weithen  b^reehoeton  wlf^o^n  rückvrSrfs  die  mt  und 
«rMsltM  Htatt  der  ebl|(en  'iiidi^ttellNtr  Mf  ftittfanMfiaehea  IM 
telo  abgeleiteten  ' 

für  die  fünfruthigo  Kette  0,01^7  0,O?05  0  0916  0,0205  0^0306  , 
„    „  dreinitliige     „     0,0114  0,Ü18t)  0,0213  0,0237 
„    „  zvveinithige    „    0,0066  0,0101  0,0154  0,0170  0,0198. 

Die  Abweichung  zeigt  sich  hiev  aber  uneeiahr  noch  eben  so 
ness,  als  wenn  man  ans  denoblged  in  1(1^  Jene  Kette,  ebneMck- 
ncht  auf  die  Verschiedenheit  der  gemessenen  Lfingen,  wieder  das 
arithmetische  Mittel  genommen  hStte.  Man  wird  also  ausser  den 
drei  oben  angeführten  Thatsacben  nur  noch  als  genähertes 
Resultat  angeben  kftnnen: 

dass  die  mittleren  Fehler  der  drei  Ketten-Längen  sich  wie 

-  '7;d;$  AI  teflnAa»  jMMnM. 

'  -  ,Sei  Messuoc  einer  oimI  derfl^lbea  Linie  ve«bs|t  steh  mm  die 

Anpahl  der  Au8le|i^ngen  wie  i:»:«*  l>n|isb MuitipUcation  lait  den 

Quadratwurzeln  rlresor  Zahlen  lande  man  also  das  Verliiiltniss  der 
mittleren  Fehler  der  Messungen  nahe  wie  31 : 2() ; 21  mler  wie  8:7:5. 

Eis  mag  sein,  dass  die  Kesultnte  noch  sehr  verschieden  aus- 
fielen» weafi  die  Aii>eit  mit  Benut^ug  dieser  ertöten,  dnrcb  Herrn 
Handsclmi«  Veidleiist  giFeuisp^  Erfa^iwig  wi#deilKilt  wOide, 
Jedenfalls  glaubte  id^  ilim  tewet ,  »b»r  üifm  PmIrKjibfia  vwsnit 
mittheUeo  wcl  mfissen. 


380  ' 


INsquIsftiones  de  can^uentiis 
omniain.  sraduum  et  residufe  ardinte 

.  / 

Auetore  Friderico  Arndt, 


IL* 

In  commentatione  ea,  quae  Inscribitur:  De  Potestatum  perio- 
dis  etc.  (Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Tom  Fl.  j».  l.)  ar- 
eumentatus  mim,  congraeotiam  t^*  gradus  2^  =  1  «ecnoduni moda- 
lam ,  qui  e8,t  oamefi  prlml  Iiii|i«il8  potestm  aKjm  v«l  ejin  dnplnm, 
tot  admitlm  nidices  dlTereas,  qnot  «nitates  smt  dhisoif  e&mmtai 
mftzimo  tmmmraiii  t  et  (p—l)* 

Nane  qikMem  restat,  nt  disquisitionem  hanc  ad  modtdos  exten- 

dara,  f\\u  mint  numerl  2  potestates.  Primum  iiritur  qoae$<tio  spse 
offert,  quot  radices  sint  congnientiae  a:*  =  1  (mod.  2»y,  abi  .expo- 
neatem  n  mrniero  2  majorem  accipere  prodevlt. 

Peräpieuiuu  est,  radicem  uumerum  imparem  esse  oportere,  quem 
forma  extiiberi  licet  i/*h-±l,  ita  ot  siC  m  voitato  major  atipo  k 

numerus  impar.  Congruentia  autem,  quam  nobis  proposumiuSt 
resolvi  possit  necne,  ex  forma  pendebit,  quam  potestas  i'"  radici.«: 
ioduat.  Quam  ut  reperiamu0>  «it  primom  t  impar  eritqoe  ex  tbeo- 
renate  bliiomlali 

(a»        «=2^  A*±l,  .2        A     + 1,.  2«-»J"Ä«-«  Jtetc 

+<.2»y*ii, 

mde  iDanat 

(2«  A  i  1)  < = 2«  Ä  (2     )  A '  i:   .  2  (»-•)»•  A     +  etc.  +  0  i:  1  * 

dcnotantibiiB  f«,  f,,  etc.  coefficientes  binomiales,  quos  lategna 
esse  consfat.  Qiram  autem  nrnnems  uneis  concfusus  fH  imprir, 
pofesta«  (2'"Adbl)'  formae  erit  2">A'J:1>  denotaote  A'  Dumeriua 
im^tarem. 
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SU 

Sit  deiode  i  waautfOB  par  vel  fonna«        ubi  f  impar,  quo- 

facto  erit  (2*  A  J  1)'=^  { (2«  A ^  1 ;  atqui  (2«  A4: IV  e'^t;  f'or- 
mae  2"A' ubi  A'  iiupai,  ei^o  restat  disquiranius  formam  potes- 

vefo  quadratum  radicis  formnTn  induit 
2«»A'«  db  2-»+  Ä  +  1  vel  banc  2~  ♦  •  A'  (2"»-»  A'±l)  +1,  ubi 
2"»— *  A'dbl  eotimpar»  quoniam  m — ^1>0,  ergo  fonna  qiiadrati  hiiec 
erit  2"+  '  k"  -^X  deDotaote  kl'  Diimenim  iapaifm.  r^limiVi  modo  qaa* 
dratum  hujusce  numeri  i.  c.  potefitas-  4'«  Damen  2'"A'J[  1  erit  for- 
mae  'i"»*  'A'"  +  l,  (|uadratu[u  huiusce  i.  e.  pote^tas  ^S'''  uumeri 
propooili  2"'A' ent  fonuac  2"'t^*A^'  -f  1  etc.,  ita  ut  «int  h'", 
fc'^  cte.  mmeil'iiiipare«.  ' 

Ex  quo  sequitur,  potestatem  (2>"Adbl)'»  si  f  »It  par  = 

fonnaip  ioduere  2^  't'  ^  A  -i~    deootaojte  A  uiuuenuii  aii^uem  iuiparem. 


.1 

Qnodsi  in  cpi^gniciiüa  i    -j-    :  ,  . 

«•s  1  (llM»d.2»)    '  ' 

I  «st  numerus  impar,  ai  radioem  9  atatnw  formae  2"A4:1^  erit 
(1.)  2<"A':tl~  I ,  eriro,  ai  superiiia  ai^nm  acdpiaa»  d^A'^O»  0I 
mo  ioferius,  2"*A'-^2=0. 

l^msr  lieft  radicem  niodulo  nihiorem  accipere  vel  2»»/?  f  1  <2"; 
si  igitur  rudix  est  forniae  priori«  2'»A  -f  1 ,  Semper  debet  esse 
2uv7t;  vero  radix  funuae  posterioris  2'"A-— 1,  id  certe  couteodi 
potest*  Dumaniiii  m  exponentem  n  non  superaie,  tum^u»  modo  «i 
aequaloB  eoae  posae^  qnando  A=il. 

Sopponamus  primom,  nuroerum  A  non  evaneRcei«j  quo  fado 
prö'  signo  superiore  conc^nientia  2«iA'nO  (mod.  2*)  loean^  hal>M 
Dequit>  q«ia  m<M  atque  etiani  Ä'  non  evanescit. 

Detüde  81  h  evanescit,  raJix  orit  T  manift'.stoque  coni,'riiontiae 
propo^tae  satisfacit.  Quod  denique  attinet  ad  Signum  iuteriiis^  non 
potest  ew  2»A<— 2^0.(mod.iS")S  haberciCnr  ^nUn  2"r'A'*-*l 
^0  (mod.  2*-'),  q.  e.  a.  qaooiaai  a»-^l>;Q  idepqiie  2|*7*^'r-I 
iHunenis  impar.  '  / 

Ex  bis  omni!)ns  potest,  co  n  g  r  n  c  n  t  i  n  ni  ii  n  n  m  solura- 
modo  radicem,  nempe  1«  admittere«  guaqdo  expooens 
fsitimpar.  '  ' 

Si  Tero  t  est  numerus  par  =  2^/1  ubi  /  impar,  sequi tur  ex 
§§.  22.  10.  Commentationia  jam  comnifmoratae,  exponentem,  ad 
quem  numerus  impar  pertineat  secaadum  modolom  2*.  nuaieros  l 
et  2*''*>  ^rgo  ttiam  nororo  divisoraii  cosumncni  nuaämum  metiri, 

quo  daaigqato  pct  2^  omoM  Dwcii  modulo  viBoi««  «d  aumque 

nrimi  inter  exponeofea'I;-2»2%  2*,  ..:.S^,  ad  qao9  perfiAeant/^- 

tribufu.s  fori». 

Ad  exponentem  1  autem  unus  modo  numerus  pertioet  ncmpe  1, 
ad  expooeatem 2  trea  nmneri ,  qui  sunt  2»-^  —  1,  2*-'  +  l,  2"— 1, 
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ad  0Xp«iieotera  2*  p^tinealiS?  wimen^  et  in  geuere  ad  expon^ntem 

2  pürtinent  totidem  nuaieri,  si  ttiodo  )9>  I.  Hinc  midtitudo  oianiMi 
rudtcmn  cpngniAotlae  ^^"=11  («od.  2'*)  aequipumbit  siimmaiii  . 

vi +3+2» +2' +  ..,.+2^, 

Congruentia  A^'a^- 1  (riiod.  8i  exponeDB  est  par« 
tot  Tc^dlces  habet,  quot  iinUates  duplam  d.iTisc»rl«  COBI- 
mtin is  maximi  numeroroni  t  et  2*~*^' 

Casus  denique,  in  qQo  mudiiiiis  ttt  2  vßi  4j  iMMiter  jaai  per- 

Stringondus  est. 

CoMgruentia  nianife'itn  .r^~  1  (mod.  2)  unam  modo  radicem  ad- 
mittit«  nempe  I,  nec  iiHiiiiü  haec  (inod.4)  quando  t  impar, 

qnando  vero  par,  duas  nempe  1  et  3. 

Exem pl.  r.  Sunt  4  radicea  coDgnientiae  je*=l  (mod. 2*  =  32) 
nempe  1,  Ja;  17,  31,  quanim  1  ad  ezp.  1  pertinet»  treereiiqol  ad  S. 

Ezempl.  2.  CoDgruentU  (mod.  3* =10)  admUtitSm- 

^cee,  quae  sunt  1,  3,  5,  7,  11,  13,  9,  16,  qaanunque  1  pertinel 
•d  ezponentem  1;  7,  9,  15  a4  2  atque      6,  11,  13  ad  4. 


Quando  congraeutia      ^  A  (mod.  m) ,  denotante  A  ntimenim 
ad  modulum  prtmum,  reeoiubilia  est ,  »emper  totidem  admitCet  ra<Ü- 
ces,  quot  nmem  äimfMot  haae     ^  1  (nod; »>.  ttijiis  eteidn 
.ladieea  aint  i 

W-gt  Mgf  Ol»  tt4»  ^fC 

atqae  m  radiz  quaelibel  j^ongfueotlae  pttoris,  tam  dSco  prlminii 
producta  ' 

<ViBi(^  e^Vjx  n^;^  ete« 

fiel  eeffonft  icsldaa  jaliMflHi  üdieea  leie  congnieiHiaa     s  ii» 

Kam  quum  «it  o»*  S  i<,  atque  ex.  gr.  «o/zil,  eri^  (oo9i)'EEEil, 
t.  e*  "»»t«  radlt  aicqne  ddaccps. 

Oelnde  annt  omoia  illa  producta  incongrua  Tel  eomm  leeidoa 
ndnima  iiiaeq(iialla;  nam  al  nab^retnr  in  genere  mmj^^mm^t  esset 

m  (v;^— »psO>  e^  »j^— «09^=0»  ipioniaiii  m  ad  nodaliniK  pri- 

auia  est*  iM  :Ulwd  sappöaltiool  repugnat«  e^io  mi|  st  smt 

incoDgnia. 

Yice  versa,  (^uaado  ä  est  rad^  coogrueiitiae  propo8itae,  z  aii- 
cni  prodnctoram  •  quae  modo  dizi,  coagraus  iet  Vnoaiam  scilioet 
m  ad  a>  primtis  e«t,  numerus  exstnt  B  talis,  ut  «H  &>©~  i,  vel 
tatb,  at  ait  (iDÖ)*~2<  L  e.  '~A,  Jam  vero  est  »f^A,  id- 
eoque  erit  =  Qua  re  hic  0  congroentiae  satisfacit  j^^l, 
vel  #  debet  coognioa  lieci  alicid  ndknai  Pi,  o,,  t»,,  G04,  stc  Ex 
quo  «9  Tel  s  alieai  prodnc^omiu  o»^,  m»t  etc.  congnnis  fict. 
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eotiae 


Undo  eollifptor,  prodactU  Ulis  omne«  omuiDo  ratlices  ooagm« 
iae  u:^  £Z/4  exhiberi,  ita  ut  totidem  hajas  siiit.  qnot  iHins 


Itaque  congrucDtia  x'~A  (mod.  2")  uuam  8olum- 
modo  radicem  nabebit,  qaaodo  fest  nuineraf  iinpar; 
uando  Tero  par,  tot  radices,   c|aot  uoitates  habet 
apliiBi  di.Tifloris  commuDls  mazimi  oumerorttiii  i  et 


4. 


Reaidaiim  ordinie  cujusvis  i  inteUigimus  uura«- 
rum,  qui  potestati  «lieni.  ezpoBcntis  t  aecundani 
Bodulnm  prop^sUvm  cnDgrnoa  fit  Uaipe  a  vocatur  resl- 
duniA  ordinis  t  pto  mo(!tilo  m,  quando  numems  aüquis  «  iovealri 
potestj  ita  nt  Bit  t^=^a  {umd.m).  Residuu  trium  primoruitt  ordioim 
dicuntur  residua  quadratica,  cuhica  et  biquadratica. 

Quodsi  quaerantur  residua  miuinia  putestatum  exponeotis  i, 
qaamm  nilices  sint  mmica  ad  moduluni  nrimae  eoqne  ntiDoie«» 
qitB0«tio  M  ofeit^  Mmes  tales  potestates  mat  iocongniae  aecnef 

Tot»  autem  haec  divquiaitio  inanifesto  in  eo  vertitur,  ut  detof* 
minetur,  quot  radices  adinlttat  congruentia  aßsA  (piod.  «)»  deo^ 
tante  A  residuum  quodübet  ordioia  L 

Sit  enim  nultitudo  radlnim ,  (jfuas  dixl,  9'  fpinninm  ex  hls 
Omnibus  uoum  idemque  gignitur  restdiium  A,  patet,  multitudi- 
nem  omniuin  residaorvm  ordinis  t  ad  modviiim  primorum 

eoque  inferioram  aequiparare  iiumerum  iotegrum, 

denotnnte  cpm  innltitndineiii  oamerarum  ad  modaluin  Iii 

primorum  etxjue  minorum. 

Denotante  i«;itur  p  nnnieram  prtmnni  imparem,  multitudo  resl- 
duorum  quadraticorum  moduli  p  erit  «  (p — 1),  quia  coogrueutia 
9*^A  (mod.  p)  dnas  admittit  Tadieea* 

Qoia  coogrocBtia  dr*3ii  (aiod.  p)  vauä  nodo  faabot  radkitai^ 

quaudo  p  formae  3n4-^>  tres  Tero,  quando  p  formae  est  3it*|-t. 
multttudo  residnorum  cubiconim  erit  aiitp— laut«  (jp-~l)»  pMilfl 

p  est  loniiae  Ii/?  f2  vel  illius  3n-f  1. 

ron«»nientia  x*~  A  (niod.|;)  habet  diias  radices,  qiiaodo  p  est 
formae  4«-|-3,  quattuor  vero,  quando  p  formae  4n  ergo  raulti- 
tbdo  Midiioram  btqnadfatlconim  cörit  ant  i  (p— 1)  avt  kjp — 1% 
prootl  p  est  fonnao  4fi4'3  ant  illiita  4ii-|-i. 

SimiU  modo  multitudo  resrduorum  ordinis  5  cnt  autp  — 1  ant 
l  (p^i),  proati  p  formam  lod«it  6i»-f  3*  Gn+d,  8ii*f  4  ant  hane 

Bfaidfeato  omiw  ntidmm  biquadttoHenm  «rlt  tttem  residnmi 
qnadiaticiuii»  quam  propoaitioiiaD  emmtm  liect»  qaoties  p  wt 
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zu 

formae  4ii-|-3.  Quod  ita  demonatro.  Quoiiiam  omoe  oon-resi- 
dnmn  quadittticlDD  efiam  aon-rMidnun  bif|iiadi4tH»n  est,  pee- 
eplcnnm  erit»  resiclua  biquadratica  inter  jresidaa  qoadratica  modo 

occorn^rp  posse.  Horum  nmititudo  est  \  (p  —  1),  ex  quo.  si  resi- 
(\w\  nunnulla  auadratica  exstarent,  quae  oon  e^seiit  biquaüraticay 
aiultitudo  resiauonim  biquadraticorum  ipso  ^  (p  —  1)  minor  fiereU 
Atqai  haec  multitiido  est  \  (/>— 1),  quoties  p  formae  4»-f3  (4), 
ergo  omne  residuuni  quadraticum  est  biqnadraticiini  et  vice  venft 
pro  niodulo  i»rtmo  fonnae  i« 3. 

Cluriaa.  Gaus«  (Theoria  re«iduorum  l>iquadraticoriii|i  pag.  4  sqq.) 
hoc  theorena  ita  demoostrat: 

8t  a  est  residuuni  quadratteom  ipsius  statnamiis  a  =  66 
(mod.  p),  ubi  b  vel  residuum  qaadraticnm  ipsius  p  erit  vo?  non- 
residuum;  in  casu  priori  b  m  cc,  uiide  a  13  c*,  i.  e.  a  erit  resi- 
duum biquadraticum  ipsius  p ;  in  casu  posteriori  —  b  fiet  residuum 
4puidniticom ,  qaooiatB  *  1  est  oon  -  residuum  nnmeri  primi  4n-f-3 
atque  producttini  ox  dtiobas  Bon  rosidiris  residuum  est,  faciendocjiie 
—  6  =  cc,  erit  ut  aotea  a  ^  atque  a  residaiim  biquadraticum 
ipsius  p.^ 

.  Porro  si  moduliis  est  formae  4n-f  f ,  eistaiit  ipiidem  \  {p  —  1) 
residqa  quadratica,  sed  i  (p  — 1)  modo  biquadratica»  qua  ve  dami- 

(!in  pars  quadraticorum  erunt  rosiilua  biquadratica ,  ro!u|na  non- 
residua  biquadratica.  itaque  oiunee»  iiumeri  intet^n  per  nioduiuni 
pinmm  p  non  divisibiles  in  tres  classes  sunt  distribocndi ,  ita  ot 
in  prima  sint  residus  biquadratica,  in  secunda  Tion-Tesidoa  biqua- 
dratica, qjuae  tarnen  sunt  quadratira ,  in  tortin  denique  DOii  -  residiia 
biquadratica,  quae  sunt  etiam  nou  resi(lu:i  quadratica.  Et  quidein 
prima  classis  complectitur  \  {p  —  i;  nuiueros,  seciioda  4  ip^i) 
ttumeros,  tertia  vero  ^  (p^i)  numeros. 

•  ..  I  .      .  .  '  .  I  .  '     .  • 

* 

Sed  redest  oratio,  imde  digressa  est,  quod  totim.  ran  ex  alli* 

ori  fönte  considerare  in  animo  est. 

Srnindum  modiiliini  ubi  7i  >  2.  exstsüt  resi- 
dua  ordiois  t,  quaodo  t  est  impar>  quando  vero  t  par, 

muititndo  residaoram  est  —^szi-^jf,  designsute  d  divi- 

Sorem  eommvoem  maxiroum  uuroerorom  (  et  ^-*. 

Tri  priori  casu  enim  coTtgruentia  a:'  =  A  (mod.  2")  baJiSt  Wisn 
modo  radicem,  in  posteriori  autem  26  radicas  (3). 

^  Exeropli  gratia  sunt  8  cesidua  ordUiis  3  vel  residua  cnbSca  jm- 
ddl2'  ^16;  fitetenim 

P)otestM  1*  coqgnut  fcsidiie  1 


•  3*  •  • 

•  •  •  •  •  U  • 

.  6»  .  . 

•  •  •  •  13 

•  •  •  •  y  * 

.  .  .  3 

.13*  ... 

•  «  •  •  ' ' 

.  f  §•  .  . 

•  •  •  •  Xo* 
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32— 2 \    ilic  eiiLia  est  ^  =  4,  2*""*=8,  — =  2.    Quae  residua 

svot  1  et  17  potestatihus  resp.   1^  et  3^  congnia. 

Multihirlf»  iijitur  re^iduorom  quadraticorani  ntoduli  2"  est  2°~', 
quod  in  §.  4Ü.  i>e  Potestatiuu  Periodi»  ex  alio  fönte  pctivimua. 

7. 

Postqnam  multUudinem  tum  radicum  cnnf^nieDtiae  a^z  A  (mod. 
p",  2p",  2*),  tum  residuonim  ordiois  cujuscuiimie  t  determiDavünus, 
progrcdimm  ad  locnm  multo  difftdliorera,  ubi  dHiidicaoiliim  est, 
ntnmi  numerus  aliouis  iwopdeitus  residuura  sit  oraints  cujusvis  ^ 
an  non-residuum.  Et  sane  in  doctrina  residuoMim  tres  potissimum 
len  ia  quaestioDem  veniunt,  priniain  num  numerus  A  mt  re.sidinim 
ordiois  t  an  non-residuum,  deinde  si  illud  locum  habet,  quae  «int  ra- 
dices  congroentiae  jfi  s  Ä  (mod.  m),  postremo  niultitodo  ftaiduo- 
ntm  indairnnHri  crif,  quae  tarnen,  uti  in  4.  n^fondimiis,  €X  IDlllti- 
tudiiu-  ja(li(  um  <  ((nunM'ritlac  nostrae  facUlinie  petitiir. 

Jam  ut  ad  rem  veuuuu,  muitituJiuem  uumeronim  ad  muduluui 
pß  Tol  2p"  primormn»  abi  p  mimerus  primits  hnpar,  deoignem  per 
q>m--  p*~^  (/^  —  1), -atque  per  d  divisorem  eommuim  maidrainii 
oiimerorura  t  et  cpm*   Tum  uko 

1.  Si  A  Sit  residuum  ordinis  /  secunduiu  modulum 
p^T^l  9pß,  Semper  congmentlani  locum  habere 

'  A    ^    -^i.  •    •  • 

2.  Viro  versa,  si  conc:ruentia  A  ^  H.  llocum  babetfi 

« e III p e r  y<  e r  1 1  r e s id u u ra  o r  d i  n  i  s  /. 

Qua.««  projio'-sltiones  ita  deniousttro.  Quod  attinet  ad  jtriroam, 
numerus  aliqui»  a  poterit  laTeniri  ejusmodi ,  ut  habeatur  a<  eh  A, 

tOL  qao  aeqniUir  W  ^  ^JL^yA     *^"*.    Est  rm»  j  iramenm 

t 

integer,  unde  ^ . 9»  multipium  ipsius  9;«^  ideoqae  ct^  =l,vei 
Secundo  loco  quicaoque  Dumerus  ad  m  primus,  qui  est  resi- 


duuiii  ordinis  congruenttae  x  "  =  l  satisfaciet  (ex  primaparte); 
Quam  ob  rem  restat  modo  ad  demoastraDdum ,  uon  -  residua  ordinia 
I  congraentiae  IUI  «atisAuwre  noo  posa«.    »Sed  boc  lade  olaram, 

ifBod  mvltitudo  fealdiiontm  est       totidem  atttoii  mmt  ndiees  con- 

gruentiae  •  =1  (TOod,in=p»,  2p"),  quia  dfvisor  communi.<i  maxi- 
mus  Dumeroram  ^  et  <fm  est  Quodsi  iiunnulla  etiam  doo« 

Tliall  VI.  '  ■  »    •  ' 
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nMUaa  ladiccs  emot  congnmliM  sT^  s  l,  qniA  Jiai2y  radicM 

eaeque  residua  exstant  ,  congnieiilia»  quam  dbd,  phires  quam 
radioes  baberet,  q.  f.  n.  ^ 

Ergo  Dumerus  quicunque  A  talU,  ut  sit  ^  '  ^1«  in  residnia 
ordinia  t  oocnrere  debet 

8, 

Hoc  theoreina  ratiooem  snppeditat  inveniendi^  oum  —  1  sit 
TMÜdaiiiii  ordioia  t  an  aoii-iaddnum  nodbli  |^  >el  Sed  «im- 
plidtatia  gratia  modatum  caa«  primimi  imparem  p  8app<Niaiini8* 

Ertt  enim  —  1  reaidttum  ordiaia  I  ant  ■•B-resida«m, 

prouti  est  numerus  par   aut  impar,   designante  6 

divisorem  communem  maximum  unmerorum  i  et  p  —  1. 

Quando  igitnr  d  ^at  nunatva  impar,  ideaq»a 

par,  Semper  ^  1  erit  reaidtmm  ordfnia  t  moduli  primi  p* 

Qnodai  exponemi  t  eat  inqnr,  d  impav  eaao  dcM»  «z 
quo  aeqaitiir  theorema  geoerale: 

Numerus --l  Semper  restdanm  est  ordlaia  caja8- 

vis  i  m  f  >  a  r »  8  moduli  primi  i  ni  p  a  r  i  s  p  \  i  t  a  q  u  e  —  1  erit 
tiemper  ret^idaum  ciibicuiii«  re»iduum  qu.ioti«  septimi» 
Doniordinisetc. 

Pro  erponenfe  ^  —  4  erit  d  aut  2  aut  i,  prouti  niodulus  p 

iomam  ioduit  An  f  3  aut  formara  4»  Hh  ^   io  prion  canu  — 

est  impar.  In  posteriori  aiitom  sinui!  mm  n  par  et  impar.  Quodsi 
n  est  par »  ntoduluii  furmam  habebit  bm  i,  foimam  vero  Um  -f-  5» 
quando  n  impar.    Uode  manat  propnsitio: 

1  est  ooD-re^iduum  biu  i^adraticum  moduli  primi 
forinae  4ii-|-3  Tel  formarum  «t-f  3,  8n-|-7,  atqoe  etiam 
moduli  8n-|-5  non-reaidanm  biquadraticum  est  — 1; 
m o dali  antem  «emper  reaidaum  biquadraticam 

erit. 

Aliam  fuijn.s  propositionis  deraonstrationem ,  quae  tbeoria  resi- 
duorum  uotesUtum  uititur,  cf.  Gauss  Tbeoria  reäiduorum 
biquadraticoram*  Gottiagae^  MOCCCXXVIIL  pag.  t(K 

Postiemo  pro  1=6  erit  d  avt  2  aal  6  preiili  p  eet  fonnaft  €ii-f 

aut  fomiae  Ow-f-l;   iu  priori  casu  est  ^  ^     par  aut  impar  simul 

cum  n,  in  posteriori  casu  idem  valet;  ergo  pro  p=6n-\-^}  erit 
x-l  residuum  ant  Doo-reslduum  »exti  oralniB^  prouti  [  — 5)  par 
aut  Impar;  at  pro  p~dn-\-i  erit  — 1  realduimi  aut  noo-rcelaumy 
fWKti  «diois,  proall  ^  (p^i)  par  avt  Impaiw 


Digitized  by  Google 


Unde  ^1  e*t  reftiduum  mmxH  ordini«  aftdliH  Ottja«- 

vis  formae  121  +  1,  12A  +  5;  nou-resldani*  Tero  moduli 
forma  praediti  m+7,  m+U.  . 


1.  Quicunaue  nnmerus  Irapar  residnum  est  ordioia 
imparis  moduli  9*. 

Exstant  enim  (6.)  2«-^  füldiiA  «rdiiüa  impart«  i,  toCIdenique 
nmiieri  ad  modahiiii  primi  aoqfla  iDferiorco. 

3.  Quaado  vero  I  est  par  atque  9  dirisor  communis  maxumis 


2»!  -  • 


■umeronim  l  et  2^~',  «emper  coo^meatia  locum  halnblt  A  i 
S  1  (iiKjd.  2"),  Hl  modo  A  est  residuum  ordiuis  t  mudiiii  2' 

lie|)eritur  etooun  numenis  a  talis,  ut  habeatur  a^=A,  ergo 

talis,  nt  rit  (a<)    's«'*         =^  ^   .  Jam  verödest  iute- 

ger  atque  o-      =  1  (De  A*üte»t.  Period.  j.  22.),  ideoque^    '  ~ 

3.  Si  Bumenis  eoopuentiae  j;  '  ~1  nonaati^facit, /I iion 
potest  esse  residaam  ordiois  t  moduli 


Szstareatttem  posaunt  aon-rasldua  medulid".  uuae 

lamen  congrnentiae  x  '  Slsatisfaciunt,  Itaut  pro« 
Positionen  io  2.  coavertera  aon  lieeat 

Nam  %Bnmmultidiidonaidnor«ni  mdinfai  laadpU  2"  sit  ^^\t).) 

omoeiique  congruentiae  x  *    z:  1  Hatisfaciaut ,  radicum  autem  mut- 
ans« 2»«—' 

titudo.sit  2.— j— =  —j—  (3.)  i.  e.  alterum  tantum  muiütudiois  re- 
«idoofum,  maaifflsto  eHam  —j—  Don«iesidua  erantradices  congru- 
eotiae  nostrae.  Multitudo  omnium  noa-iasidnonmi  est  {i^'<»--r* 


2«—»         .   2«—» 

(2tf  —  1),  qaoniiB-*-*^p*^  eongmeotiae  satisfaciunt ,  ergo  ex- 

stant  1)  non-resldua  oidiBb  I 

MS  ttodulo  2»,  qaae  non  sunt  radices  congraealiae  -:r  '  ^l(mo* 

dolus  2").  Hoc  in  causa  est,  cur  omnes  nunieros-  infegros  iinpares 
luodulo  2"  inieriores  io  tres  classes  distribuam ,  quanmj  prima  com- 
plectitiir  residua      ordiDia  omoia,  secund.i  »oo^reaidua  I'*  ordinis 

moduli  anaetnami'ediigraeQtiiax  '  ^1  sallslhciaDt,  tetOi 
dsuiqnA  esodaat  DonaNa,  qal  auat  nou*i«sldna,  atqae  eUam  con- 


grsentiMf  qua»  diii,  ooa  •atjafockiit  Mnkitailo  Dumerorum  pri- 
mae dassU  est     2" ^ •  nraltitmlii mmMromitt  Mcaiidae  dawis  eel 

muiiitudo    üeoique    numeronim    tertiae    dassia  68t 

an— ' 

Nunc  qoidam  qoaeiitur ,  ad  quam  dassem  numerus  propositna 
impar  aeconduni  modulura  2"  referendus  sit  ?  Fädle  auteni 

quaestioMm  baoc  deddea»  ai  ad  ae^aeotta  aalinum  attenderia« 


iO. 

Qacniam  8  nnmenim  mctiri  debet».  perspicuum  eat,  ipamii 
d  pdteatati  alioii  nwneri  2  aeqaalani  fore»  ex  igao  erlt  Sem- 
per et  fpae  poteataa  nnmerl  2  aliqna»  dnmmodo  oe  dt  ^* 

Quod^i  habetur  (?  ^  O""',  rongnientiae  manifesto  t  ^  =* 
=  1  satisfacerc  noii  potest  nisi  est  A  ~  i,  quumque  esse  opor- 
toat  t  multiplum  ip»iu8  2'»~*,  erit|>roqiiocuDf|ue  x  =  i  (liiod.2»), 
quam  ob  rem  etiain  coDgraentiae  =  A  aatiafierl  neqiiit»  aiiil  eat 
il  =  1. 

Unde  manat  theerema: 

Quicunque  numerus  impar  modiiio  2"  minor  nnita- 
tique  ioaequalis  Semper  ad  tertiam  classem  referen- 
daa  est,  ai  ordinem  i  atataaa  multiplum  nnmeri 

Jam  ait  2"~*  non  —  <i  eritque    ^    pqtestas  aiiqua  numeri  2» 

quam  exhibeaiaa»  per  3^,  idii  9  mtmehim  ii^3  aoperare  neqvit 
Qvodai  numerva  aliqnla  Impar  A  forma  exbibetar 

2*Äil,  uUi  h  impar  atijue  /  Nl,  coniiruentla  A — ^ — =  1 

(med.  2")  locum  noo  habebit«  quaodo  estA-f^-Cn. 

2«-« 

Si  vero  /r  fö^^n,  revera  erit  A  ^  -1.  Nam  quum  ^ 
.sit  =  2*Ä  +  l,  erit  (1.)  A^ 

que  si  <  (in^ruoritui  ,  quam  dixi ,  locuiu  baberet»  2*  +  ®A'  =  0.  Atqoi 

hoc  fieri  rit'(|uH,  <^uuiii  sit  A' -f  Ö 

Deintle  si  esset  J»^~/'(mod.2")  ,  ita  ut  f  unitati  non  esset 
congruus ,  haberetur  2^  +  ^  A'  + 1  =/"  vel  2* + ®  h'—  (/—  1)  ~ 0,  ideo- 
que  / — 1^0,  qoia  k-\-  6>ji*  lUnd  yerp  abaardum  est,  ergo  te- 

ma- «at  A  =1. 

Hinc  5;oqiiitnr  (9.),  quemvis  nnmornm  Imp^mm 
forroae  2*/*  _t  1 ,  u  b  i  ä  impar  p  t  /^-S  1  ,  ad  c  I  a  n  s  p  m  tertiam 
referen  dum  esse,  quaud  o  iiabua  tur  A  iiy  •<  ,  u  uu  iacto 
hiü  Qitmerua  etian  »oa^realdnum  arAiDis  paria*  (e'rit 


^0 
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JS  i  V  e  r  0  p  H t  A- -f  0 >  w  ,  n  ii  in  r r  u  s  . f  :i  ii  t  ;i<l  c  1  a s s e m 
priniam  aut  ad  Hectindam  pertiirebit,  proati  A  est 
residuum  aat  noTi-residuum. 

Seä  Dam  'A  \n  prima  «Imm  sttanlnsMOnda,  facile  deciditar; 

81  A  est' fonnae  4m  —  1.    Dleo  enim,  quemvis  nunierum 

form.ie    Am  —  t    nun  quam    resHiinm  ordinis  fore 

«ecun du  ni  hi  o  d  u  lu ni  2",  f  itieni  p  e r  p a  r  i  n  t e  1 1  i  een  d  n«  est, 

Redigatur  i  siib  forniam  2  f,  uh'i  f  inipar ,  eritciue,  ei  radix 

coDgruentiae  dr*  ^ /l  exstet  farmae  2*/»  dkl»       formae       ^'Z*'  -(-1, 

ita  ut  Sit  h'  iinpar.    Hinc  2*+^  Ä'  -f  1  =e  4  m  —  1,  ideoque  2^^+^  -  'Ä' 

—  2m  +  l-0  (mod.2-~  ),  q.  t  d.,  quoniara  2*+^-  »Ä'  — 2w  +  l 
ast^  iropar.  Ünda  maoat,  ai  aameroa  aiiqi^s  A  ait  residuum 
paris  ordinis  secundum  modulum  2",  seniper  —  Ä  fore  noo-residuuni. 

Etenim  A  forinam  induere  oportet  4«-f  1,  ergo  —  A  formam 
2"— -(4m-f-l)  vel  hanc  4i» — 1,  ex  quo  —  A  erit  oon- residuum. 

EKempiltim.    Sit  modnlna  a8s?2%  ergo  nssS,  Erik 

„    2»  —  » 

_     e  2. 

Erit  igitur  solumniodo  A;-f  ^<5,  quaDdoA-=2,  qoa  re  ad  ter- 
tiam  classem  pertinent  nunieri  formae  4m  4:1,  uM  m  impar,  L 
mmieri  3,  5»  11,  13,  19,  21,  27,  29.  Reliqui  1,  7,  9,  15«  17,  23,  95, 
31  ad  claKsrs  1  et  3  referemli  aunt,  aatiafacluntque  coograeatiae 
=1  (mod.  32). 

tl. 

Jam  Tero  in  genere  possumus  detemiinare,  ad  quam  claasen 
Dumenis  aliquis  A  formae  2*AJb^  refereodus  sIt. 

Etaalm  ai  A-f  ^<n,  namarva  A  aampar  ad  tertfam 

^  alassem  partinet  (10). 

Si  vero  k\9  ipso  n  non  est  mtnor,  omnes  numeri 
formae  2* Ä-f- 1  in  prima  sunt  classe,  ii  autem,  qui  for- 
mam  ioduunt  2*A'— 1  ia  8e<!nnda  ernot  claase. 

Nam  omnes  numeros  formae  2^  A  —  1  ad  claaeem  secaadam  per- 
tinero  ex  10.  mitet.  Atqui  manifesjtn  totidem  sunt  formae  2* /* -|- 1 
uuot  hujusce  Ä  —  1;  si  igitur  nonmi! Ii  formae  ^^h\\  ad  seeun- 
dam  classem  pertinerent,  in  secunda  plures  numeri  exstarent,  quam 
ia  iNtem  clMa,  qnöd  fievi  aequit,  quam  (9.)  tatldam  aint,  aampa 

y.2«~*,  ia  amiiabas  daasltma. 

Unde  manat,  quemvis  numerum  A  ejusmodi,  ut  sit  formae 
^k\\  siraulqae  k\^yn  fore  residuum  ordiaia  paiia  1  modal!  2p 

Qttando k  \9<^-n,  namen»  propoaitva  aempeiarit  non-residmmi; 
quando  A'  ^-^  >n,  ctiamtam  namerua  aoa-roaiaoam  eritj  ai  foimam 
hallet  2tÄ-l. 

Licet  inaoifesto  accipere  h\0=^n  vel  /<  =  «  — 0,  quo  facto  h 
poteat  ease  numerus  integer  quicunque. 

^        Oll  ~"  1 

Jani  vero  est  2         ^     ideoque  2"~Ö  A  +  i  =  4^A  +  l.  Ex  quo 

tandem  gei^uitur  tlieorema  elegans,  quod  totam^  residuoruiu  ordtuis 
paris  doctriaam  pro  modulo  2"  exbauriat:- 


Qtiivi.<^  TinmeruK  ioipar  formae  4dA-f  1  €8t  residuuro 
ordiiiifi  parjjj  t  luoUuli^,  reliaiii  vero  Dumeri  sunt  Doo* 
residuAfMenotante  h  mmieriiiB  iDtegrinn  quemevB^Q«  «t 
d  diTisorBin  comBnoam  mazimum  DUDerorum  i  et  9"^*. 

Qiiicanque  autem  numeriis  inpaf  reatdottlA  t«to>di- 
n\n  iinparib  nioduli  2"  (^.)* 

Exempli  ürulia  pro  <=2  erit  ö~2;  ergo  «luando  putesUa 
aliqua  Dumeri  8  altior  quam  seotoda  pro  modiuo  awuniitur,  omnes 
niimerl  imparcs  fonnae  8/e-f-l  erunt  resldua  qiiadratica,  reliqui 
vero  DOD-residua.  Cf.  Coaun.  meam  de  Potc«ta(iiiii  PeriiMlk,  pag.  Sl^. 

^  Ift. 

Qttod  miiititudo  residiionim  ordioi«  pftria  e«t  —^jjHß^tJfrohoin- 

—  * 

MS  nnraerl  integri  0,  1,  3,  3,  4, ... .  pooend!  sunt  usque  ad  "y— 

1 ;  ijuii  re  himul  residua  reperimos  ipsa.   Sunt  enim  haec : 
1,  4d  +  l.  ISW+l,  löd  +  1,  20d-|-lGett.  4(2--«— d>  +  l. 

15. 

Vi  omnia,  quae  ad  hoc  de  reaidiua  ernimua,  coapiectaiBM', 
hae  inde  manant  pröpositioues : 

Congraentia  äß=^A  (med.  p*,  2p^)  tarn  modo  ieaoi?L poteat» 

qaaodo  A  ^  ^  uttllati  fit  CMgnia  ezstantque  d  ladioea  dhretw 
aae«  denotmto'd  dkiaorem  eonmnniem  maiiaivni  mnneromm  i  «t 

fßr*  (p^i)*  Biidiitudo  residüonnn  ordinia  fest  ■j*|»*^'(p— i). 

lOoQgMatfa  S  il  (med.  S")»  tibi  »>2,  aemper  resolabUis 
est,  quande  t  impar,  exatatipie  nna  aolnainiodo  canx.  MnMtad» 

re^iduomm  est  2"" '  entc]ue  quivU  numerus  impnr  residuum.  St 
vero  t  est  par,  congruentia  tum  modo  resoivi  poterit,  qnando  A  for- 
mam  induit  Adh-\-i.   Multitudo  radicum  erit  2d .  niuUitudflQue  reai" 

dnonim  ordinJs  t  aetjiiiparah'it  numerum  — ^ — . 

o 

Congruentiam  denique  ^  A  (mod.  A)  Semper  resoltri  poaae, 
quando  t  iniDar .  quando  vero  i  par  resolubilem  esse  aut  non-resolu- 
bttam,  proofi.  J  Imiae  ait4ai-f-liiitt  biguscei/»— <1  per  se  pafcebit 


OaiKitaiite  x  mmtram  aliqaeni  üoparem,  si  habetur  s  ^  2^  Ai; 
obi  h  impar,  atqne  x<^A5h  f  1,  nanifeato  erit  vel  k-i-^ 

^w.   Ex  fnjo  seqnitiir  (11.) 

rSumerus  quicunque  inipar  ;  sah  formam  reductua 
^h±i  ita  ut  8it  k  iuipar,  »eniper  ad  classem  tertiaro 
pertlnet,  ai  habetur  2<4dA't- f. 

Si  vero  nou  eKt2<4^/#  +  l,  numeraa  2  ad  riasaem 
primam  aut  necundara  referenduM  est,  pro^nti  formam 

iiiduit  4d/i'  f  1  aut  hanc  4d/i'~l,  desigoante  A'numeruiiB 
quemcunqne  Integrum. 
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Ezempli  gr»taa  mi  moduhis  2^—32,  ergo  w  — ö,  t  =  ü,  erit 
«=2,  pofTo  *=f:27=4.7— 1,  il=7,  4** +  1=57.  «7 < 57.  Em 
97  in  tertladttse  reperitur.   At  vero  pro  z=l7  «rit  A  =  l,  i^k-ft 
—  9  atqae  z  non  <4d4-|-l..  Gfm  17  ad  nrimtm  pwrtliiot  rlatttnii  . 
quia  l7=4aA +1.  • 


15. 

Si  autem  t  sab  fonnaiii  redigitur  2^»  ita  ut  /*  sit  ünpar,  „ 

pro  «»3»  Vftt 

«=4,  2»  pro  n  =  5,  2«  pro  w=7  etc.,  2^~*  pro  n=il-f  1  atqne 
2^  pro  ii>i-|-l.   Uinc  crunt  valores  ouineri  -Uh^i  pro 

« 

n^A  

«=6  Ü*k±i, 

HS«  %"h±i 

etc., 

ii«=jl  +  l  2^+'  h±i, 

•>m  3*^* 

S&  aectoiu  sigmtrn  eaperiuB,  iiaMto  mmieros  ad  classem 
primam  pertinentes,  ad  secundam  vero,  sl  snoMS  inferiiis.  '^-■*-"' 
miMri  ad  tertiam  claMem  referuntur. 


15. 

Potest  ctiani  periodutJ  inveniri ,  quae  omnia  rc^iduu  <>r<lfnis  | 
modttli      vel  2/j"  <  omplectatur.  Sit  enini  ^"  vel  2p*=:m,  tpm=p^-^ 

{p — 1)  atque  g  numerus  aliquis  ad  eipooetttwn  ^  p^rtinens,  de- 
MlMito  d  divinonm  eonmiiiieiii  aaiiiiniiii  moMvomm  (  et  9». 


Erit  g  residuum  ordinis  t\  atqne  etiam  g*,  3*f  •  •  •  ff 
fMWii  imllitiido  qaim  «Ii  ^  munwi  i«tUii» 

po— tat,  patet»  illan  ptriodun  omnia  tesidiia  iorolwre. 


,17. 

^       Si  doetrlnam  residuoram  poteatato«!  adhilMie  vdto,  tfcMNmfttK 
art.  11.  et  14.  laalioa  IIa  probtDtitr:  ^ 


Sit  iiidolcH  nunieri  /"  ea ,  ut  habeatuR  f  9  =1  (mod.  2"»),  quae- 
iitiin|iie.  Dum  /  ad  dasMi  primam  petÜMel  an  ad  claflsen  aecmi- 
dam,  i.  e.  mtm  f  alt  reaidttiim  erdinis  paiia  I  an  non  •lesidaumf 
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Pertiiiebit  auteni  /' ud  expooentein ,   qui  divisor  est  numeri 

,  quo  do^igoatu  per  2"-^  erit  f  fonnae  2'^Jk±,i,  denotaoie 

maneram  fanparem  (De  Peifodis  Peleet     33.).  - 

2«-« 

Debet  aateni  <p  ita  deternünari,  ut  ait    S   numeni«  ioteger  wel 

ita  nt  alt  ioteger»  quo  dealgoato  per  A  erit  ^  iaaum  idkA±  1 
Tel  hojnaoe  ÜiJoi,  denotaBte  k  muBenmi  inlegmiii  qaencunque. 

Satisfactuot  igitar  oumeri  fonaae  4dh±\  coogroeotiae  x  ^  =1 
(mod.  2»).  * 

Fonnae  antera  4ik — 1  ad  primam  daaaem  peittnefe  Beonemit 

(10);  pertinent  if^tar  ad  Heciindam  ciaasem.  .Fonaae  anteni  iSh-^i 

ad  priiuam  classem  pertinent  ,  quia  totidem  nameri  exstaot  fonnae 
4öh-^i  ({uot  hujusce  idh—l  atqae  multitudo  Dumeromm  io  am- 
babus  dassibus  eadem  est  (9). 

18. 

Deaigoemus  duhc  classee,  quaa  dixi,  per  A,  B,  C,  ita  ut  A 
ait  prhna,  B  aecmida,  C  tarda  elaaala. 

Productum  minifesto  mxA  inA  reperitaf    A,  qaia  (4M-I-1) 

(4dA'  I  1)  (lenuo  est  fonnae  45// fl. 

Prudiictuni  ex  ß  iu  B  debet  occurrere  io  A,  quia  ^ASh-^i} 
{idk'  —  1)  etiamnunc  forraam  induit  4^^-1-1. 

Productum  ex  numero  aliqun  clasHis  A  in  numerum  classia  S 
Decessario  invenitur  in  B,  qnnniam  est  (Adh  ^1)  {Aih'—'X)  formae 
4dA— 1^  quae  characterem  indicat  classis  B. 

Quando  C  in  A  niuitiplicetur ,  habetur  numerus  ex  C,  idem- 
qae  valet ,  quando  C  in  B  raultiplicetor. 

Si  vero  C'in  C multiplicetur,  numerus  inde  nrtiis  tum  in  A,  tum 
in  B,  tum  in  C  o<'(-nrrere  potest;  io  quam  aatem  daasem  refereo- 
dua  Sit,  hoc  modo  iovestigo. 

Primnni  obaervamoa,  omnea  mmieroa  daaaia  C  forma  exhi- 
beri  A-^idh,  ita  vi  it  alt  Domema  lin|iar  Ipao  AS  minor,  qal  anl- 

Irnn  horum  -f  1,— 1  aequiparat.   lan  congmeatia        1  (mod.  4d) 

admittit  2Ö  radices  divorsas  (2.),  quarum  hae  soUimmi)(?o  1  et — 1 
foriiiap  sunt  iöhAri.  Eruot  igitur  20  —  2  vel  2  (ö — 1)  radices  fonnae 
Adh-^/i,  ita  ut  k  ab  1  et — 1  sit  diversus;  quam  ob  rem  bae  qui- 
dem  radicea  ad  daaaem  C  [^ertineHttttt.  Iteeoe  ad  daaMB  C  p<M^ 
tinebunt  etiam  numeri  formae  4dA-|-A-,,  numeri  tormae  4dA-|-^t>  oinnori 
fonnae  idA-f-A»»  formae  46A-fA'4  etc.,  designantibua  A, ,  A«,  k», 

kt  ete.  radioev  congraeotiae  «^=1  (mod.4d)  ab  let — 1  divorsas. 
Debet  anteni  esae  hi  ganera  46k-^ki  <1^,  vd  iK^Tj^^, 


IT 

A  <  ideoqne  aummua  vdor,  quem  A  obtineat,  eiit 

oL-s  2**'* 

•T'l.    Ergo  forma  Aöh^ki  complectitur  -nc-  oumeroa;  ex 
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quo,  m  pro  ponnntwr  oniDes  radieea  eonggoutäMu^St  (mod. 
4d)^  liabeDtiir^!^.8(6^1)  =  ^  ('^1>  omdeil  ad  daMm  :C 
pirtiBmto«. 

TaHiiBi  Mtem  in  hac  classe  reperiuntur  ncqiia  plures 
9.);  qoa  ve  omaes  prodilniiit  pniMri  ctemi^  C>  «  nathiHliini  m- 
qnmtem  «dbibeas: 

(^laerantur  radk  es  conenientiäe  1  (mod.  4^  ab  t  et  —  1 
diversae,  quarum  qualibet  designata  per  A;^,  ouhms  nmiittros  exhi> 

beri  oportet  formae  Jk^-^AiHk  modnlo  3*  minottp.  TWn  oumeri  daa^ 

aia  C  prodÜinft  oiiii|äa>  ai  jwo  ij^  amDaa«  radicea  pu^gm^tiaej 

qBMB  dixiy  pODuator.  •  i 

^K0t  Mtar  1»  9aaMrI  propoaiti  claaaip.  C  dctennineatiirqae 
komm  Kflldiia  n^alma  aaeoadam  modmiim  4d  Ita  at  alt  *=ikj^ 

(«mmL        i^=kj^  (bmmI.  4d)  aritipia  «'s^;^  Qaodai 

habctnr  i&2^»=^  (modli^,  prodnctim  «t*  ad  il  fartittat»  ad  B 

▼ero,  81  k^k^^ — 1,  etad  C^qiiaodoA;^^  kf*=f,  deaotaot« /oomerum 
ab  let— •!  diversum. 

I 

*8«iMre8t,  ut  radicea  congruentiae  (mod.  2")  iaTeniao- 

tor,  nbt  <  aat  anmania  par.  t    •  ■ 

Qaaafta  radix  ad  «tpanentam  pcrttna^  qai  wunwoa  t  «t 

etiam  bonim  divisorem  commuDem  maxiroum  2^  stmul  metia- 
tnr.   Pertiaebndt  igitur  radicaa  partim  ad  i,  partim  ad  2,  partim 

ad  8*1     partim  ad  S'. 

lam  vero  omnea  oamert  ad  exponentcm  2n-"»  pertinentes  forma 
contio^ntur  ^h±^i,  deaotaote  h  Dumerum  imparem«  qut  valoraa 
iodnaia  poasit 

1,3,5,7,,.   2«--l.  \ 

Quam  vero  diffafaafla  nomerorum  S^Ä  +  l  «t  9*(/i — ^2)  +  l 
2*4- 1,  Dumeri  ad  2"^»»  pcrtincnte«  facilliine  ita  computantur,  nt  io 
duaK  cla^ses  fii.stril)tiautur,  cujus  in  altera  sint  lorniae  2™Ä-|-1,  in 
altera  formae       — 1;  in  utrauue  uuteui  clast»«  uumerum,  qoi  ali- 
qoam  pfoxiflM  aaqaitmt,  Uabia,  ai  ad  avm  2*'*'*  .addldaria. 

Chaaaa  if^Cnr  haä  aunt : 


Ad  exponentetn  2»—»  autem  aemper  ^i^-m  numeri  portiuent, 
«xcepto  casu>  io  uuo  expooeos  est  2.  Tum  enim  3  oumeri  ex- 
•teilt,  nempe  S»-*^i»  4^1,  5S»— I.  Hae  conriderafiones 
stitim  viam  «tertmnt  «d  radioM  iiiv«iii«ndas. 

Quamtor  Min».  dHriior  goiMwala  muriM  wuiiiMff«D  f  et 

2*'^* ,  qui  fiit  2^,detemiinenttirqtie  a^itnnento  classinm  A  ^A'  m* 

meri  ad  exponentes  1,  2^  2^,  2%  . .  2  perttnenteii. 

Exempli  gratia  congru^otia  (mod.  32.)  habet  8  radicM, 

quae  ita  inveniuotur: 

•  Hic  est  6=2,  ideoque  divisores  ipsius  2^  suoi  1,  2,  4.  Ad 
«tpoDentiiii  t  mttibet  1»  ad '3  p«rtiaeat  2*<— I»  S^-f-l»  fd 
16>  17,  31«  Ad  A  pertioeot,  qula  »=3» 

rMm  ««nt  1,  7>  9>  i5>  17,  33^  %  3L 


Invent  etiara  aliam  mcthoduni  radiccs  iDdagaodI»  CK  qua  nndla 

aBa  nttent'ione  haud  indi»:na  manaliunt. 

Dico  fnini,  si  ad  t^xpon entern  t  secuiidum  modtilum 
2"  numerus  a  pertineat,  etiam  ad  eundem  expuDen- 
tempertiaare»  ai  k  ait  onnarna  iaipar*. 

Pnauun  palet»  potestatem  {a^)  <  certe  unitati  sec.  niod.  2* 
CO ngrn am  esse,  qua  re  restat  nif)f1o  ad  dfinon.strandum,  (ö^  )  '  eaaa 
iDÜmam  ipsius  ar  potestatem  unitati  cougruam  Tel  poteatatea 

a»,  a«»,       .  • .  a« 

iucgngruas  es»e.    Fac  aulem,  ut  habeatur  ii^  *,    ubi  bunt 

O,  9*  nnmeri  inter  1  et  ^  siti,  erifcftie  n  '  ~1,  idenqne, 

quum  a  ad  <  pertineat,  (e — O')  A—O  (mod.^).  Atqui  t  s^d  k  pri- 
aat,  aifo  9-~9'£=0  (mod.  i)  q.  e.  a.  Peitioat  igltiir  ad 
aaataoi  L  .  ' 


qaom  moltitado  |l»  ad  aipaaenteB  i  pevtiaaat  oainiaqua  aaat  ia- 
aaqvalia. 

Quam  jam  (De  Potest.  Period.  §.  24.)  scmper  /  Itumeri  ad  ( 
pertineaDt,  exstabit  amia  certe  Dumerus  aa  t  pertioens,  qui  nulli 
lUorum  Sit  congriiiui,  quam  voeenns  &  Dada  ad  t  atian  partiaaat 
raaidaa  iBaaqoMia 

quorum  maltitudo  ciiamnuoc  4^ 
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Nullara  deoique  iptiu«  6  potoa^fim  aficw  IpHil«  ü  P9ilBfnMW9 . 

liore,  ita  demonstro. 

Prtmuni  conteado,  smaper  potestatem  ^iqnam  numeri  a  ex- 
«tsr»  eMgnMotlM'  «  ... 

»^sa*  <mod.  2")  * 

aaHafecicetem,  «bi  mol  9,  6  aP^ni     Iiis  1<  3>  8^  7|  .  •  1^1. 

Etenim  quia  9  tanqnan^  fanpar  ad  t  mimua  ast,  qnmafoa  fi 
H»  aiKper  potest  determinarl,  nt  habeator  oft^eCmod.  f)  v0l 
9)ft— e^O  (mod.  <)•    E«t  ▼©'■^  (mod.  2"),  afgo  etlutt 

0f>^~^  =1  (mod.  2»)  val  (mod.  S«),  qna  ra  poteataa 

1^  knie  coagniaDtlaft  j?^,  s  aattafadt 

lam  varo  naa:  aolamaMdo  nuUz'ai  'atfdafaeit,  quia  q>  impar; 

aigo  4i  az.  gik  haWretor  bf  =  (mod.  2"),  esset  b~t^,  con- 
In  aa  qiiaa  anpiNiaiiiniQa. 

Itaqne  dnaa  daaaaa  nacti  anmna 

.    \{M)  .  •  .  ^  a,  a',  a*,  a'.  . .  o*-' 

quas  per  itf  ift  üf  deaignavWus. 

'CSatarum'  liliservandiim  est,  nnmarum  b  ea  indola  äiacfoni  u( 
alt  ^rfa=0  (pnad.  2*),  auMI  posteatatmii  «laasiaiVcQiigruiim  ^* 

.   Nam  primura  est  b^^a,  Idaaqoe  quia  /  par. 

Porro  mdla.laieriiMr  ipakia  b  val—j»  paAaataa  qaoi      mitati  il 

eoDgnia.  ^ 

<  Potestates  eoim,  quaruiu  expoiieute»  aiubo  pares  vei 
anbo  fanmuea  'iocoagniaa  afiaa  ex  suppositione  patei.  Raalat 
i^tuTy  Ol  ptobemua,  -  eoagraeatian  loenni  habere  noa  posaa 

Ttia?  ^  a^sO,  dealgiunta  tp  nametooi  patem«  ^ 

faro  fanparem.  Bat  vero  ai  iN>Baliir  'a=:2^A:tl»  nbi  k  lipipar, 

foMiäe  2H'AA'-|-1j  uM  ^—^y  ntque/Smpar,;  contra eaa^  formaa 
S^Ä^+t,  ita  ut  Sit  Ä"  impar.  Unde  mannt,  quantlo  signam  supe- 
riua^^ipias,  2*U-»A''+2»-» Ä'  +  1=0  (mod.  2*^-')/q.  <*•  n.;  si 
veco  Signum  inferiuM  statims,  habetur  2*^  (2^//'-f  A')^0,2*  j:  =  r/. 
Sed  etiam  hoc  fteri  iieqiilt,  nisi  ^  =:::!,  quo  in  ca8u  2" — -1  ad  ex|mnpn- 
tem  2  pertioet,  quem  exeludimus.  rertinet  igitur  — a  ad  expo- 
neotem  t, 

Unde  classea  habemus 

(M)  «,  «S  a%  a'...  a<-» 

Pko  a  qidllbct  Dumania  ad  i  parllaeDs  accipi  potent. 
Paatnmo  .anlhia  tanaiaiia  daaaia  (AP)  alieui  elaaaia  (Jf)  con> 

gruaa        Nap  ai  bibaralyr  0^8»-^^,  ite  nt  ir»  9  aiaba  aint 
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IfBphttm,  esset,  sl  a«^tii88  foniM  ^^k±U  V^^/i^-iV^h' ±i=0 
(mod.  2»—*),  q.  f.  n. 

Ex  iiuo  tandem  sequitur ,  omiies  nuroeroa  ad  eii>OD4Mitem  (  P€f- 
tinentes  dwibii«  (M)  et  (M*)  eontineri;  nam  nnutlldb  iMnun»- 
mm  mI  i,  ptims  vero  ad  (  noo  pertliwiit. 

J  21. 

Nunc  tandem  prnbabo,  ctaKsm  (J)  eoagnm  €Ui  dMM  (ü) 

classem  (J')  cum  classe  {M'). 
Numeri  ciaHiiiuni  {A)  et  {A  )  iia,  etiafn  possunt  repraescolari 


ex  quo  patrt.  fonnas  pfflDM  d«Mis  «SM  fonOM  VWo 

secundae  2*"A-|-1. 


lam  moDiras  a  io  cUase  (M)  sit  fomiM  ShA^l  ailtfiie  (1.) 

ctfam       formae  2"A»1,  denotaote  (p  nuiaenim  iptegnuii  inpa* 
rem.    Hanc  igitur  formam  iTHlinint  c/' ,  a*,  a\  etc.  neoue  vero  al- 
terant  2"Ä-fl;  oaro  si  haberetur  «imul  2'"A'-|-l  =  2*»' A — 1,  esset 
2«A'— 2»:A==2,  2»-»*^— 3«^'^'A=:l,  q.  e.  a.  Em  cia««e8 
M  (M}  coagmmty  fliiBÜlqiia  modo  daaaaa  (äf)  «t  (If'). 


Relatioaas  nuaedam  valde  inaigaaa 
ri'odoVuiQ  radicasque  coDgruentiarnv 


tatai  fafmiooa 

periodoi'uiii  radicasque  coDgraentiäravi  pnratnm* 

'i.  Summa  poteatatttin  expaaeDtis  Jk  oreniura  tarmi- 

Dorum  periodi  n!?inori  cnjiisvrs  (t  aut  per  modulura  pri- 
mum  p  divisibiliH  est  aut  exjjonenti,  ad  quem  a  porti- 
net,  coDgrua,  prouti  t  ipsum  k  neu  metttur  aui  metilur. 
D«maii4t ratio«  taama  potcaCatimi  aipoamtla  k  teraÜBondH 

Up  m\  a<  . 

•at  ' 
Tai  aamma 

Idaoqua 
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Qtindsi  t  ipsnm  /•  nnn  mrtittir.  r<=se,  nequit  rr*  ^1  f  mnd.  p), 
quam  n\)  rem  tum  quidem  s  per  dividi  poterit.  Ni  wro  t  \xar 
meruiii  k  metitur,  «rit  a*  =  i,  ergo  a^^zzi,  etc,  atquc  j.^i. 

CoroUarinn.  Qqaada  ^  ad  eipooaotcsi  Cl—  perÜDat,  obl 

aat  ^  dhriaor  oamimiQia  naximiia  aanrnram  f  et  —  1 ,  ex  10. 
aaipiitiir»  lanidaa  wdioia  <  aac  nad«    |Nitaatatilipa  axbiliari 


^»  ^»      9*>  '  *  9  ^  ' 

.  Kesidua  igitur  periodum  constitmint,  qua  ex  re  etiam  »uinTna  po- 
teatatum  kianm  amDium  residuorum  ordioia  t  aecand.  mod.  p  aut 

per  p  diviaibilia  arit  aat  mtmero     (P'-l)  eongma;  pronti  k  per 

i  BOD  diviaibilia  aat  ant  diviaibilia. 

3.  Deaigoante  etiam  aiioc  i  diTiaorein  corammieiD  maxinmm 
aumerorom  I  et  p— 1»  conumcntia  jr'sl  (laod.  y)  adroittit  6  ra- 

dirrs  fTiversns,  qiiaruin  qiulifu't  lul  oxjinnrTifrin  o  peitlDaiie  deoi- 
gpota  per  »  ovauaea  .la^ices  exbitieoUir  pateaUtUiua 

'  II,  «*»         ttS  .  . 

Ex  quo  sequitur  propositio  (1.):  ' 

Summa  potestatiim  omD'nim   rnflirtjm  con- 

gruentiae  x*~X  (mod.  p)  Semper  per/> di visi b ii ii»  est,  si 
'fipsan  k  aoa  .matitar.  * 

o.  Iii  cojiimeot«  De  Pote«tatum  Periodis.  §.  43.  jaiu  Uemou* 
atravi ,  productnm  ex  omnibne  temiais  pariodi  naneii  v^|iiavia  «aon 
cundura  mddulum  p^  vel  2/9"  unitati  congruum  e»»e  positive  aut 
negative  acceptae«,pronti  moltitado  tennbomni  slt  impar  aut  par. 

Er*io  ox  IT)  rnritiat  thcorema :  » 
ProdiM  tum  uuinium  resi  •!  u  o  rtini  ordiiiis  /  modnlt 
vel  2/>'^  unitati  ^iiaitive,  aul  oegalive  humptae  con- 

grunm  aat>  prouti  mvltitado  reaidnorom  eat  impar 

aat  par. 

4,  Qaodai  ladiei^  c^agtaantiaa 

a;<^l  (mod«p), 

•daaigaatvrqaa  soniiaa  amniaro  fadicma 

par  ^Ä\f  aomaia  combiaationam  biaaram  radictmi  per  A%,  samnia 

combinationum  teroanun  per  —Ä^,  8umma  combinatioDum  qnater* 
nnnmi  per  etc.;  deina©  summa  radicum  per  S, ,  summa  qua- 
dratorum  per  S% ,  summa  cuborum  per  S»,  summa'  biquadratomm 
par  8^  ete*»  ex  fliaaianiala  Nantantasa  nabtnliir  aeqim^tiaaea 
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lam 

Sg=if  ergo  adjumento  aAqoatioiMiin  critil|=ila~ils.«««.^2l|__j  =0l 

at  d+Ä^j— 0. 

fliDc  arit  etiam 

-    Productum  omDifmi  radiaiiii,  qa<»d  per  P  desigBcmoi»  etit^  Ji^ 
praoti  d  est  impw  ant  par*  eigo  ni|».  /^db^« 
Hinc  dedvctt  aoniiu  ad  tlieorema  elegana: 

Summa  omaium  i^adicum  coacraeptiae  «<sl(aad.p)« 
daiftda  aamma  comMoatiooum  biaaruni,  ternarnin,  qna- 

t  er  n  a  nim  etc.  ra  d  i  r  u  m  s  cm  per  per  m  od  u  I  u  tu  p  ri  luum  ^ 
dtvisihilis  est.  Productum  vero  radii  um  unitatl  posi- 
tive aut  negative  acceptae  est  coiigruuni,  prouti  luul- 
tttado  radieam  aat  fanpar  ant  par. 

4.  Desigaetiir  summa  combiaatiommi  m  elemeotorum  ad  das- 
sem  si*^  per  "Cn.  eritque,  quando  t  significat  demenftom  qiiod- 
via,  at  ax  theoria  eombiaanoaum  eaaatats 

Qnodai  babeter 

'Cm=0.  'Cm=0,  ...  1  +  "C«=0 

atif 

■ 

alc» 
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Undemaoat,  quum  "^"(X»-!  «eez^I  sit,  ("Cm-i  )"*=iFl.  Signo 
mperiore  uteodum  est  aat  inferiore,  prouti  m  e^t  impar  aut  |i8r, 
hm  vero  habetor  'Cm-  i       f,  ergo  (— «)«"=^  1  veT«*—!, 

£x  quo  habetur  propositio: . 

Si  summa  nnmerorum  secnnflum  modulum  primiira 
p  incongmorum,  quorum  muititudo  m,  «leinde  simul 
snmraa  combinationam  binarum,  somma  combioationum 
ternarum  etc.  per  modulum  divisibIHs  «st,  prodnctam 

▼erounitnti  positive  aiit  negative  accoptae  con^nnim, 
prouti  ni  II  1 1  i  t  t}(l 0  n  II  III  o  ro  rum  impar  aut  jia r ,  necessario 
qiiicuDque  iiiorum  uumerorum  erit  radix  congruentiae 
4;*=l(mod.  p). 

5«  Finem  huic  comm^ntationi  Imponam  demonstratlooe  propo- 
«ifioni«,  qua«  sequitor: 

Prodnctitm  omolaiD  nameromm  ad  euadem  «xpo" 
nentem  pertioeDtium  secundum  modulum,  qui  potest&s 
est  aliqua  numeri  2  altior  quam  secunda,  sempcf  uoi* 
tati  secundum  hunc  modulum  congruum  est. 

Exaininemus  primum  casum,  in  quo  expooeDS  t  ent  2.  'J'um 
vero  ad  t  pertinent    3^'  — 1,   2*-'  +  l,  2^  — t  productumque 
P=(2*(*~')— 1)(2"  — 1),  quod  unitftti  MomAxm  dMcongruum 
«tatim  peispicietor. 

Daiode  sH  f  >S  ptrtlicbiiBtqiM  M  DooMii  ad  «xpoaantam  I  (SO.) 

▼al  aonni  icaidna  i|uaiiiia.  Qaoniam  ax  supp«  y  aempar  aal  no* 

merus  par,  erit  productum 

Idaoana  Pa«!«*.  Eat  vat»  a^sl,  ergo  (a<>i'^l,  i.  e.  P=X 
(11100*9«),  q.  a.  di 
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Heber  die  lalbelle.oder  das  BliYeaii*). 

Weil  die  Libelle  odqr  das  Niveau  ein  für  alle  MeMinctrnmente  m 
^  wichtige«  WerWeng  tat ,  «i  halte  irh  e«  ffir  tweeIrmaMig.  den  folf^niea 

Aiifiiat?,  zu  dessen  xvritfiir  ^ Crlireilunp- .  und  "weil  (UrKcMir  wohl  «on«t 
nicht  allen  Lesern  des  Archiv«  zu  Ueaichi  kommei^  möchte,  io  dieser 
Zeitschrift  mitsotheUen.  6. 


AcaiUmß  des  Sdeiices  de  Bnixelies. 

^   b^tenoa  do  2  MTMnbn  IBM« 

* 

Physiqiie.  —  Un  npport  fait  dam  cetfe  sdance  par  MM. 
Quetelet,  Crahay  et  Stas«,  coociut  h  l'improssion  de  la  notc  sui- 
vante  de  M.  Liagre,  lieubpnant  du  genie  hellte,  sur  les  osciltatioos 
du  niveaii  a  iiulle  d'air  et  sm  iea  inoyeii»  d'y  rem^ier. 


,On  a  fait  iunqu'ici  peu  d'attenKon  miz  d^placementa  on*^ 
prourc  1.1  hülle  a  ud  niveau  fix4  »ur  un  plan  hori/')r>t;il  tnimotkile, 
lorsque  i'une  dos  extremiteii«  de  cette  bulle  vieut  ä  recevoir  uoe 


temperature  superieure  ä  ceile  de  l'autre.  J'igoore  ai  des  obserra- 
tioD«  aDalo^es  oot  d4}k  M'pnbli^M,  makt,  dans  ce  ca«,  «Uea 
doivent  ^tre  trte  pen  coBane«,  aar  je  n'ai  vu  cette  particulariM 
mentionn^  dans  aunin  ouvrAsr*»**),  et  Ton  est  gen^raleinent  d'ac- 
cord  aujourd'hui,  ior^^que  I  on  observ«  un  changenient  quelconaue 
dans  rindication  du  niveau  adapta  a  ua  Instrument,  k  en  renare 
responsable  Tinstrument  lui-nieme,  regardant  comme  infaillible  la 
marche  da  la  bulle«  M.  Quetalat,  lorsqne  je  hil  ai  parlö  du  lait 


*)  Llnutitiit.  joiimal  universel  de«  «cience«  et  de«  socit't/'-s  savante« 
en  France  et  n  l'^tranger.  Ire  Sectio«.  TreiiUme  wm^,  Kr.  690.  IC 
ATrü  1846.  j,   U.>.  ^  ^ 

**)  J'ai  consiilt^*  intttilement  sor  ce  su^et  Ic«  traitd«  de  |ih^»iqiie  et 
d*a«trononiie  les  plus  n^cent«  et  les  plus  estim^s,  notarament  le  Physika^ 
Utehes  ff^örUrbuch  de  Gehler,  et  VjttronomU  physiaue  de  M.  Biot,  qni 


a  eoaMc«€  ^pwraate  page«  de  aoa  «scellaat  aamiffe  (toiaall,  1844,  ehaa. 
IX,  «ect.  2)  ik  d^velopper  la  caattracllaa,  1«  ntaniemeat  et  la«  prapridlia 
da  alveaa  4  balle  d'air*  U 
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mt  qüeätloo,  .ap|)ri8  (jti'ii  avait  oi»«erve  je  meine  {ihefioniene  il 
y  a  dix  ußs»  pewlaiit  qu'il  oc4;ui>«  a  detenuiuer  la  iutitutie  de 
Bmxellc«  au  moyM  du  cerde  r^ptftiteur,  aiabi  qu'il  o*avait  pas 
iii«i«t6  Sur  cette  siogiiJarit« ,  parce  qtrU  croyMt  l'avoir  vue  rappor- 
tee  «lans  un  öcrit  dont  !<*  titre  Ini  echappf'  aMitnird  hul.  Qiir»i  qu'il 
«u  soit»  mva  but,  en  |iret!)eutaiit  cette  tiute,  u  e^t  uuilemeut  d*^- 
talilir  Dies  droits  de  pnorite  a  la  d«€uuverte  du  |>henoin^ne  <jue  je 
sigoale,  inaUi  i^nplcaneot  de  donoer  de  ia  pnbliciW  a  un  iait  que 
j'ai  constate  pour  nm  [tart,  et  qiii  nierite  d'etre  connu.  Mmi  (\6sir 
eni  (iVtre  utile  a  ceux  qui  i|e  ^rveiit  Hm  riiveau  a  buUedair  comme 
iDstriuiicut  de  precUion»  eo  leur  iiiti-iuraiit  de  la  deüance  daDü  soo 
■MMittMit,  et  d«  Im  mettrtt  iwm  eonti'e  das  erreurs  «|tti,  dan» 
den  circonstatK-es  oidiMini«»  »Vldveot  facilemeot  ä  pltu»ieiir8  ae- 
f  adrn .  et,  dan»  des  eas  extremes,  a  itne  mintite  et  au  dein.*' 

t)Eu  »ubstaoce,  oia  reoiarque  iieiit  8e  forniuler  eu  cet»  quel- 
ques mott) :  »»Un  oiveau.  a  buUe  d  air  ttin  boo  et  4rte  sensible 
etant  cale  »ur  un  frfao  iDFarialile,  si  Tuoe  des  exIMbnitej«  de  sa 
bulle  virnt  ä  se  trouver  cn  pr^stniro  <Vnne  tem|)erature  superieiire 
a  cell«  de  l  autre  extreiuite,  la  bulle  tout  entteie  juarcbe  du  cOte 
d  ou  eiuaae  la  chaleur." 

„Celle  exp^eDce  est  «itrtoeoi^Dt  fädle  k  repeter,  lorsque 
i'oo  poaeMe  un  niveau  un  peo  sensible.  II  suflit  dfe  le  caler,  et 
de  placer  en^uite  la  main  ä  un  ceotim^tre  envlron  au-dessu.s  d'une 
«■tr^nut^  de  la  bulle.  Au  beut  de  ciuq  ä  six  secondes  (plus  ou 
nÜBe  eeivwit  bi  chaieur  de  la  main  et  sensibUSt^  du  eivean) 
en  veii»  bl  bulle  8e  dtfpJacer  leoteneot ,  marchor  vers  In  main^  et 
sn'ivro  rollp-ri  duns  tmis  sefi  mouTements.    Oii  reiid  rotte  ?ictloii 

flus  eiiergitjjue  eri  dirigeant  riialeine  vera  celui  de»  deux  l)oiits  que 
ou  veut  iaire  avaocer.  £u  iiioiii«  de  dm^  secoodes,  j'ai  deplacö 
einst  de  dooM  niUini^tres  la  buUe  d*un  eiveeo;  chaque -milKm^tre 
de  l'ecbelle  correspondait  a  un  angle  de  quatre  secondes/' 

„Cette  obsenatlon  est  hlon  sinqde,  et  cependant  je  iie  rrois 
pas  qu  ou  en  ait  jaiuai«  tire  aucuue  consequence.  Ne  voit  -  ou  paet 
«0  eM  tons  luii  jouis  des  ing^eurs,  cbargds  de  DiTellemeoU  trte 
fir^is,  opi^rer  avec  le  niveau  cercle,  saus  m^flie  prendfe  la  ftt4f 
raTitio«  de  sonstraire  leur  instniment  a  l'nrtton  directe  des  rayons 
du  soleil,  en  sorte  aue  taiitut  l  uue  de»  extremites  de  la  bulle, 
tantot  l  autre  est  la  plus  ^bauffee?  Si  les  erreurs  que  Ton  com- 
■let  forc(^nient  ainsi  deviennent  trop  paJpableH  »  od  se  rejelte  alore 
8ur  les  dilatations  ineg.ileH  de  la  monture  de  rinstriiTnotit ,  on  s'en 
prend  au  mecauicieu  *) ,  t^iudi»  que  les  inenies  irregularites  se 
seraieot  uiauifest^s  si  1  on  avait  pu  se  servif  d  une  simple  fioie 
mßm  auüuae  meatwe. " 

„Tout  le  nioade  connait  les  ikmrts  Inexplicables  auxquels  sont 
eojettes  les  ohservations  de  latitudc  faites  a  Tnid*»  du  cercle  re[>e- 
titeur.  Od  voit,  dans  la  Bitse  du  sifuteiue  meiritfm  (2evol.,  pages 
26*2  et  suIy.K  des  discordances  fri^ipaetee .  eatre  dee.sMee  deb* 
«eivitieito  de  Jatitadt  laiCi»  per  Peiaabif  avec  dae  jehnos  aetu|nt- 


♦)  M.  Reniilieit,  ni«'canirlrn  rtf  {'ob«?rrvnfnirf!  d«  Bnrcelles,  anquei 
je  parlau  dcrni^remenl  de  ce  l'ait,  m'a  ait  qa«  piotieor«  ing^iciu» 
ifMeal  yletolti  tat  ia  es  sm  nWeeu  m  d^tangemnt  «s  sMl.  J'^ 
loontr^  k  M.  Beaolieu  qu*un  excellent  niveau  de  Fortiu,  attachd  au  cevds 
rtfdtiteeg  de  ietaerralsir«,  ac  dämgsaU  4  ia  cbalettc  de  «a  waio.  L. 

TMIVI.  '         '  M 
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leux.  Cei  habile  observateiir  «e  demand^  s'il  est  pos.^ihle  de  le« 
expliquer  par  des  r^ractions  extraordioaires  duee  au  graod  (i>eid 
qu  U  tiiisait  alen^'* 

,,€e8  derniera  mots  suiBMiit  pour  me  vaadre  conpto  daa  ar- 
reuTs  d'environ  dix  sccnndes  qae  Delambre  a  pu  farre  sttr  des 
distances  z^nithale»  conclues  a  l'aide  du  niveau.  Nans  parier 
d*un  feu  de  bivouac  qui»  par  un  temps  81  rigoureux,  brüiail  uroba- 
blement  ä  quelcj^ue  distance  de  la  Station ,  of  dea  deoi  boapaa  ^ 
servaient  k  eciairer  le  reticuie  et  le  nlveau  du  cerde  r^p^teur,  la 
cbaloiir  rnyonne*»  par  le  Corps  de  l'observateur,  dans  nn  temps  tris 
froid,  peut  lacilenieDt  devier  la  bulle  de  10^,  d'aataot  plus  que  la 
diapositlon  da  alveau,  poar  la  d^teminatbB  daa  iatitadea»  teile 
qne  Vm\  de  sea  bouta  eat  tooni^  taia  rabaarvateor»  at  Tantre  dans 
une  dtrrrtlnn  oppos^e.  Ajonton«  enfm  ffiie,  par  ua  grand  froid, 
la  bulle  tievicMit  plus  sensible,  et  que  l  aüoiii^einent  r'nn.«iiderable 
qu'elle  prend  pennet  abeinent  qu'une  de  ses  extreiuite«»  s'ecbauffe  - 
plus  que  l'autre.** 

.,11  faut  donc  evitcr  de  faire  de  parellleg  obf^ervations  dans. 
un  lieu  l'erme.  a  travers  une  ouverfnre  ^itroite ;  car  il  s'etablit  aloim 
an  courant  d'air  qui,  venaiit  Trapper  l'une  des  extremit^  de  ta 
balle  du  aireau,  la  d^laca  o^essairemeait.'* 

„Pour  bleti  n/assurer  de  l'effet  que  les  varlations  de  la  tem- 

f »Dratum  peiivent  avoir  sur  un  nireau  oxpose  h  Vnir,  j'ni  nper^  de 
a  maniere  suivante.  Sur  uoe  forte  pierre  de  taillc  gervant  d  appoi 
ext<^rieur  k  une  feaMre  de  prämier  dtage,  j  ai  plae^  deox  niveux 
a  bulle  d*air.  Les  deox  instmmaaa  dlatent  »\tu4»  mir  le  prolonge- 
ment  run  de  l  autre  ,  scpar^s  par  un  infnrvalle  de  viii'jf  oenti- 
m»'fres  envirnn.  L  extreinite  d©  cbacun  d  eux  etatt  dtstante  de  22 
Cent,  du  muutaot  le  plus  voisin.  Iis  etaient  ezp<^^  vers  le  sad, 
naia  la  diraction  de  lettr  axa  fUaalt  avao  la  MMcKeBae  oa  aoale 
de  40*  compt^s  du  nord  en  passant  par  Tonest.  Le  aifean  n**  1  a 
une  longueur  de 22  centimitres  et  un  diamMre  int^rteurde  19*",  4; 
la  plu8  petite  longueur  de  sa  bulle  a  6t6  de  22^,  5  par  one 
tempitrature  de  36**  enTiroD;  aa  plna  graade  hmguenr  de  74"*  par 
12",  3.  On  voit  quti  renferme  tm  peb  d'air  et  aue  la  »ajaia' 
partie  de  sa  bulle  est  formro  de  vnpeiir  d'alcool.  Le  niveau  n®  2 
;i  1,1  meme  loni»üeur  que  le  precedent,  maia  won  diametre  n'est 
que  de  14"**,  i.  Sa  liulle  vari«  de  17™"*,  5  a  50^  aux  teraiM^ra- 
taraa  reapecflYea  de  36*  et  19*,  3.  Lea  fioles  en  vmn  B*<idäaC 

f amies  o'aucune  nrmature  ni  punport:  je  m'affranchissais  par^bi 
e  tmite  cause  d'erreur  due  aux  (lilatatlons  in^g:ale<i:  du  m^utl  par 
la  cbaleur,  ou  du  bois  par  I  humidit^.  Elles  etaient  posees  sur  ia 
pierre  formant  Tappul  de  la  feadtre,  mais,  paar  lea  fixer,  f  avaia 
plac#  au-des8ou.s  de  teurs  extr^uit^  deux  petites  conchee  üe  cire, 
öpaisses  dun  rlemi-millinii^tre  attTiroa»  adadraataa  k  la  Mb  k  la 

pierre  et  aux  lioles." 

„Pour  eviter  qu'oo  atribue  les  oseillatioas  de  la  bulle  ä  uo 
meBTement  p^riodique  de  la  pierre  de  support  ou  du  bdCmaal^ 
cause  par  la  chaleur  du  8oIeil,  je  ferai  remarquer  de  suite  que  lea 
deux  bulies  niarchaieot  en  sens  inverse,  c'est-ä-dire  qu'elies  se 
rauproch aient  pendant  le  jour  et  se  fuyaient  pendant  la  Unit.  Ca 
fidt,  que  j'BTaia  w4vn  ,  eat  oa  qal  m*B  aogagö  k  optfiar  aae^  deax 
nhreaoz  au  fieu  d  un  seul.  Ea  efat»  paadaatlajounida,  lea  rayoiis 
aolairea  rdflöchla  par  la  eoolear  Manche  da  laaataBt  a  ceacfiraiaat 
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la  chaleor  vers  le  niiileu  de  Tappiii  horizontal,  et  attiraient  Im 
dcuz  bulies  vers  ce  poiot  milieu.  La  nuit,  au  contraire,  les  denx 
■MNiteiiito  cooftWAim  «i*  teap^ralM  mipMeiiM  k  celle^de  l'air 
mbhuit,  et  attiraient  les  bnlles  k  lear  tour." 

,.Mes  obserratioDS  ont  coinmenc^  le  5  septembre  et  fioi  le  16:- 
iai  Dote  cba4|ue Jour,  k  16  ou  lü  e|ioqaes  differeotes,  la  positioB. 

ttlHcQ^  I»  mril«  de  chacmi'deB  dMX  »k«MK.  Ks  regard  de 
<^aqoe  r^sultat,  j'iodiquais  la  temp^rature  donn^e  par  nn  tbermo- 
m^tre  centiejade  placä  k  l'ombre  du  montant  b.  .»  ai  forme  amsi 
des  tableauz  ou  la  marche  des  niveaux  est  comparee  a  celie  du 
tbermom^tre ,  et  je  les  ai  frouvi^es  toutes  denx  parfaitement  con-  . 
cordaotes.  Enfin ,  pour  permettre  de  mieux  saisir  d'uo  seul  couji 
d'oeil  la  liaisoß  intime  qui  existe  entre  les  variatious  de  la  terope- 
rature  et  les  dc^phrt  hk  nt8  des  bnUes«  j'ai  tradoit  graphiguenMot 
les  r^sultats  de  me»  iabieaux.'* 

,^ai  ehcfdi^  ▼ainement  k  me  dooner  k  noi-aiteie  une  expli- 
cation  completement  satisfaisante  du  ph^nnmcnn  qtii  fait  Tobjet 
de  cette  commuDiration :  c'est  un  sirjet  de  recherclio  trps  infere«- 
sant,  et  qui,  suivi  avec  som  et  discutä  arec  sa^ocite,  pourrait 
ptnt-dlre  Jetor  an  jour  nonvcati  aar  la  Adoile  das  eadca  oala-  < 

„Je  me  sitts  donc  borne ,  apres  aroir  bien  constafi^  le  fait, 
k  lieber  de  remedier  ä  an  de^aut  qai  enl^ve  une  grande  partie . 
de  ait  arantagea     an  IwatiiMicrt  piMeuZt  Le  ineyee  que  je  / 
vii«  proposer  me  eemble  rteoodre  le  prebl^e  aneal  oompiMameiit 

qae  possible/'  ' 

„ün  niveau  a  bulle  d'air  est  enveloppe  d  une  seconde  üoie, 
d'un  diaroetre  double  de  la  premi^re.  Les  denx  cyliudres  se  tou- 
chent  taut  le  Vtnx^  de  la  geo^ratrice  lafMeme,' eo  aorle  que  la 
p:enf*ratr!f  p  sup^neure  du  v^ritable  ni^eaii  se  rnnfnnd  avec  Taxe 
de  la  liole  enveloppante.  Celle -ci  e/^t  reniplie  euiierement  d'eau 
^coloree  en  bleu:  la  teinte  que  Ton  duune  a  Teau  doit  etre  aussi  • 
fenc^e  ipie  posalble,  maie  permettre  oepeadaat  de  faire  la  lecture 
des  divisions  trac^es  sur  le  niveau  interleur.  Enfm,  fune  des  ' 
extr^mites  du  tube  enveloppant  est  ferraee  ä  Tnide  d'nn  houchon 
eo  caoutchouc,  qul,  par  sod  ^lasticit^,  suit  le  liquide  coloredaos 
sca  centiactIeDS  et  difattatlons,  et  emp^be  qne  le  gfaade  fiele 
ddaie  eo  did»  en  qn'U  s*y  forme  an  vide  en  biver.  Par  oe  moyen, 
1h  bulle  se  trouve  entouree  de  tmis  les  cAtes  d'une  <)gale  quantitö 
de  liquide,  au  milieu  duquei  elie  peut  etre  cousideree  comme  na- 
geant,  et  «He  est  soustraite,  dana  toute  sa  longaeor,  ank  iMniaqaee 
Uidgalitös  de  temp^rature,  par  la  eondnctibilit^  du  liquide  ambiant: 
la  ronleTir  bleue  doDnde  k  Tcaa  aeft  k  abaorber  davaatage  le  cale> 
rique  rayonnant."  v 

•  ,,  Pöur  m'assurer  de  reflicacite  du  moyen  que  je  viens  dUn- 
dlquer,  j*id  comnenc^  par  exposer  un  niveau  ordiDiüre  la  cbalear 
artificielfe  provenant  fl'une  lampo  :i  ineche  rvlhidriquc.  T)n  ^cran. 
perc^  d'un  troa  circulaire,  et  iuterpoge  entre  la  lampe  et  le  niveau» 
permettait  de  dirieer  la  cbaleur  sur  l'une  des  extreuiit^M  de  la 
mdle.  Je  Td  d^plac^  aiaal  de  11  dMsioos  en  deoz  miantea^'* 

„J*ai  ensuite  enferm^  le  niveau  dans  ane  enveloppe  sem- 
blable  n  eelle  que  je  viens  de  döcrire,  mais  sans  y  introduire  de 
liquide:   l  effet  de  la  cbaleur  a  ätä  plus  önergiquc  que  dans  le  . 
premler  cas^  U  bdle  a'eat  ddplacde  de  14  di¥laiona  ea  deoz  roi- 
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Dutes.     En  effet,   1  eoveioppe  cyliodrique   faibait  fonction  de 

,»En  troisi«me  lieu,  j  ai  rempli  d  eau  claire  la  grande  fiele,  et 
'  y.n  replacö  tout  le  svsteme  dans  ies  nit^mcs  coiKlitionH  que  pr^ee- 
fleuiDieot,  GMt'a-cTire  uue  la  uieme  diattuuc«  exi^tait  entre  Taxe 
da  hl  m^be  «t  eelid  de^la  bulle.*  Uo  tbflfmmaMre  vlae^  pt^tdu 
nlveaa*  mais  soustrait  par  Tecrao  a  ractinn  de  U  Mnpe»  et  od 
autre,  ezpn»6  directenient  a  oette  aetion,  iDdiquaient  dans  les  deox 
c&a  Ie8  meinet*  differeoces  de  temoeraliire.  Apre«  «{luitre  niioute^ 
la  bulle  Qe  8*ätiut  deplac^e  que  duBe  diviaio»  et  uo  quart.'* 

„EbÄi  jai  color^  le  liquide  en'bleu  ä  Taide  du  «ulfate  de 
€ui%'re  amiuoniacal )  et  j'ai  dirige  pendaut  cina  miniifps  !;i  cfiDleur 
de  la  'lampe  sur  la  ni^me  cxtremite  de  la  tmife.  Au  i>out  de  ce 
temps,  j*ai  pu  voir,  en  m'aidant  de  la  loupe,  que  la  bulle  avait 
march^  de  hiut  dixi^mes  de  diviflion  tu  plus.  Ain»i,  Teffet  produit 
par  la  chaleor  nvat  plns,  dnns  ro  rns,  que  le«  freie  eeotimee  de 
«e  qu'il  efnit  mir  lo  niveau  ordiiiair*', 

^Je  crui.s  tl<iiic  devotr  coD«eilU'r  d  aiiupter  la  modificatiou  uue 
je  vieoe  d'lodiquer  auz>iiiveeiix  deeHnto  a  dc«.«e«iMe  de  pred- 
'sioD :  si  eile  reod  rinstrumeut  un  peu  plus  lourd,  eile  a  l'avaotage 
de  le  renfiro  nuiins  fragile;  iorsqu'il  Iim  arrivera  «n  aorident,  pre»- 
que  teujour«^  la  Hole  »era  presiervee»  ce  sera  reuvelop|>e  uui  se 
brieera,  et  celte-d  est  bieo  fecttanent  reni|ilMtfe,  ear  eile  n** 
'  pas  hosoin  d'aveir  une  ferne  cyliodrique  fMirfalte«'* 

„Je  tprniiTiorni  on  r(»ro!iiTn;uidant  a  v^nx  i\m  so  servenf  du  ni- 
veau comme  in.struineiit  de  precibiuii,  nun -seuleineDt  d  eviter  qu  uoe 
des  extr^mitäs  de  sa  bulle  seit  soumise  a  uoe  tetnp^rature  »upd- 
rieure  a  celle  de  reeCre,  male  eocore  de  oe  pas  Temployor  Ion» 
qu'il  vioiit  d  t'tro  tr:itTsjH>rte  d'un  iieu  cbaml  daos  un  Heu  froid  oa 
reci|>ro<)uenieiit.  J  ai  rvniarquü  en  efFot  que  Inrsqiic  raicool  de  la 
fiole  8ubit  de«  dilutatiuiis  uu  des  coiitractions  rapides ,  la  buUe 
parait  u»  pas  se  contracter  eu  ee  dilater  ^fjalemeot  des  deux  cM4m 
a  partir  de  sori  point  inilieu ,  en  sorte  que  soo  centre  est  reelle« 
ment  deplace;  et  ce  in<»uvoniont  de  transport  de  la  Imlle  rontinue 
jusq'ä  ce  qu  elle  ait  aeqiais  une  longueur  caostante>  J  attribue  ce 
.  fait  k  dm  ceunnts  iati^rienrs  s'dtablissoDt  .dans  le  li^de  pen- 
daut qii*Ü  8*tfebauffe  ea  qtt'U  ee  refreidlt'  ' 

Anmerkung.  Aehnliche  Erscheinnngen  wie  die  Torher  betproebe* 
nen  «ini!  fllirippnii  aurh  «chon  »nnnt  h^i^harhtf^t  um\  nnrh  TihnÜrh*»  Mittfl 
%n  ihrer  BcRritigiin«;  ungewandt  worden.  M.  «.  z.  U.  die  ALhaadlung 
Ton  GL  A.  F.  Peter«  über  den  ErteUchen  Vertikalkreis  der  Pnlkowew 
Sternwarte  indem  Bulletin  de  la  clavse  plivsicu-niatli4fMrtii|ae  de  VA» 
dtoiie  J.  de  St.  reter«boui|;.  Tbl.  Ii.  1844'.  jf,m,,  G. 


* 
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jtndeuf  lui^en  zu  planlmetrischeii  Autt 
.  ipaben  uns  der  Cpnrenlelire. 


Bei  der  »Stundenzahl,  worauf  das  Studium  der  Bfatiiematik  an 

den  meisten  Gymnasien  beschränkt  ist  und  wegen  der  ilbrigen 
Lebrtacher  heschräukt  bleiben  muss^  Ist  es  ratl^am  und  bereits 
vieliadi  TerwirkUcht,  dass  der  Inbalt  dieoes  Lehrgegenstandes 
mf  Min  Minimum  reducirt  und  davon  ani^schleden  bleibe,  was 
immer  ohne  Nachthoi!  des  A^erständnisses  und  ohne  Verknninie- 
rung  der  Allgemeinhililung  ausfallen  kann.  Hlornarh  Ut  atich  die 
Lehre  von  den  KegeLnchuitten  der  Hochschule  zu  überiasseu,  uii- 

feachtet  des  Bediirfriisses  verschiedener  SStze  dieser  Lehre  Sfir 
lehandinng  der  Physik.  Lassen  sich  nun  diese  Sätze  mit  den 
interessantesten  Eigenschaften  dieser  Curven  auf  rein  planimetri- 
(»chem  Wege  und  leicht  fassUch  den  Schülern  mittheilen;  so  ist 
hiermit  lUV  die  Wissenschaft  viel  gen^onnen.  Dass  und  wie  ^eses 
geschehen  kfinne»  habe  ich  in  den  Abhandlungen  zu  unsem 
Herbstprogrammen  der  Jahre  1826,  1833  und  1840,  so  ^v'w  in  meinem 
Lehrbuche  der  Mathematik  gezeigt.  Einen  andern  Wei;  hierzu 
bieten  die  nachstehenden  Andeutungen,  nach  welchen  die  Prima- 
ner in  ihren  häuslichen  Aufgaben  zur  Kenntniss  der  Elemente  der 
Curvenlehre  cpT)rncht  und  die  Fleissiqern  zu  einer  angenehmen 
jSelbstbeschä^iiguog  angezogen  weiden  können. 

Genesis  und  Form  der  Curven  sweiter  Ordnung. 

5«  1.  Aulg.  Man  soll  b«  !'u')Mq  viele  Punkte  einer  Linie  he- 
stiumieu,  welche  einzeln  von  einem  Punkte  und  einer  Kreislinie 
oder  einer  geraden  Linie  In  Einer  Ebene  gleiche  Abstände  haben. 

Zur  Auflösung.  Ister  Fall.  Der  gegebene  Punkt  ist 
in  der  Krets-  oder  geraden  Linie.    Die  verlangten  Punkte  liegen 


« 


2tcr  Fall.  Der  LCLcheiie  Punkt  ist  >Titteipunkt  des  gegebe- 
nen Kroiseg.  Die  v^riaogteo' Punkte  liegen  iu  einein  concentri- 
Hchen  Kreise. 

Bemerk.    V  on  hier  ab  werde  die  gegebene  gerade  Linie  aln 
Kfeidlole  yoo  uoendlidieiii  Dafcbniemer  Mtnektot 

3t  er  Fall.  Der  gegebene  Punkt  liege  im  Radius  oder  Inder 
V^erlängerung  desselben.   Sei  der  AxeDoarchmesser  oA  (Taf. 

V.  Fig.  2.  3,  4.)  und  in  dem  Radin f/r  oder  in  fressen  Verlnnire- 
niiig  der  i^cjelxiie  Punkte.    Dann  erhiilt  man  zuerst  die  Schei- 
telpunkte a,  c  mitteit»t  i^a=-ah,  ^e  =  eA;. jeden  andern  der  ver-  * 
bngtea  Anikt»  nitfeM  hr,  er,  h»^sr  «md  «tX^ 

nottebt  Yeri&igemg  der  RlehiangsÜDle  ftr  eifcilt  maa 
auf  der  aadem  Seite  der  Azealime  deo  Piakt  e»  vre       je  vHrd« 

6.  2.  Lehrs.  Wenn  der  feste  Punkt  6  (erster  Brenn- 
punkt) im  Radius  des  Bildungskreises  (Direktrix)  liegt 
(Tal.  V.  Fig.  2.) ;  so  liegen  die  fraglichen  Punkte  in  einer  Linie,  welche 
in  sich  zurflckläuft  und  zwischen  Kreisen  einseschlossen  ist,  welche, 
mn  deo  erateo  Brennpunkt  h  mid  nm  den  Mittelpaiikt  der  Direktrix 
e  (iweiter  Brenapaakt)  beechrieben,  aick  in  a  berilhtea. 

Bew.  Ea  ist 

ttii>bz  (Eiern.  L  19.); 
ArSÄa  (6r>6if}; 

Soflut  5fi>^/.  (Wa  /  Scfmeidepnakt  iat>. 
Faraer  iat 

Sei  daher  k  SchneideiiiialU;  so  iat 

=*•; 

aber 

Er  kl.   Die  Linie,  in  welcher  &c.  ist  eine  Ellipse. 

6.3.  Lehrs.  Worin  fior  erste  IHrennpunkt  auf  der  Verlflniremng 
des  Durdimessers  den  Üildungt^kreises  liegt,  (Taf.  V.  Fig.  2.) ;  so 
liegen  die  fraglichen  Punkte  in  zwei  Linien,  welche  in  einer  Wio- 
kefolieiie  anendlich  fortgehend  sich  den  Schenkctn  dea  Winkele 
(Aaymptoten)  aümäbg  nähern,  ohne  dieselben  je  zu  erreichea. 

Be\v.  Seien  rr .  r  (Taf.  \.  I'lii.  5.)  die  Scheitelpunkte,  b,  c 
die  Brennpunkte,  bü ,  bi  l'angenten  der  Direktrix:  80  halhire  ae 
(die  Uauptaxe)  in  o  (der  Curvenmittelpunkt)  und  siebe 
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von  o  aus  Lothe  zn  den  Tansreiiten,  die  nach  beiden  KichtuD^en 
lUMOiUüdi  (ottfietietzi  werden  kirtioen ;  seien  ficX  bd  in  i  und pq  ±bi, 
Dmii  Itat  «ieli  »igen,  «Im  dto  IrafrüdMtt  Lloim»  dimh  «,  e  ge^ 
heod,  innerhalb  der  Winkel  /oo,  pok  unendlich  fortgefiihrt  ner- 
den  kunnen ,  ohn«  dkm  StheokAt  4«otn  «i«  «tch  «llmilig  nähern, 
jß  XU  erreichen. 

20  dlMc*  ZvrtcN  iiehM  man  auf  der  fk  ^kma  haUelugen 
Pnnkt  s  an,  eUM      nddia  di»  OMktris  lo  r  adweide»  Ai»  ^«  dlf» 
'  Nim  ist 

At=dk  (Elem.  I.  4.); 

ab« 

^>rf  (Elem.  ill  8.)      .  ' 

Also  liegt  der  dem  Radius  rc  entaprerbende  Carvenpankt  in 
der  Ebene  des  Winkels  foif.  Sei  nun  dieser  Punkt  n  ona  bn  ge- 
sogen,  so  ist  6m^m  {§.  1.)  vad  wenn  m±br,  so  ist  Af=sr;  ' 
somit  6x<6i.  Damm  wira  disM  Tva  der  nx  geschaitten,  und  awar 
unter  schieCeo  WioicsiD,  so  dass  m,  is,  übor  n,  t  mlfiogcrt»  eon> 
vergireo. 

Vfbrd  nini  .siriaehsn  re,  de  eis  Radios  cu>  gezoeea»  dessen 
VarlängeruDg  der  m  vor  dem  Begegnen  derselben  mit  if  begegne, 
«escbehe  \m  Ptinkte  r;  so  ist  erweislich,  das«  6i><cio  ist»  also 
der  bezügliche  Curvenpuokt  swischen  zo  und  ^li^,,  somit  dtr  ^ 
nSher  ist  als  Punkt  n. 

Ebenso  verhält  sich's  in  Bsaig  anf  die  s^  and  IhnUch  In  Bs- 
aog  auf  die  po  und  ok. 

Da  nun  beim  Fortrücken  des  Ponlstes  s  auf  der  unbegrenzten 
fk  die  Bestlmmuog  des  Punktes  n  mogUch  bleibt  (weil  caparallel 
fk);  80  kann  die  thi^iche  linia  uMadueh  foitgssctst  werden. 

Erkl.   Die  Linie,  in  welclier  &c.  ist  dioe  Hyperbel. 

§,4.  Lehrs.   W^enn  die  Direktrix  eine  gerade  Linie  ist;  so 
liegen  die  fraglichen  Punkte  in  ober  Linie,  welche  vom  ;ächeitel- 
poiikta  aim  sa  baidta  Seitea  der  Axsalinle  in  stetiger  Abwalchnag' 
von  dieser  und  der  Direktrix  unendlich  fortgesetzt  werden  kaaa. 

Zmn  Beweiw  genfmt  das  A  brn.  (Taf.  V.  Ft!?.  4.) 

J|.  5.  Lehrs.  Wenn  zwei  Kreise  excentrisch  in  einander  be- 
eben  sind,  ohne  sich  zu  berübreo;  so  lassen  sich  zwei  Ellip- 
aaa  angeben,  dieren  sämmtliehe  Punkte  eiaaehi  tob  beiden  Kreisen 
gleiche  Abstände  haben. 

'  Bew.  Seien  6,  c  (Tai.  V.  Fig.  6.)  die  »littelpunkte  der 
Kreise j  welche  die  Azeolinie  in  i,  kj  f  und  ß  schneiden ;  so  ziehe 
man  einen  beliebigen  lüdias  et  nna  verlängere  denselben  um 
ls~ib.  Beschreibe  nun  mit  c/  um  c  einen  Kreis  und  in  ficaugaaC 
denselben  die  Ellipse,  deren  erster  Brennpunkt  b  ist 

Sei  nun  n  ein  Punkt  dieser  Ellipse,  so  ziehe  bHy  welche  die 
KrciaUnie  In  r  schneide. 
Ornnist 

fosnl  (Constr.  g.  jf,  ].), 

»  <r=l»  (Aua.) 

•  ni=ii«  ftc« 


Digitized  by  Google 


.  40« 

Zieht  man  nun  die  r»,  n eiche  verlängert  die  Piiulcle  x,  u,  t 
^iebt;  dann  cz,  6k,  welche  über  7t  verlantjert  die  cz  in  c  triflft;  so 
ist  wegen  ^  *cz  oo  wii* cv ftrw  OJ  «rz  auch  v  ein  Kllipsenpunkt  und 

Au«  demselbfn  (irmide  ist      parallel tä  und  fm:  cs^öx:  rj-&c. 

^an  begegne  Im  verlängert  dorn  Kreise  uin  ff  in  ti'.  Dann 
siehe  tu' ,  welche  verlängert  die  Funkte  x',  r',  z',  gebe,  und  femer 
siebe  tfe,  r^b,  wddie  venAngert  der  et  io  beg^oe. 

Hiernaoli  ist 


t 

r'b'.bu'  =-x'cic*  (Kadieny 

ttnd 

* 

Winkel  r'it'6=2'«e  (Correep.)** 

daher 

Xf'btfc^ifet 

ind 

r'b  parallel  z'e ; 

«oroit 

Felgilch  r'fg'di'r;  aUo  n'  ven  VeMen  Kteieen  gleleh  weif  ah* 

etehend. 

AVird  [Mit)  noch  mit  einem  Hadius  —c»-~r^b  um  b  eio  Kreie 
beschrieben,  der  die  es  in  V  schneidet;  so  ist 

Folglich 

r^n'-f^b^nft^r» 

oder 

Also  it'  ein  Ellipsenpunkt  für  die  Brennpiiekte  6«  €  besttglich 

aaf  den  eben  beschriebenen  Kreis. 

Andererseit  der  Axenlinie  erhalt  man  die  Punkte  r,  r'. 

Zus.  Wenn  die  Kreise  sich  beriihreii;  so  geht  die  zweite 
Ellipse  in  die  Hauptaxe  über. 

6.  6.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kieise  in  einer  Ebene 
beschrieben  sind  j  *  ohne  sich  su  berflhrea;  so  hassen  ^ich  zwei 
Hyperbebi  eDgehen,  kc.  Alles  naeh  Aoalogie  dee  vor.  Paiiigni{dieik 

''Zaa.  1.  WeDD  die  Kreiee  sieh  berilhreD  ftc 

Zus.  2.    Werden  die  Kreise  einander  gleich  genommeii  6^c. 

§.  7.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Ebene 
eich  echneideD;  so  liest  sich  eioe  fillipse  und  eine  Hypeihel  an* 

geben,  &c. 

Zus.  Wenn  die  Kreise  eioandef  gleich  geoonuneo  werdea; 

so  &c. 
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ij.  8.  Lehr«.  Wenn  io  einer  Kbene  ein  Kreis  und  eine  c:erinle 
Linie  ausserhalb  oder  bwfilweiid  gtgebco  siod;  «a  iiiast  sicia  moa 
Farabel  angeben,  &c.  .     •  . 

Zus.  Wenn  die  trenide  Linie  Kro'rts.sekante  wird;  ^  erb^l 
uuiii  xwei  Parubelti,  die  dem  ^uUe  eutaprechen. 


1  ■'  • 

.1. " 


•  r 


i 


JL. 


lieber  die  Potenzen  mit  imaii;inären 


Von 

UerrjD  L-BAllaaff, 

Ldwer  an  der  BiigfiicMe  m  Tavsl. 


•>i.' 


In  einem  frOhern  Aufsätze*)  suchte  ich  die  versrhiodenen  Grund- 
begriffe der  allgemeineu  Arithmetik  auf  eioe^  von  der  geivObnli- 
cbeo  abiveichende  Weise  darzustellen,  liess  aber  damals  die  Po- 
tooMo  adt  imaginären  Exponenten  unberflcksichtigt.  Eise  mug« 
liehst  elementare  Herleituu^  des  Begriffs  dieser  T^oteDfen  «oll  des 
G^enstand  der  folgenden  Abhandlung  ausmat  heri. 

Es  sei  a  eine  absolute,  ratlonaie  oder  irrationale  Zahl,  also 
ein  Zeicbeo,  welche«  eine  soldie .  Behandlung  der  Einheit  ver- 
s<  Ii  reibt,  welche'  sicti  genau  oder  beliebig  ani^enähert  auf  eine 
Theilunj»  und  Vervielföltigung  derselben  zurfic  I^nihren  ISsst;  die 
Bedeutung  dos  Zeichens  o*  ist  dann  in  der  erwähnten  Abhand- 
lung für  den  Fall  erklärt,  dass  x  eine  positive  oder  negative,  ra« 
tioiiaie  oder  Irrationale  Zahl  ist.  Die  dort  gegebene  Definition  er- 
sbeckt  sich  aber  Dicht  a«f  den  Fall»  dass  x  eine  imaginäre  Zahl 

(von  der  Form  (p.V^  t)  letj  dienellM  bedarf  ateo  filr  dieeeo  FaÜJioda 
einer  Erweiterung.  '  ^' 
Dieser  Ei^  eiterung  stellt  sich  aber  eioe  etsenthfimliche  Schn  ie- 
ligMt  in  den  W^.  m  oßM  nSmüch  x  -kmn  Reichen,  welchen 
unmittelbar  ^ne  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt,  me  z.  B.  In 
a-f-dp:  sondern  ein  Zeichen,  welches  nngiebt,  auf  welche  Weise 


«)  Hu.  V.  Nr.  XIX.  0rm 


UM. 

die  Einheit  meh  der  Vor«chriit  von  a  behandelt  werden  soll.  So 
schreibt  da«  Zeichen  3  in  nicitt  vor,  da^  die  Einheit  3mal  ge- 
nommen werden  soll,  sondern  da»n  die  durch  a  aogtezeifTte  Behandlui^ 
dreimal  wicdi  i  holt  «  erden  soll.  IMan  sieht,  da-ss  su  h  diese  Er- 
kliiruricr  iiiiini ttclbar  gar  nicht  auf  den  Fall  auadehnen  lS«st,  dass 
der  Exponent  eine  imaginäre  2^hi  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Aufgabe,  den  Ansdnick  a*\n  einen  andern  mnnifomien,  in  wei- 
cheni  x  unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt; 
dann  Icann  die  Erweiterung  der  Definition  keiner  vSrhwteriekeit 
mehr  unterliegen.    Diese  Aufgabe  ist  durch  den  bekannten  Satz: 

0=0      ,  '  _L 
rt^     Uni.ft  f  (tlogcx)«  gelöst,  in  welchem  Ausdrucke  log«  den  na- 
türlichen Logarithmus  von  a  bezeichnet.    Von  diesem  Satze  soll 
Uef  inecft  ^ne  einfache,  uod^ivie  mir  scheint,  recht  instniirtive 
Herleitong  gegeben  werden. 

Es  Bei  liieret  «>!  und  d  eln^  positive  ZaU.  Dann  ist  «^>1> 

also  a^=i-|-  wo  J  eine  postttve  Zahl  beteichnet  Da  J  mit  d 
zugleich  0  wird,  so  kann  man  ^=6*d  setaea«  wo  b  noch  von  d 
Mi^^  «o4  et JtfUi  dsDBi  ,  • 

a^=l+6.a  (1) 

# 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  was  alu  b  wird»  wenn  S  mK- 
endlich  klein  wird.  Am  (1)  üilgt:  ^ 

 (S) 


und  es  fragt  sich,  ob  sich  dieser  Ansdinck  fttr  d=0  dncr  be^ 
samten  Grünze  nftbert« 

Man  setze  zuerst  ^— ^*  uneodlichgroxsn  erdende 

J»— 1 

ganie  Zahl  beseidmet  und  — ; — ssum  t>m  iai  ,. 

. «  ■         ,    ,    .  , 

'  II  •■  . . 

•=(»+5)"=l+«.+i(l-^)«-'+^(I-i).(l-^«.M... 

Man  sieht,  'dass  In  dem  Aasdnidba  am  fechten  Hand  aUe 
(iliodrr  pasitiT  sind  imd  dass  die  AosaU  derselhea,  so  wia  dlp 

Koefüzienten  der  einzelnen  Glieder  um  so  grosser  werden,  je 
grf^Her  R  wird.  Da  aber  die  Summe  aller  Glieder  immer  ~o  ist, 
«q  jiQMSs  mit  wachssndera  11  immer  kleiner  werden.  Die  Glie- 
der      unendlichen  Il«lie.: 

»1,       tt«,...»»,  in  tnf. 

amd  alle  poaitiv  und  jadca  Glisd  lat  bfoiaar  ala  das  mhcrga* 
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bende;  dies«  BMi  nvM  daher  ^  po^tive  GrioM  m  IpMitaM, 

'  m=lijii  — j— 


9=0^9 


m  ist  ahn  mgteieh  d«r  Werth  too  lim-^-*>*«  Um  sich  hier- 


tot 


▼00  m  flbeneageo»  überlege  man«  dßm         eine  Fnqktloo^  von  d 


tot»  die  nur  f3r  d=0,  ein  Fall  der  bei  unserer  Betrachtung  nicht 
Tethmuit,  eioe  Uoterbrechmig  der  Kootinaitil  erleiden  kann.  FOi 

eto  nnendlieh  kleto  wentondee  d  kann  man  nun  —  ee  wählen,  daes 

n 

der  ZAhhfeithTaDdr--hletoer  int  ntojedeangehbaie  ab#oiuteZahl. 
Dann  kann  aber«  der  firklirung  der  KoDtinuität  gemäss,  fLZ^zl 

— =-j-^  dem  Zahhvertbe  nach  kleiner  ato  jede  noch  so  kletoe  ah- 

solnte  Zahl  werden«  and  man  bat 

lim  {^^-^-^  Vm=0; 


&  ^  ^  -  =  lim  52p-i=5m. 
£•  ist  daher,  für  a>0  und  ein  ttoendiich  kleiuei«,  poiiitives d : 

tf:=zl^m.i,  iPt  ln:s=  Km -i-y-i 

und  eine  bestimmte  Zahl  ist.  Dieser  ^>atz  gilt  aber  auch  für  ein 
negatives  d  und  a<l.   Deuu  ist  6  negativ  und  s=-*'d',  so  hnl  Inn 

=  «-«'=j-Ljp=l-iiid'=::l+m.d; 
«Atot«<l,  netot 


^l+d.  Ihn  ^— 2::lima>'  =  l+d.  fim  =— =.=1— w.*^ 
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Es  ist  daher  streng  allgemeio  fär  jodes  absolote  u  und  jede« 
iiuendlich  kleine,  {reelle  d: 

«  *  ■  ^ 

«^=l+»ii.Ä...'...<4) 
wo  IN  Mne  bestimmte  Zßbi  und 


^  Um^ 


IM. 


Ist  or  eine  bcHebige  n*plie  Zahl  «nd  n  eine  uneiMlIich  gnwse, 
gaoze  Zftbl,  so  ist  nacii  (4) 


n 


daher: 

a'  =  iim(l+m^)   (5) 


bt  Um  — j — =1 ,  90  aenet  man  bchaootlich  e  die  üasis  der 
Datfirlicheii  Logaritbmeu.   £«  ist  daoa  ^  ^ 

«=30        ;r   n        ii=OD        j  n 

e^sslim  (1+-)  ,  e=Um  *) 


Da 


ae  folgt  ana  der  Vetgleiehing  mit  (5) 

»i~Ioga. 

In  (6)  ist  auB  üF  auf  eine  solche  Weise  umgeformt»  daaa  ia 
dem  Werthe  von  a' x  unmittrlhar  eino  Behanjllung  der  EiDh^ 
vorRchreiht.  Die  Gleichurii^  (H)  uiebt  daOD  uoouttdilNUr  Mgffadf 
Erweiterung  der  Deüuition  der  Potenz: 

•)  Der  Beweb,  diM  (l-h^*  ftr  n  anettdUch  werdend  «ich  einer 


bcstimaiteii  Gr&nse  nihrrt,  Ut  schon  früher  im  Archive  ThLI.  Mr  ILXIIIL 
S.  2(U.  1  hi.  III.  Nr.  \XXVI.  S.  327.  gegekw.  Idi  iNrilq  ca  '  ~ 
ühcvflttwig  iha  hi«r  m  inederheten. 
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sei  a  eine  beliebige  absolute  Zahl,  x  eine  beliebige  reelle 
oder  imagiofire  Zahl  (fp*^ — 1)«  bo  bezeichnet  man 

lim(l-i- — mita'.' 

Es  mu.s.s  nun  noch  ge/.eii^t  uerden,  wie  die  durch  a''^  — * 
Torgeschriebene  ßehandluni;  der  ICinbeit  an  einer  Grösse  «virklich 
aosgeffibrt  wird.  Es  sei  X  ein  Strahl,  der  Tondein  AolangApunkte 
detlKoordiDateii  ans  aacli  der  «Ricbtui^  der  ert^ta  positiven  Ualb- 

achse  gezogen  ist.  Den  durch  Ar.(i  -f  T±^M}  dargestellt«»  Strahl 

erhält  man,  wenn  man  in  dem  Endpunkte  von  nach  der  einen  oder 
anderen  »Seit»  hin.  Je  nachdem  9^  positiToder  negativ  ist,  eine  Senkrechte 

errichtet,  dienelhe  =  .5^*^^^?   macht,  und  den  Endpunkt  dieser 

Senkrechten  mit  dem  Arifanespunkte  der  Koordinaten  verbinrlpt, 
ist  M  uoeadhcb  grotM,  ao  erhäit  man  einen  iStrahl;  welcher  d^r 
Lftoi0  naeh  =Xlrt  und  mii  dernsnlhMi  disn  bes^idebenen  Wnkel 

bildet.   X.a'^ '     X.  \m{  1  ^  ^'^^^ )    erhält  man»  wenn 

mau  dieses  Verfahren  aimal  wiederholt.  Obiger  Ausdruck  ist  da- 
her ein  Strahl ,  welcher  mit  A'  gleiche  Länge  hat  und  mit  demsel- 
ben den  bcschfiebcoen  Winliel  ^loga  bildd. 

O*^'**  iät  also  ein  Behandlungszeichen ,  n  elches  vorschreibt, 
dais  ain  Str^  nm  den  be«chriebco«ii- Winkel  ^.loga.  gfdiebt 

Werden  soll.  schreibt  daher  eine  Drehang  nm  den  be- 

sehriebeneo  WinJet  9  vor.  *  ist  also  gleich  deoyenigeo  Be- 

handhrngsaeichep,  welchen  ich  lo  meinem  ^hem  Anisatas  mit  t 
hexeicbbet  habe.' 

Hlenran-  ergiebt  «ich  anch  mmtttelhar«  dann  *X,t^^^^ 
*— T.cos^t-fX-^in^.V^i,  also  sVl^— 1*==:  coS^  +  'sin 

Ist.    I>a  sich  ijun  auf  ho  kannte  Weise  lim  (1  +      )  ~^     in  eine 

Ii 

unendlirlio  Pr»ibe  eüti\irk('fn  Iäs8t,  so  erhalt  iiiaii  durch  Glcich- 
seUuij*^  der  reellen  und  imaginären  Theile  mit  Leichtigkeit  die 
bekannten  Reihen  fiir  cos  9  und  sin  9. 

.  Die  Definifien  der  Peiena  iSast  sich  mm  anch  anT  den  Fall 
erweitcra»  daaa  man  ftir  den.  EipeoipiiIeD  ein  heliehignn  JBehaiid^ 

luogszelehen»  wie  ^  etc.  aetst«  Iat  ^  ein  nelches»  ee  hat  man: 

lim  a-t")  . 

wo  es  dann  freilich  noch  zweifelhaft  bleibt,  ob  dieses  Zeichen 
eine  bestimmte  Bedeutung  hat  oder  nicht.  Für  diese  Potenzen 
lassen  sich  dann  mK  Leichtigkeit  diejenigen  Sitae  beweiseD,  die 
lilr  gewOhnlicfae  Poteuen  gelten.  So  iat  n.  BL 
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lim  (1+^)  , 


dahtr; 


f^.e^=llro  (H~)X  limil+v ) 

=  Ii«  l(l+i).(i+F>  j 


=  lim(l+^— )  =  € 

vorausgesetzt  dass  nicht  A./i'  eine  solche  Behandlnnc;  der  Eiobeit 
anzeigt,  durch  deren  Aosfähning  eine  unendlich  groMe  Grus«e 
wtsteht«  * 

I>ie  ErkJiirun-  solcher Fotenien,  wie  a"+«^— \(a+6V  lIl)««-M'^ 
Ist  thcils  schon  in  dem  Frflheni  enlhiilten  oder  mnw  auf  die  g«- 
irSbotiche  WeUi^  gegeben  werden. 

Die  itonetmlrtioD  der  imaginären  Zahlen  ist  belcanntlicb  mevst 

von  O  ?i  ti  •?  R  e:egeben  xvnrdpn.  So  viel  ich  weiss,  ist  von  Ganse 
.selbst  Nichts  darüli«*r  im  Druck  erschienen*).  Ich  kenne  diese  Un- 
tersuchungen uur  durch  eine  kurxe  briefliche  Mittheilang  eines 
Freunde«  (dee  Herrn  Dr.  Witts teio)  und  durch  die  Abhandluog 
dee  ventortienenMi^oisManer  im  A^diiTe(Tbl.  LS.  397).  Die  Idee» 

die  Zeichen-^,  Ar  u.  s.  w.  ivle  Zahlen  su  bebandelo»  ist  vnn  dem 

rix 

verstorbenen  iioctor  £ichhorn  in  seinen  Principien  einer  ail- 
jemeinen  Funktionenredhrning  (HMinover  iS34)  vielleicht  xueist 
ausgesprochen.  Cauchy  hat  von  dieser  Idee belDumflich  glänzende 
Anwendungen  auf  die  Theorie  des  Lichts  gemacht,  nennt  ab^r 
diese  Recnnungeu  symbolische.  Ich  glaube,  dass  dieseÜMn  nicht 
mehr  oder  weniger  symbolisch  sind,  als  die  Rechnungen  mK  vn* 
benannten  Zahlen  flberhanpt. 

•)  Die  Abbnnilinng  ThI.  Vf.  Nr.  XXXV  tirnT  (Uren  Anhang  Iromtte 
Herr  Ballaaff  bei  AbfaMnag  des  vorliegenden  AufvaUet  noch  nicJit  kenaea. 
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lieber  das  balltotteelie  Problem 


VoD  dem 

'  fleirn  Dedtor  Dippe, 

OMMkNT  an  GmaMiui  FrMoriciaiuHB  m  Sckwari«. 


tn  d^m  Prorrramin  des  Gyititiaalii]n«<Ftfderictaniim  In  .Schwerin 

vom  Jahre  \H4^  hahe  ich  eine  Lr>.sunj»  des  ballistiscTien  l*rolilema 
auf  die  Annahme  gestutzt»  6&ss  der  Widerstand  der  Luft  der 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  proportinai  seL 
Ich  Mtk  wdt  davon  entfernt,  diese  Annahlne  für  richtifr^r  oder 
für  weniger  falsch  zu  halten,  als  die  gewöhnliche  Vorafe* 
setzunij:  allein  ich  s^lauhe  doch,  dass  dies«*  I'ntersurhnng  nicht 
ohne  eipiges  thcoretiKcfae  Interesse  ist,  indem  theils  das  Gesetz 
jenes  Wraergtftndes  noch  gar  nichts  mit  h1nl8n|Hich«r  SIcheriieit 
bekannt  ist,  theils  die  TOO  mif  SUtt  Grunde  gelegte  Annahme  dkl 
einzige  ist,  ?»ei  welcher  man  z«  einer  vollfitandigen  Lösung  des 
Problem»  sjotanijen  kann.  Selbst  die  Praxi»  sclieint  l»ei  dieser  Auf- 
lüfeung  nicht  ganz  leef  auszugehen,  wenn  man  nur  von  den  autge- 
stellten Formeln  nicht  mehr  verlangt,  als  sie  bei  der  Umvahrscheni- 
lichkeit ,  dass  die  IbiieD  xa  Gmode  liegende  ADoahnie  tichtig  sel^ 
leisteD  können. 

Der  Umstand ,  dass  von  unsern  Programmen  nur  wenige  Ezem- 
plere  die  GrUnseo  MeeJclcDhnrgs  lUbenchrefteo,  irktd  vtk  nr  Eni* 
ecfaaJdignDg  dienen*  dass  Ich  das  Weeentlichsto  wm  jener  Ahhand- 
long  hier  mlttbeiie* 

Der  !)ewegte  Kjir[»er  sei  eine  Kqgel«  und  die  heschleonigende 
Kratt  de^i  Wjoerstandes  sei 


*)  Ich  hn!te  p<9  für  meine  Schaldigkeit,  so  bemerken,  dnns  der  Ab- 
druck dieses  schon  seit  längerer  Zeit  in  meinen  Händen  befindliclien  Auf- 
■atsee  dlnreli  unvorhergesehene  Hindernlese  bis  jelst  venögert 
ist.  ^Tnahe  ahrr,  ^n>is  drrKoIhr  auch  nun  nicllt  Btt  ^it  ksnat^ 
muh  der  GagOMtand  eeUisi  nidit  gans  neu  ist  . 
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V 

wo  h  eine  durch  dif  l  .rHilirung  zu  bestimmende  constante  («eschnin- 
digkcit  ttfty  deren  Wcrtii  von  aer  Grü««e  und  Dichtigkeit  der  Kusel, 
soivie  von  Dichtigkeit  und  besoadeni  BMehaicMieit  d«B  wider- 
stehenden Mittels  abMDgt,  während  a  die  beschleunigende  Kraft 
der  Sf  fnvpro  in  dem  widerstehenden  Mittel  bedeutet,  p  aber  die 
Cie»i-huin(iigkeit  des  bewegten  Körpers  ist.  Wenn  G  die  beschleu*' 
Digende  Kraft  der  Schwere  im  leeren  Ranm  Ist,  d  aber  die  Dich- 
tigkeit des  Mittels,  d  die  Dichtigkeit  der  Kugel  bedeutet,  so 
hat  inaD 

Es  wird  (j  negativ,  wenn  d  ist;  und  in  diesem  Falle  erh&lt 
auch  k  eioeo  negativen  Werths  diuu^t^de/  Quotient    positiv  bleibe. 

Da  ferner  der  Widerstand  um  so  geringer  wird,  je  kleiner  ^ist^so 

mass  der  Werth  Ton  k  In  der  Weise  tos  ^  abhängen,  dass  k  im- 

endlich  gross  wird,  wem  ^  ▼eiscbwindet,  a||K>  wenn  die  Bewegn^ 
Im  leeren  Räume  erfolgt 

Um  die  L«isung  des  Problems  zu  vereinCichen ,  uebnien  wir  ao, 
daüs  die  widcrstchoTule  FlüssiukeU  keine  eigenthumlichc  oi^ung 
babe,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  der  ganzen  Atisdebrninu  der  Kuiirl- 
bahn  constaot,  und  die  Richtimg  der  »Scbuerc  mit  dem  durch  eiueu 
iHiokt  A  der  Kugelbahn  gezogenen  Erdradius  parallel  a^  Die 
Bahn  des  Kugelmittetpusktes  liegt  alsdann  in  einer  durch  AB  wt\^ 
ten  vertikalen  Ebene,  wenn  Aß  die  Hicbtiin*;  ;iT)i;!ebf.  welche  die 
Kugel  im  Punkte  A  hat. .  In  dieser  Ebene  legt  mau  durch  A  die 
Absciaaeoachse  AX  horizontal  und  die  Ordinatenachse  A  Y  darauf 
senkrecht»  so  dass  die  Ordinateu  in  der  Richtung  nach  oben  posi- 
tiv ^nnommen  ^vorden.  INacfi  Vi  rlatif  der  Zeit  i  sei  die  Kugel  mit 
der  <iesrbuii)(ii^keit  r  in  einem  i*iiiikl<»  V,  angelangt,  dessen  Coor- 
dioaten  x  und  1/  sind;  der  zwiHcben  A  und  C  liegende  Tbeil  ihrer 
Bahn  sei  und  in  C  bilde  die  Richtung  ihrer  Bewegung  mit  AX 
den.Winhei  9:  dana.aind  nach  Jiefcaiinten  Gesetieo  der.  Mechanik 

rfi*-=- 5?=-* •  ' 

die  Differentuü^leichungen,  aus'  denen  die  Hrsetse  der  Bewegung 
hergeleitet  werden.  Nun  ist  befeanotlich  *  <^os9>  — »in  9  . 

du 

—  ^9  folglich  hat  man  die  Integration  der  Gleichungen  ' 

— I'dr     de — k  di"^ 

au  bewerkstelligen,  und,  "enn  im  Punkte  A  die  Geschwindig- 
keit =  a  ist,  und  mit  AX  den  Winkel  MAX==ztt  bildet»  die  Cw> 
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«tauten  m  sa  bestinuneB,  daas  gloiduBtitig  Is^O*  jr^H»  ymsC^ 

'    ds        djc  dy 
sissQ,  »=^=a,  -^sscosa,  ^  =  8iDa,  initWnjdia  horlsoatale 

dj!      '  * 
.Geschwindigkeit  ^^acoaffj  die  vertikale' Geaehwindig* 

dy  "*■    ' '  * 

keit  "^'^        w^de.  ^    •    .'u  - 

Maa  fiadat  dofoh  Integratlaa  dar  GMohuogen  1)  nod  2) 

3)  , 


4)  f =«-ta«-f 


Aua  der  Glaieliaag  9)  erkilt  naii  deich  efce/nao^lategmtioD 

6)  <=  —  iMT.  Bat.  — 5  , 

'       ^  oleosa— ^df* 

oder 

,       .     ,=2fc21£  (,_.-f ),  .  .. 

we  a  die  fiaala  der-natlrilcheB  Logarithiaen  hadMat. 
'  Bbaa  ae  ediUfr'BMBiaMi^  4) 


•      .r  » 


7)  l=»^los,  aal  i — — - 


Durch  Comblaatlaii  der' ([laiphinigeD  3)  aad  0)  findet  man  die 
horiioBtale  Gaachwiadiglelt: 

-  » 

und  aus  4)  und  8)  die  vertücale  Geschwindigkeit: 

10)  ^^^(*+Äafai«)a~^ 

•  Endlich  Erhält  man  durch  Yerbindang  der  CUeichimgeB  5)  aad  7) 
aitcea«  k^atlna 

BDd  wenn  wtr  nus  5)  für  f  seinen  Werth  setzon  iinr!  crpfinrig  rada* 
dren»  so  ergiebt  sich  die  Gleicbung  dex  Kugcibahn:. 

Tkdl  VL  .97 
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Es  Ist  also  die  BahD  eine  ebene  Curve»  deren  Gieicfcong  in 
der  eiaiachea  Gestalt 

I^oa^-l-f  leg^  Mt.  (i  •-*r4| 

erscheiot,  weoD  mao  die  coDstanten  Fucturen  der  Reihe  nach  mit 
P*  q,r  beMtelmet 

Eäiie  nähere  Untersuchung  der  obieen  Fomielii  lelirl  dwb  Fd- 
Mdk^-  Di®  Gleichung  (12)  reducirt  sich  fjli  ^»00«  «IfO  ivauidie 
Bewegung  im  leeren  Kaume  erfolgt,  auf 


y=ta»g«.a-^.^,,. 


dafi  ist  die  Gleichunt^  der  Parabel,   weiche  eine'  mit  der  anfing- 
Bellen-  Geschwindigkeit  a  unter  dem  EleTationswinkil «  feitgiacMw 
derte  Kugel  im  leeren  Räume  bcsichroiben  wfbrde. 

Für  die  vertikale  Geschwindigkeit  eihäk  man  «ien  Weitli 


Ä*  +  fl  sio  et 


wenn  man  die  Formeln  (4),  (U),  (5)  in  {.  1.  combinirt  Dieser 
Werth  wild  Nill,  wwd 

q!*sin9« 

i)  «,=• 


ist,  und  diespr  Werth  verwandelt  sich,  wenn  kr=ao  ,  ff  —  G  wird, 
d.  h.  wenn  der  KOrper  sich  im  leeren  Baume  bewegt,  in  die 
bekannte  Formel 

a*sin2a 

Die  Ordinato  des  höchsten  Punktes  der  Kueelbahn  findet  rnan, 
wenn  man  den  Werth  (1)  in  die  Gieichang  (12)  des  $.  1.  snbsti- 
tuirt  j  Qiuniich  *  '  - 

2)  y^-gV—l  log.naL(l  +  -^— )j. 

DiMMT  Wcrdi  geht  Ar  k^vi»  iOm  Ii  ' 

sin  *a 
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I)io  vertikale  GeschwiiuHt^keit  erhalt  von  diesem  Punkte  an 
eineo  ne^tiven  Werth  und  wird  immer  crosser,  j^fihrepd  die  Ordi- 
nate ahnunmt,  «o  da^  die  Kugel  sich  uer  durch  A  gelegten  bori- 
mtakii  iB^ne  wiedemm  «Shert  Sie  erreidit  peaume,  wenn 
wird;  die  Albscisse  dieses  Punktes  oder  die  W«rfiftt!te 
mM  dnrdi  ^M^ung  de?  tnoatcendeDtmi  Glmchnog 

gefunden  weiden. 

Nun  hat  aber  die  Auflösung  einer  transsceu deuten  Gleichung 

von  te.  l^otm  ^ 

px  -f  9  log.  nat  (1    rar)  — 0 

keine  bedeutenden  Schwierigkeiten;  es  ist  also  die  Wurfweite  als 
bekannt  anzusehen  ffir  jeden  Elevationswinkel  a  und  für  jede  An- 
fiuigsgeschvfindigkeit  a,  soWd  dmCoMdcnt  k  bekannt  ist.  Die- 
jMr  C^eflicisnt  nm  aber  ffefimden  werden ,  wenn  man  bei  unverSn- 
diffter  Anfani^sgeschwindigkelt  uat0rverMki«d«iieD£ii0VittMiiriiriEelli 
^e  Wurfweiten  beobachtet  bat. 

Ferner  lehrt  die  Gleicliiin«?  (3>  in  6.  1. ,  dass  die  heilaoiiiale 
Geechwindigkett  abnimmt  und  für  die  Aliscisse 

ai(«oe« 

verschwindet  Setzen  wir  x>Xa,  so  finden  wir  nach  (5)  in 
§.  1.  fib  f  eioen  imafj^iiSien  Werth»  wihreDd  l=r  od  wirdfilr  2=«,; 
zugleich  erkennen  wir  aus  Gleichung  (6)^  dass  mit  wachsendem  t 
die  AbscLsse  x  sich  dem  Werthe  in  der  Wdee  o&herty  daie 
der  Unterschied 

ak  cosg  ' 

kleiner  wlrd>  ^«le  jede  lieUebig  Ideine  Gritese»  indem  e^unendii^ 

gjies»  wird. 

Folglich  ist  die  mit  der  Ordiuateuachse  |>arailele 

'  dl,  cos  et 

9 

eine  Ajsymptete  für  den  auf  der  positiven  Seite  der 
Ä1»seieiteii"«lKi!irts  gehenden  Zweig  der  Curve.  Die 
Bewegttftg  iiihert  :ni<ll  imo  immer  mehr  doet  geradlinigen  verti- 
kalen BewegtojK;    und  da  der  Atiednick;  der  vertikalen  (rescTj^vln- 

digkeit  (Gl.  (10)  in  ^  1.)  sich  dein  \Ver(he  —  «nbeuränzt  nähert, 
weon  matj  i  zur  (;ir!iaze  go  wachsen  lässt :    so  wird  die  Bewegung 

Immer  mehr  gleichförmig.    Von  dem  Augenblick«  an,  we  ^ 

27* 


-^0  war,  nimmt  die  vertikale  Geschwindigkeit  in  ^crRiditone  tob 
oben  n;ich  unten  forhvähreiif?  7.11.  ohne  den  ^^V^th  — /•  in  ennfirlrcr 
Zeit  zn  erreichen  oder  jemals  üherschreiteri  zu  krtniicn.  Wir 
f^cbliesöeii  daraus  ,  d ass  h  die  g r  ü s  t  e  <  1  c  s ch >v  i u  d  i  g k e i  t  ist, 
welche  die  Rüge  1  in  dem  widerstehenden  Mittel  erlan- 
gen kann,  iveiin  sie  ohne  anfängliche  Geschwind  igle  eit 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  si-ch  senkrecht  ab- 
wSrts  be-vvegt 

£iQe  weitere  Uotersncbuog  der  Gleichung  näherer  bailiatlwclwii 
Cttr^e  zeigt  uns,  dass  der  auf  der  negativen  »Seite  der 
Abscissf^n  liegende  Zweig  keine  Asymptote  hat. 

Zuvörderst  nändich  i.st  keine  vertikale  Linie  Asymptote,  weil 
y  für  einen  beliebig  grot^eu  negativen  Werth  von  x  niemals  ima- 
ginSr  wird.  Verbinde  man  aber  die  €H«i<}knn§  der  geraden  Linie 

mit  der  deichans  der  Curve  (yergl.  (12)  in  $.  l.h  so  erhält  man 
für  jf=^^<x>^  nach  gehöriger  Beaätignnf  dar  in  Oxoo  Hegenden 
Unbestimmtheit 

^  acos« 

'  ■  .  .<  ^    .  . 

W' enn  also  der  auf  der  Seite  der  negativen  Abscissen  liegende 
Theil  der  Curve  eine  geradlinige  Ai^ptote  hat«  ne  muss  dinaelbe 

der  geraden  Linie  ^  parallel  nein.  Setaeii  wir  aber 

 k^a»m  a 

»tl—.,     IflJQgB    ,J*+Sf.  . 

>  '  ■     ■   /  '         I    '  ■ 

in  die  Gleichung  der  Curve,  so  finden  wirfilra;= — od  auch  9=4», 
d.  h«  es  ist  keine  Aayroptete  vorhanden.  . 


J.  a 

Da  unsere  Annahme  rieh  Toa  dem  wahren  aber  nnbekaooteo 
Gesetze  des  \¥lder8taades  noch  Weiter  entfernt»  als  die  eewQha- 

lif  H<»  Vnrridssetznn'j: :  so  können  wir  nicht  envarten,  ^ss  die 
gewonueiien  Formehi  die  Resultate  der  Beobachtung  darstelfeo  und 
uns  z.  i>.  die  wirklich  beohachtete  WWfweite  eines  Geschflt- 
ses  bei  dem  Elevationswinkcl  a  geben  werden,  wenn  wir  filr  a  die 
wahre  Anfangsgescb  w  i  n  di  e i  t  der  Kugel,  für  k  die  w  irk- 
liche grösste  n  esch  w  i  n  d  1 1:  Ic  ri  t  einspfzon  wollten»  welche 
diese  lii^l  bsiiu  Falle  in  der  Luft  erreichen  kann.  .Es U^bt  also 
ntii^  ttbrig,  tu  mitemncbefi ,  ob  «dlA  gewonnenen  ^oraoieln 
nicht  zur  angenäherten  BerechnuDg  der  Wurfweiten 
für  b e I i  e b i g e  K  I  c -v- n t i ö n 8 wi n k e  1  eines  Geschützes  die- 
nen können»  wenn  man  bei  dem  weihen  (resrhiitze  niit 
nnveründerter  Ladung  durch  Versuche  die  Wurfweiten 
y  und  die  Flugzeiten  i! ,  f  fttr  die. SleTations winket 
,af,  «*  gdf^nnden  hat.  * 
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«1 

MiA  kano  aii4geli«i  von  den.  Gkiebungeo 

— - — (1— e 

frelche  nach  (6)  io  1.  gdbikUt  «iBd»  lii«fauB  eigMbt  mcb  die 
Proportioo 

ar':4:*=co«a'(l--«     *  ):  cos     (1— c      *  ), 
ood  dantoe  die  Gleidmog 

1)  e     *  —  -  '     ,  e    *  +-3  -7—1—0,       •  * 

in  welcher  a  okht  mehr  vorkennit. .  Ee  eei  ^^^=6»e 
DiDB  hat  luui,  nm  il  ni  beMbnnen,  die  GleichiiDg 

2)         fo<''  +  6— 1=0 

ulzutusen.  Es  wird  fal^bei  immer  genfigen»  Ar  nndl^  die  ihnen 
miäch«t  liegenden  ganzen  Zahlen  ni  eetäten»  nnd  dann  Foorier'e 

^»  ' 

NäberuDgsmetbuiIe  anzuwenden.  Da  2=e  ^ist,  und  k  nicht  un- 
endlich gross  angenommen  werden  kann»  an  int  t  immer  ein 
poeitiTer  ftekter  Bindi. 

Nachdem  ifc^  gefunden  ist,  erhllt  plan  a  diqrch  eine  der-For* 
mein ,  von  denen  wir  In  diesem  Paragraphen  ausgegangen  sM. 

In  la  Fere  hat  man  1770  mit  einem  zwölfzulli^on  Murser,  des- 
sen Bombe  142  Pfund  wog«  als  Mittel  ans  je  4  Würfen  folgende 
Werthe  erhalten: 

tf=fSIÜ^,  i:' =2962  Pariser  Fass;  r=:19SeeuildeB, 
,  ««"»IIP,  «'«1434    „       ^    <»=  4  „ 

Uneere  Gleichui^  wird  für  diese  Werthe 
s'*— 3486  s« -|-2,ia6s=0> 

deren  Worxel  ich  =0,96013  finde.  Setzt  man  nun  ^=30,196  Pari- 
ser Pees,  ee  wird 

Darauf  erhält  man  für  die  Anfiingsgeechwindigkeit  a=s394^ 
und  filr      eben  so  a=^  mi,A7. 

Die  wahren  Anfangsgeschwindigkeiten  sind  wahrscheinlich  viel 
grSsser  gewesen ;   diese  sollen  aber  jetzt  gar  nicht  ermittelt  wer- 
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deo.  Nuo  ist  uicbt  zu  emarteo,  doM  di«  Mfimdeoeo  Werthe  Toa 
a  und  k  die  CHeichung  d«r  Kugelbttlui  bemedigeo  werdeo,  wmn 

mau  iii  derselben  y  —  U  und  af=yr  j  ,  a  — ^|  setzt.  Sie  würden  das 

nicht  einmal  thun,  wcdd  die  Theorie  richtig  wäre»  weil  sie  aus 
Gleichungen  hestimmt  Mnd,  in  denen  sie  von  tlfit  beobachteten  Flug- 
zeit abhängig  sind.  SoUen  aber  »  vnAkao  ^«tiiiiiiiimidMiy  dual 
«ie  die  Gwichiiiigeii 

befrieUigcn,  von  denen  wir  die  erste  mit  u'=0,  die  zweite  mit 
u"=0  bezeicbMH  wollen:  so  kann  man  die  Torhin  eefindiMB 
Worthc  ats  ungnnfthote  hetcftcht^D,  und  donth  Airtl8«eng  der 
Ciieicbuiigeo 

4a«  M  bieitinimeD«  so  dass  a-^^Ja,  k-^dk  deo  wabreo  Werthea 
▼on  «  und  ifc  nSber  kommen.  Man  fciiiin  anch  k  als  geoav  angehen 

und  a  an  beatimmenp  dass  v!  -t-u"  möglichst  klera  werde;  ja  es 
wird  sogar  genügen  kunnen,  k  als  genau  bpstimmt  anzusehen^  nd 
41  SQ  an  be^tiuinieu,  dass  entweder  u'— 0  oder  u"=:0  wird. 

Wann  i^=0  werdeo  aoU,  so  wiid  anek  ^ii'=0;  sieM  mato 

nlao^fif  iJslPandion  von  a  an,  vndbeaalebnet  man  diasalbe  dinvli 

f{a),  so  halt  man 

und  die  Gieiciiung  /(a)=0  ist  aufzulösen. 

♦7*  oar^tango/'  .....  ... 

Man  setze  jf^^^P»  '~k*' — ^         »«gWch  die 

Diiesantialqaofiantan  im.ftß)i  dann  isl  . 


/^(«)=;|+|f-|.|eg.  nat 

m=  ~- 
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In  dem  Ausdrucke  vop  f(ä)  erhält  lug  0*1.  (lir-'£^)eineDima- 

gtnSren  Werth,  wenn         gesetzt  mrd;   man  weiss  also»  daM 

«>p  sein  mnss.  Dann  behfilt  aber  /*(a)  für  alfo  Wcrthe,  (!i«»man 
für  a  setzen  darf,  immer  dasselbe^  Vorzeichen^  kann  folglich 
bei  der  Auflösung  der  transscendenten  Gleichung /'(a)=0  als  be- 
stimmende Function  anueHehen  werden.  Die  von  8t«rB-tH 
Crelle's  Journal  Rand  Xl'CII.  mitgethellto  Älethnrle ,  transscen- 
dente  Gleicbungea  aufzulösen^  ist  bei  unserer  GieichunL!:  äusserst 
einfach.   Da  Cüi  a=p  die  beiden  ersten  Glieder  in  f(a)  don  Werth 

l-f^r  annehmen,  während  log.  (1  —     — \\ird,    so  ist  fSr 

Wwthe  von  a,  die  nur  wentj?  grosser  h\nd  als«,  der  letzte  Theil 
überwiegend  und  f{a)  n  e  «j;  a  t  i  v  j  fBr  einen  Werth  dagegen ,  wel- 
cher fjrHs^er  ist  als  die  ^Vurzei  a  von  f(ä)  =  0,  wird  f{a)  positiv, 
während  /"(a),  f(ä)  ihre  Vorzeichen  nicht  ändern.  Ist  a|99 
p-^a<^ß,  und  zagieich  a<a</3,  so  sind  die  ZeichenreiheD  > 

^    -  +  + 

Die  obere  Gränze  a  Ist  dann  wegen  der  gleichen  Vorzei* 
chen  ?<nL/(o)  und  f(ft)  zugjl^icb  die  äussern,  und  mu^  findet 
iMoea  CMmeo  a*,  ß'  4mk  die  Foimeln 


und  hietmus 


Ueibei  ist  immer  '  s    .  .    ■  . . 

so  dass  man  der  Wnrzel  immer  iKiher  kommt. 

lu  dem  gevvählten  Beispiele  setzen  wir  k=74St,  während 
«^=k10*,  -«^=1334  Fbes  tet  Man  findet  düim  «ehr  «cIumII  ^ 

a  « 

Da  nun  det  Wei^h  «=376,27  dl»  Olefcbnng  /'(a)=Ö  auch 
befriedigt,  wenn  man  a*,  statt  t/*,  si*  eobstitmrt,  so  lat  hin- 
reicbena  geoau»  am  die  beiden  Versuche  dannfteUen: 

■ 

fr  4. 

•  ■  Soll  Iran  die  WiurIWelte  m  befedmet  werdMi ,  welebe  man  mil 
demselbea  Geschütze  und  derselben  Ladung  bei  deni  Elevatlans- 
wiiikal  «  erhalteD  wfiide,  ao  hat  m  in  der  CMihiiiig         fr  3. 


424 

k  +  asina      ,  k*  ,        .  /,  ■     ff*    v  « 


ff 


&tr  k  und  o  die  eben  gefundenen  Werthe  einzusetzen  tinf)  dieselbe 
n«cli  X  attfsiiiSfleiu    Ufiiltiplicirt^  man  dee  Aiudnick  nit  f;«  und 


so  eilillt  HU» 

.  (if +m') « -fJog.  Bat  <t — ■    r    .  . 

Nimmt  mau  ferner  z=i — mx  und  bezeichnet  man  den  Werth 
1-1-^,  das  ist  1  -1-^^^^  lalt     so  hat  man  die  Gleiduuig 

«(1  — 2)  +  log.  nat.      0  , 
anfimldsso*  und  findet  dann  die  WoifivcUe 

Man  wird  also  nadi  folgenden  Fonnein  zu  rechnen  haben : 

9  .  .  asioa 

uA'coso  '  « 

9  (x) = n  (1  — .  2)  4- log«  nat  1, 

Die  AoflAsnog  der  Glelelranff  tp  (z)  — 0  bat  gar  keine  Schwie- 
rigkeit und  wird  noch  dadurch  erleichtert,  dsss  x  um  ein  uo^>tti- 
tiver  ächter  Hrnch  sein  kann,  indem  2=:1 — inx  ist  und 
log.  (1 — mx)  nicht  imaginär  werden  darf. 

Wenn  man  iür  dieienigen  Winkel  die  Rechuuiia  au^üiirl,  (tir 
urelche  in  la  Fere  im  Jahre  1770  Versnobe  apgemit  sind  so 
crhtit  man  folg^ipd^  lUiSia^:,  f     ^  r  ,.„1  ^;  1., 


BtetatiaB 

Wnrfweite  mVnXm» 

Bechn.  — 

10 

1434 

1^ 

0 

20 

2433 

2488 

—  51 

20 

9994 

+  10 

40 

3170 

3409 

-238 

43 

3149 

3144 

+  5 

45 

3117 

301K) 

+  27 

50. 

2982 

21)82 

0 

«>  Oehlet,  Fh9n.'WfttM.  1.,  p.  m 
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'    Die  WurlWeiteo  für  lü""  und  50  '  »ad  oben,  benutzt,  um  die 
CoDstauten  a  ood  k  vi  beatimmeii.  rWt  die  Wibk»!  Über  90^  wer^ 
den  die  Diflereozen  der  Kecbnuog  und  BeobacbluDg  bedeutender» 
^182,  —  194,  -  242  (lir  die  Elevationswinkeiai^»  70^  75». 


Es  sch  ei  n  t  h  ier  nach  m Gelich,  auf  H  em  angezoi  irten 
Wege  die  Wurfweiten,  welche  den  zwischen  «i  und  <c^ 
liegeudeu  Klevations winkeln  i^ugehören,  mit  hinrei- 
chender Sicherheit  zu  berechnen,  wenn  die  zu  den  Win- 
keln Ol,  cta  gehörenden  Wurfweiten  durch  Versuche  ge» 
fundeo  aina  und  die  Differenz  «i^Ot  oicbt  su  gros«  ist 


»1 


SoHen  enAleh  ^  Üfescti»  Keiregune  fif  de«  VWtl  «nifl* 
telt  weiden,  diwn  .die  Mridentand  leistende  TlUssigiceit  selbst  in 
Bewegung  ist»  so  gehen  wir  von  tler  Annahme  aus,  daes  unsere 
KugeF,  wenn  sie  unter  dem  Einflüsse  einer  gleichf(5rroiffen  StrH- 
muns  Ton  der  CfeschwSndigIceit  V  f^stgehattVo  wird,  denselheo 
WiderstftÄd  leiste,  den  sie  seihst  erfahren  würde,  wenn  sie  in  der 
ruhenden  Flüssi^kott  sich  mit  *!er  Geschwindigkeit  V  honegte. 
Dann  ist  die  durch  die  Wirkung  dieser  •  Strvmung  ei)tsteheode 

beschleiuiigende  Kmft  gieidi  §jp 

Die  Kusel  habe  in  einem  Punkte  A  die  Geschwindigkeit  C  und 
gelange  nacn  Verianf  der  Zeit  i  zu  einem  Punkte  B,    Dnrcb  A 

Mge  man  die  drei  auf  einander  senkrechten  Coordinatenebeoen  XA  Y, 
XAZ,  VAZ,  von  denen  die  erstere  horizontal  sei.  Die  Abstände 
des  Punktes  B  von  diesen  Ebenen  seien  der  Reibe  nach  z,  xi 
der  Bogen  der  beschrieleMn  Cnrve  nwiscben  A  und  B  sei  's  und 
die  Tangente  in  B  babe  die  Richtung  BD.  In  der  Richtung  BD 
würde  der  Körper  sich  mit  der  Ceschwindickeit  r  ivcltcr  bcivrgen, 
wenn  in  dem  aurch^  bezeiclineten  Augenblicke  alle  Kräfte  /.w  wir- 
ken aufhörten  und  der  Körper  nur  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit 
weiter  ginge. 

Nun  sei  wSlirend^  de^  Zelt  (  der  Rainer  einem  Winde  ausge- 
setzt,  dessen  Geschwindigkeit  V  ist  und  (fessen  Richtung  die  Linie 
BE  nn-ioht.  Man  ziehe  durch  B  die  Linien  H\' ,  EY'  y  BZ' 
parallel  mit  den  Achsen  AK,  AY,  AZ,  und  bezeichne  die  Win- 
kel DBX',  ÜBT,  DBW?  der  Reihe  nach  mit  o, ,  ,  Vi ,  sowie 
die  Winkel  EBX*;  EST,  EBV  dnieb  jSU,  y^.  Dann  sind 
die  Gesetpe  der  Bewegimg  heimleitMi  ans  den  ttieidumgen : 
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.Nim  iflt  aber  Nbaimtlich  ^=v>  ^^M«%>  ^=eotA,  ^ 

s<tof|^;  wir  erhalten  aiso^  weon  wir  zugleich  =90®  setxeib 
«M  eise  raff  dee  Fall  tieerhrlnkep,  data  der  Wind  beiiaaeAal  iPeMs 

Die  CoaalaBteii  der  lategniAiaii  beetimnwii  wfr  ae«  daia  m 
gWefcer  Zeil  I*  «,  jr,  s  MI  weBdea»  wNfcredl  ^sss  Ceoa^ssa» 

^ssCeea(S=s^^sCeoarssc  aeia  aolL  .  Der  Kiaa  iM^ea 

setxen  wir  Foo8o^=:a',  Fcoa^s6'.  Wir  erlialten  dann  dard 
lategiation  der  Gleicbangea  (1),  (ß),  (3)  folgeDda  Famela: 

walche  aüt  Leichtigkeit  io  folgeode  omgewandeU  werden: 

7)  ;jg=:a'— («'.— a)«  , 

f 

Durch  neue  integnttioo  leiten  wir  hieraus  her : 

-f 
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Diiveii  GleiehaetsiiDg  der  WiBiÜm  m  l  aus  den  Formeln  (4) 


a*^a  A--)-c 


Horaus  sich  ergiebt 


«giebf  rieh  dordi  IntegmlioD: 

EbM,«»  erhalteD  wir  aus  (5)  und  (6) 

U)  (6'-6)i+(*+c)y-(6ifc+6'c)taO, 
und  aus  (4)  und  (5) 

15)  (a'  — a)y— (6'— 6)«— (6a'— «ÄOteO. 

Jetzt  sind  wir  io  ijrait  Torsescbritten ,  da^s  >\  Ir  die  Gleichun- 
gen c!pr  Projectionen  unserer  Kugelbahn  erhalten  können.  Wenn 
wir  nämlich  aus  den  (ÜfeichungeQ  (13),  (14),  (15)  die  drei  Werthe 
Ton  t  nehmen  und  den  ersten  substituiren  in  (10)  oder  (12),  den 
jnveiten  In  (11)  oder  (18),  den  dritten  in  (10)  «der  (11)  :  se  eifaM» 
ten  wir  die  Gieichuiiffa  dcf  inm  Pnj««MMl  Iflf  dltt  ^M^MllD- 
Cbenen«  nämlich: 

1/)  6'i  +  Ä^=—  U-e  I, 

f   («'-«ly- {*'-•)« 

Bringen  wir  die  Exponentialfanctioo  in  jeder  dieser  Gieichnn- 

£>n  auf  eine  iieite  allein  und  gehen  wir  dann  zu  den  natürlichen 
ogaritlimeo  fll>er,  so  erlialten  wir  die  Gleichungen  der  Projec- 
nnter  folgendtr  Formt 


hk^h'c 


428 

■ 

wy  =  ~ — — ,  X— ^-7  TT—  log.  nat.  -r — —  31  TT""» 

AnB^  dvD  sewmHieDen  Fotmdo  «rgebon  sich  die  Eigeothümlieh 
ketten  dieser  neneguog  ohne  grosse  Schwierigkeit.  Es  ist  ferner 
leicht,  die  Gleichung  der  ebenen  Curve  herzuleiten,  welche  hei»cbrie 
^ben  wird,  wenn  die  Richtung  des  Windes  und  die  Richtung;  der 
Geschwindigkeit  im  IHinkte  A  in  eine  vertikale  Ebene  fallen*  jSod- 
lieb  i^elangt  man  zu  der  Gleichung  (12)  in  i.  snrflcky  wenn  matt 
die  <jiescbwindigkeit  des  Windes  QiaU  setit. 


M odilrag  ma  «em  Auftiatee  Aber  den 
TiNTtragr  der  Xeiire  wqu  der  AvrfKlsiiiiir 
der  Oleichwisen  des  dritten  C^rades. 

(TM.  VI.  Nr.  I.  h) 

Von  ■  ' 

dem  Heramgeber. 


In  dem  vorher  genannten  Aufsat/e  habe  ich  ganz  ab>trhtlich 
mein  Antxeiinierk  vorzujjsweise  auf  die  reellen  Wurzeln  dor  (  ubi- 
scheii  Gleichungen  genchtet*  Weil  jedoch  dieser  .Vjii'saiz  nach 
^BÜgen  «Är 'Sagdrommenen  freundscbaftlichen  Mittheilungen  nieM 
ganz  ohne  Beachtung  gebltebeo  und  bin  und  ^vieder  lieira  Unter- 
richte benutzt  worden  i-^t,  so  erlaube  ich  mir  meinen  früheren 
£nt%vickelungen  jetzt  noch  die  folgenden  wenigen  üemerkungen 
über  die  iinaginareii  Waraeln  hinsoxiifVigen. 

Die  imaginären . Wurzeln  erhält  man,  wenn  man  von  der  Vor- 
aitseetzung  aiMgeht,  daas  in  den  früher  gebrauchten  Beieiehnini- 
gen  nicht  «/-f  Vt=0  Dünn  hat  man  zur  Bestimmung  der 

Grossen  p,  q,pu  9i  wxh  S.  2.  |»lo6S  die  vier  folgenden  Giei- 
chungen: 
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Au»  d«r  sweiteo  dici^r  vier  GlelchiuigeD  folgt  i 

I 

Mnltiplioirt  man  die  erste  der  vier  in  Uedt  stehendeo  Glei- 
chungeo  mit  9,  sa  erhält  Hiaii  ' 

1 

aUo  wegen  der  Gleichung  2>:  - 

3)  (;>'  +  »')«i=r-?^«Sf. 


MaltipUeirt  mao  <iie  liritt^  der  Gteichangeo^  Ii  mit  q^»  st»  er- 
hält man 

und  folglich,  weil  wegen  der  Gleichung  3) 

|0|.  '  t  .  /  o 

Moltiplicirt  nuin  ate  vlMfo^Ar  «i^Ühttiigeii'  1)  mit  f«,  so 


hält 

und  folglich,  weil  wegen  der  Gleichaog  9^ 

ist; 


5)  ig^-^p*) 


and 


Weil  aber  nach  der  Vorausaetrang  idcht  a-|-o,=0«.d.  i  Hieht 
-y,  ist,  80  ist  auch  nicht  v'=—flrj»,  d«     mcht  4f*+jrt*=^ 
wegen  der  Gleichung  6)  i«t  folgiich 


,  Daher  haben  wir  zwischen  den  drei  Grüsseo  p,  jetzt 
drai  MgMdw  Gldehiingeii: 

11 

Aas  d«r  ibitteo  Glaichaiig  in  dieeimi  Systeme  fi»lgl 

also 

nod  Dach  den  zwei  ersten  der  GMdiiDigeii  7)  kabsn  wir  dalMrdl« 
beiden  folgeodMi  Gleidn^gCB:  . 

od«t       .  , 

Ö)  «'^^ i^- 1728/?       (6+%i*)y'  =€!p'yi'. . 

Ans  diMMi  GMchungen  ergeben  sich  die  beiden  folgenden: 

aleo  dneb  AddItKont 

yt  vm  Mbi  q^O;  m  ist 

d.i. 

Lost  nun  diese  Gleichoiig  wie  eine  ipiadatiacbe  laf,  so  «r- 


also  ■  - 
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14)  »=,^y  tTV^*'-A«'. 


NMh  dw  MM  dar  GWcka«M  7)  M 


10 


«od  VC0  mm  nach  don 


_  _  a 

1^  -4« 


und 


Pt= — • 


Wdl  mm  bebumUbb 


4 


432 


  —        •        .      ,  ■ 


± 


3   


2 

tilid  > 

17)  *=^4y"i£Z^^  _  i_ 


Dorch  IMite  Redunnig  ültmna^  man  akfa«  dam 

ist,  ^voraus  man  ferner  oboe  alle  Schwierigkeit  schlies&t,  das«  die 
beiden  letzten  Werflie  Yen  jnm  den  beiden  erstni  oicht  yencUe» 
den  siod ,  utxl  mkn  alsb«  i^e  v  «rfmdcrllcli  ht\  Jir  «  iivcl 
Werthe  erhalt. 

Auch  ergiebt  sich  leicht,  daes  man  diese  Wetthe  voii  «  enf 
loigende  Art  ausdrüdu»  io^n:  »  " 


±^  jt^     -»•■«•  I 


4 
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a{  '  1 


1  1 


Weun^  —  O  ist,  so  ist  wegen  der  ^ittefiT  der  Gl^chungen  7) 
auch  p=0,  und  wegen  der  ersteo  der  Gleichtragen  1)  aUw  a=OL 
Die  aritt»  und  vierte  der  Gleicbaogen  1)  werdeo  in  diaecm  Fall* 

Weil  nnn  aller  nach  der  VoravMpfwipg  .akht  f  >ff,=:D  iet, 
«o  ist  nicht  $fi=0«  und  folglich 

Fuhrt  man  diesen  Werth  von  in  die  erste  der  beideu  vor- 
hergehenden Gieichungi'u  v\u  ,  so  erhält  mau 

ood  felglklr  .  |  ... 

Aleo  ist  in  dicMm  Falle  :  i  i . 

90)  «=-iV6.(lJ:V3^.1^^) 


II 


I, 


■    21)  *^-iV'4;(idt:i^=i)» 


Ganz  denselben  Ausdruck  Ton  x  erhält  man  z.  B.  aas  18). 
wenn  jnan  0=0  setzt,  und  sieht  also,  dass  die  Gleichung  18},  so 
wleeDen  ao  jede  der  Gleichungen  16)  ,  17),  19),  ganz  allgemdB 
gÜltii;  int,  d.  h.  Dir  jedes  reelle  a.  auch  für  a=0,  gilt. 

Dass  sich  die  Torherjjehcndon  Aiisdnlcke  auch  auK  rler  Glei- 
chung 6)  in  meinem  Irüheren  Aulsatze  herleiten  lassen  müssen, 
versteht  sich  von  seihst,  was  aber  fQglich  dem  Leser  überlassen 
werden  kano.  Meine  Absicht  im  Voniergehenden  war  nur,  die 
in  dem  früheren  Aufsätze  bei  der  Bc  sfimmung  der  reellen  Wurzeln 
angewandte  Methode  noch  etwas  weiter  z«  verfolgen,  ans  w  olcbem 
Gesichtspunkte  man  alll^o  das  Vorbqrgehemle  zu  betrachten  hat. 


rk9ii  VI. 


1 


tu 


I 


liOl. 


1  Von 

'    Henm  F.  Arndt, 


t  •  ■  ■  > 

I.    ■  • 

Dnith  ggfyglwJklit  Diiiain^itH  mao  die  IdMUacbeCMefang 

fO  u—u  ,2:<'4"*"l~* 


MultipKcirt  maa  anf  beidin  Seiten  dnrefc  d»,  nnd  ial^giirt  vm 
d!=äO  bia  «ssl  ^  ao  «atalaht 

DiferenzUrt  man  M  dibiaflMflhvng  nach  a,  <Ue  navHiMde 
GMcbaig  wieder  nach  a  «.  a.  f*>  ao  eruUt  man  nach  nnd  nadk 

<  '  «Mi  1 
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oder 


2^...(|N-l)«/e 


Uotersuchen  wir  nun  zunficbst  die  Grenze,  welcher  sich  das 
aiil*  der  Kerbten  angehängte  integral  nähert,  wenn  n  ins  Unend- 
liche zuiiiimut    Zu  dem  Ende  wende  man  aui  dasselbe  den  be- 


wo  ^ 


kaDDten  Sats  an  rfar=(/J— «)/la+#(/5— a)|, 

nritclioM  0  und  1  liegt.     lu  Bezug  auf  iiiiMi|i  F«U  daoii 

verschwindet  offenbar  f(tr  n=go,  wenn  nicht  etwa  #  selbst  ver- 
«eliwifidet   Finde  dies«  Statt,  so  hitie  'nih  'die  Greme  too 

4K^*f  fOr  das  unendlich  abnehmende  .49',4pi  ermitteln «  and 

nach  bekannten  Principien  Ober  die  Auffindung  der  Grenzwerthe 
wfirde  man  INuil  aU  Grenze  jener  Quantität  Onuen.  Das  obige  In- 
tegral verschwindet  also  stets  für  ein  unendliches  n. 

Was  ferner  die  Summe  ( — 1)"  -^^  ( o-f-i-|-« jp  ^^^"^^  >  so  con- 
mgirt  eie  ij^adi  den  JPriocipiea  tttm  dleConwrgenz  der  y^^||f|^j|egf 
eise  beetiannte  Gfenie»  welche  dudi  (— !)■       t„^*  .  ^ 

zeichnet  werden  kann.  ^  ,  \ 

Naeh  dem  Obif^n  t&t  daher 

Ganz  ähnliche  Betracljtungen  ergeben  die  Gleichung 

In  dieser  Relation  darf  aber  p  nfcbt  1  sein/  'wt^'  dam  die 
Summe  auf  der  Rechten  unendlich  wird.  In  1)  kann  aber  p  dle- 
eeo  Werth  babeo»  indem  die  betreffende  iSnmme  endlielL  iai 


üiyitizeü  by  Google 


Settt  man  -^i^Obr  ix,  ao  gvliCQ  die  enltwickalteB  Gfeidniii- 
geo  aber  In  die  fdgeodevt  '  \ 


>1       '  /"^:c<*(^)^'<to_"^«  1 

LasseD  wir  Den  a  Mk  4m  Noll  niheio,  nad  gehen  n  df« 
Greeaeii  über,  eo  wiid 


,=0  (1+«)*' 


'  ■  •      s.  ► 


Die  Glel^bDg  i)  vrird  flir  p^i  Ifdgende : ' 

0  1+^=<^*^"^o^TH^'  V 


Setzt  Timn  M^rin  x==taii;^,  eo  fted^jMMk  nach  einigen  leicb 
twi  Reductiopen:  .   .  V 


Nimmt  man  bieiiii  f&r  ä  der  Reihe  aädi  0»  Zt '4,  6,  ele.»  so 
fcs.    .  ' 


eigieUsicL-, 

'  .  i 


t 


» 

aUgemein  "       ^  - 

«    ,1«  >:      II»  ,   J  •  .'>■   l     f      I,  4        »    .•         ><  r»«  .1'  •! 

Haehalh iat  ••h:niu '<  uim-j;-:'  ^      -     .v  ^i,-/  ••■4 
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'1  ♦  ,      .  -      -     X  I 

I 

Auf  gaos  ihDliche  Art  wird,  weoo  nin  Üb  a  sncc       5, 7, 

••  '•'■*  '  <      •  .    ,  ' 

Id  beiden  Formeln  ist  g  eioe  positive  ganze  Zahi;  man  erhSIt 

dieeelben  auch  durch  Anwendung  yon  Redactionaibrnielii. 

- .  -  • .  i*  l  *  ■      •'  .  '   i«. »  f.  ^  <■  * 

Setit  man  OberluHmt  io  der  GMchmig  1)  ^rstang^A  so  ent- 
«tobt  nach  elnfitclien  KedadioiMii 

i 

vod  W9IMI  aaa  «  sldh  de^  MI  nlh^ro  llwls 

♦    *  > 

Setzt  luan  in  der  Ciiieichnilg  2)  ät^Bm^*,  «u  enl»tebt  nach 
einlachen  Reductionen  *  1 


und  wedn  man  a  eich  der  rvull  nähern  lässt: 


IV. 

Dl«  Snmmm  In  den  Gteicfaupieeo  &^  13)  lasaen  sich  be- 
lauiilliSdi  durch  Bernoullische* sBahleD  ausdrücken,  wenn  |i 
eine  gerade  ZaM  ist.  Weiss  man  cfpn  Aus'druck  für  die  Summe 
in  6),  so  kunnen  die  Ausdrücke  für  die  ülirigen  gedacht—  Sl 
daraus  abgeleitet  werden.   Die^  zu  zeigen,  sei 

'  ■'  -  n*    1   -  1.1.  1  , 


Mao  findet  leicht  die  Reiationmi  <-(-«|=:2tf,  1.=«— g. 


027  „  j         2*^*  1 

aus  denen  sich  ergiebt  ö=~-2ip-4,  «i=-pj^^«.  Demnach  hat 

ina^  '  ' . 

TT  ...  ^  • 


indem  If  dit  fte  Bernonlllsche  Zabl  Weutet 

Somit  EitbeD  wir  stvHder  fileldiuns^n  5),  6),  13)die  fiiigeoden. 


ces9      —        2.2v  ' 
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V.  .    ■  ■ 

Die  Svmme  in  der  Gleichung  11)  ist  eio 
«PMB  p  angerade  \at,  denn  man  weiss», das« 


-I-  «•  tf 

.  Bezeichnet  man        den  SecaatencoefficieQten  durch 

f ,  -  tat  c=^.  (-1)-.  (t^.a,^^..  • 
2r  e»)'vä+s?ifr=%?^-»^«-*--»*"> 


BTaclitras^  sn  der  Aliliandluir 
illber  Syslf^e  vwi  IlMmiislBfleni. 

(Thl.  V  I.  INr.  X.  S.  62.) 
dem  Herausgeber. 


IVher  <'ii)  Paar  fler  in  meiner  vorher  fr**r>nTifiten  Abhaii<llu»«tr 
bewiesenen  Formeln  erlaube  ich  mir  in  dem  v(»rliegeiideD  kurxeu 
Anfintie  noch  «iotg«  Bafbtrifgliclie  Bemerknogea  -n  maäieo* 

Setivn  wir  d«r  Kflne  wegm  .  \ 


ap  haben  wir  mcb  56)  od«r  57)  der  genaiiiitcn  iüblwiidtaog  die 

9)  #Tfl)(p,1ir:i:.-r,«)==(Jl<))*. 
Hat  man  nun  aber  überhaupt  eine  Gleichung  von  der  Form 

tfo  läüst  »ich  dieseilie  nach  einer  wohl  von  Möbius  zuerst  gemach- 
ten Bemerkung  immer  auf  die  Form 

_L_  +  __L_=i 

oder  auf  die  Form 

_!__  .  _J_-.=_L 

bringCM,  \»as  sich  leicht  diirrh  ganz  einfaclie  Hechnung  bowoisen 
lüsst.  Wenden  wir  dies  aul  die  Gleichung  2)  an,  so  erlialteo  wir 
die  beidea  folKenden  Gleichiingcn^ 


i 
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m 

und  .       •  '  ,  . 

I,         t  •  1 

ätotiM  wir  aira 


al8o 
und 


woraus  If'u  hf  niU  Hülfe  der  Lehre  von  der  Verwand liini^  der  Toiir-; 
dinnteu  einem  J^den  die  eigentHclie  i3erleutan|s  der  UrOsa^n  M'), 
und  iZi's  i7^('>  erlieileq  wird^  ^(»o  ^  ertud^ii  die  Gleicliungeu 
tmd  4)  folgende  Gestalt: 

1        11.  , 

und  •        •  ■-»; 

Fffr  Jpl*)  Dnendlicli  ivtrd  vn^  eben  so  wird  Ar  P.O 

unendlich  K')=AO      Für  unendlich  wird  17.(0=:— AO, 

und  eben  «o  wird  für  //jf')  unendlich  77(')= —•/(*).  Weitere 
Fotgerongea  au«  den  beiden  vorbergeheodeB  ßleichiiniren  xu  aiehen» 
MbUrt  hier  um  so  weniger  zu  meinem  Zweck,  weifinieselbeD  eines 
Theils  schon  m»  den  Arbeiten  anderer  Mathematiker  hinrdlchend 
bekannt  sind,  andern  Theils  ich  reihst  bnld  ein  crHsvere«  gelbst- 
ständiges  Werk  über  diese  Gegenstände  zu  verg^eutlicben  beab- 
sichtige. 

In  Betreff  der  GMcbiinij  GS)  in  meiner  oben  gedachten  Abband- 
hing,  Dftnllcb  der  GMcbong  ' 

^,co-^""^^  •  m}) Jm  m») m*) . . ' 

bemerke  leb »  was  frdber  mit  Unrecbt  nnterlassen  worden  Ist,  dase 
dieselbe  sich  noch  wesentlich  vereinfachen  lässt»»  #enD  nuui  <statt 

der  Grosse  /*(»)  die  Crnnse  FC)  einfuhrt 

Weil  namiicb  nach  37;  und  64)  meiner  früheren  Abhandlung 

— W^T 
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ist,  «0  ist 

woraus  leieht  "      '  '  '  * 

also  nach  dem  Obigeo 

Nach  den  beiden  Gleichungen  53)  meiner  früheren  Abhandlung, 
lü  y«rhindiing  mit  den  Gteichoogen  erbilt  man  die  ff^ndra 
GIcichimgMi: 

30^3(0  iV(«)  -3(0)  (i!f(«))« 
3(')=3(*)m-3(»)(^/(^))», 

■  ^ 

Vergleicht  man  nun  diese  Gieichttogen  mit  den  auf      64.  he« 
ffisitwa  CMehungeo : 

«.  Ii.  w.  ' 

•  ' ,         .  .  •« 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle  * 

«^Wä^C*»),  8^(«)=3(»),  9^|(*>=3(*).-..$ 

also  aUgem«iD  _ 

^  12)  9l,(0=3('~M. 

Weil  ntin  alior  nach  der  swcitea  dsT  Gl«icluu^g«ii  53>  BMimr 
IHllMreQ  Ahhaadlong 

ist,  «o:  M  «aeli 
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•  13)  mi(0=9K0, 

ood  mao .  kaoo  also  die  GMdiuog  11)  'ßuch  aof  f^Ifeod^  sm; 

^ qiV)"^    ~  •iif(OM*)ir(»)üf(*)...üf(o* 


I.V. 


.lieber  eine  Bletliade  zur  Bestlmmuiigr 
der  4Lii£»delinuns  der  Httrper  durch 

die  WOrme. 

VfNi 

dem  Heraasgeber. 


-  Ad  die  eine  Wasschale  einer  genauen  Wage,  deren  Wm- 
•dislMi  aiof  gvirSholiaie  Weise  irateit  mit  Hikeb«i  ▼erselieii  m«, 
Idage  BM  nUtlBlBt  eines  feinen  Fadens  einen  festen  KSrper ,  senke 
denselben  in  eine  ihn  nirht  auflosende  Flils.sigkeit  bei  drei  mög- 
licbst  von  ein^^nder  verschiedenen  Temperaturen  ti,  t^,  t^,  die  bei 
Jedem  der  drdVermebe  mit  einem  genauen  Thermdraeter  bestimhfl 
frorden  mfissen,  ein,  und  lei^e  jedesmal  in  die  andere  Wagsehale 
so  viele  Gewichte  ^'i ,  6".^ ,  fVj ,  da«H  die  Wage  im  Gleicht^fewichte 
steht,  beachte  auch ,  da^n  bei  jedem  der  drei  Versache  ein  gleich 

S'osser  Theil  des  Fadens,  an  welchem  der  feste  KCrper  hängt,  in 
e  Flflsilgkeit  eingetaucht  wird. 

Bezeichnen  wir  nun  das  Gewicht  einer  Vnlumeneinheit  der 
Flüssigkeit  bei  der  Temperatur  0  durch  JT,  und  die  cubische  Aus- 
deboooK  der  Flflssiskeit  für  jeden  Grad  des  Tberroometers  durch 
s;  «o  Mod,  wi«  Mm  erli«ll«D  wird,  die  Gewichte  eliier  VefaHm»- 
ebhelt  der  Flfieeigkelt  ImI  des  TenpcMturan  ii,  ^»  4  leepecttfe 

'    r       V  r 
Tfii'  Ffi^'  rMi' 

Beieleinee.  jik'  aleo  Aner  die  Tahuiim  die  Flaeais- 

iMit  eiegetiadrteB  fteten'  KQrpeii  ImI  des  Tenpemtivee  1^,  i^,  \ 


■ 

respective  durch  Vi,  V^,  P,;  so  sind  die  IjfjBwidite  der  bei  den 
drei  VcrsucTien  von  dem  etn^e^uchten  Küiper'  mu  d«r  Stelie  vcr« 
triebeoeo  Flü^sigkeitovolumioa: 

und  wenn  wir  nun  das  Gewicht  def  Fadens  dureh^,  den  (Sewicht«^ 
Verlust  des  in  die  Flüssigkeit  eingetau<jiten  TlmU«'  denelbeD  in 

der  Flffssjj^kptt ,  welrhon  >vir  wenigstens  mit  grosser  Annriherun» 
bei  allen  drei  \  erstu  lien  werden  aLi  gleich  anpehmeo kOoneo»  diircB 
y  bezeichnen;  so  s'iud  offenbar 

rv 
rv 
rv 

nach  Q^iium  bekannten^  hydro^tati^cheo  »Sat«»  drei  Aufdrücke  für 
das  H'urlcliche  Gewicht 'des  io  'dle'  FMssiglc^  clAgetanditeB  festen 
K&rpers,  irodiireh  wir  dhf  6MchageD  •  !; 


qder 


eflialten,   Bezeichnea  wir  nuu  aber  die  cubUche  Ausdeiuraiw  ou- 
MI         Körper«  iBr.MeD  Grad  4ee  Thmomttsm  dniSh 
ini#  ^mm  Wihpkh  bal  der  Tfniwniiitr  0  duieh  r^^sp  iet. 

folgticb  Mck  dem  VerheigebeodeD 


Aiis,  diesen  UleiGl|iviig0il,9^A^  etcl^  ' :  '  , 
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oder  ^  *-  ■> 

1  *  <?i - Cr'3  —  (1  +  fi^)  (l  +  X4) - (1  +  xii)  (1  +  ^tii . 
also,  vpie  inso  Bsch  Islcljt^  fiiitvicl»liiiif.iiB^at: 


d.  i. 


.  Ass  dieser  imr  die  ein0  unbekannte  Q'^'M*  s  esthsHssdeo 
GMehasr  «rlüUt  mas  ohse  Scfairierigkett 


oder 


Siitlelsf  welcftM'Fotmb!  alsd  iClreiecl^Bift  tverd^  kabs;'-  ' 

Nimmt  man  statt  des  Fadens,  an  welchem  der  bei  den  Ter* 
suchen  (gebrauchte  feste  Körper  aufgehfingt  wurde,  einen  feinen 
Draht ,  fegt  den  festen  Körper,  Dachdem  man  %  bestimmt  hat,  in 
die  Wagschale ,  ^n  welcher,  derselbe  Torhec ,  aufgebfingt  T^-urde, 
Ifisst  den  Drabt  wieder  eben  so  weit  wie  bei  den  ermeD  v ersuchen 
in  rlie  Flüssigkeit  hineinhfingeD  und  lei^t  nun  in  die  andere  Wac^- 
scbale  so  viele  Gewichte  G,  bis  die  Wage  im  Gleichgewichte 
steht,  so  Ist,  insofern  man,  wenn  der  Körper. nur  klein  ist,  seinen 
CSewIchtsrerlnst  ia  der  Luft  als  lunmeridicli  ^ersachlissigen  kam, 
sein  wirkliches  Ctewicht  offenbar  G^{g — v),  und  wir  haben 
daher  nach  dem  Obigen  ^die  dr^i  folgenden  GteichongeDS 

rv  j 
rv 

also,  wenn  man  ftir  Ff,  F«,  F«  ihre  aas  dem  Obigen  bekanatsn 
Assdrücke  setzt; 


Aba  Ist 


odM 


9 
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(i-fxf,)(G-fi)-(i  +  xf3)(G-(;,) 

"■«3(1  f  x^i)(6'-6',)-<i(l+x<,)(G-G»)' 

Hat  man  bei  irgeud  einer  bestimmten  Temperatur  t  das  Vo- 
lomeD  Ö^dM  bei  ^im. Versuchen  angewandten  festen  ll^Oipers  ^iffcfa 
wii|(lich#  Ahmißma^  cimittelt»  ist 

•     'B=Cl+.^Or,alsar=j:g^;.       '   ^    *  i, 
fölgtteh  nach  aem  i}lhtt^»,^t  nian  letdit  IhdSftt; 


wodurch  also  auch  das  Gewicht  einer  VolumeosiniieH  dsr  FWtsig- 
kelt  bei  der  Temperatur  0  bsstimmt  ist. 

mao  aw  dar  enUadttti  AnaMimv  dl»  ÜMasa  ioda<^ 
biandhi  Uar  oidit  wcilar  crOitert  jm  waidan* 
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*  ^ 


fscellen. 


W««i  die  Grussen  .ß,  9,  ^  aea  diel  GleichuDgeo  ^Is 
R  cos  9>  cos  ip,  B=R  sin  cos  C=ic  sin  'tfr  bestimmt  werden 
•oUeo,  so  wird  dabei  gewöhnlich  noch  die  Erfüllung  der  Bedingung 
verlangt,  dass  R  positiv  werde.  Soll  diese  BedioguDg  erfüllt  wer- 
den, ae  mass  mae  die  Winkel  9,  ^  auf  eine  aeaqnifHU) , Weife 
•ebaMft«  Da  a^here  Hegeln  hierfflr  gemeiniglich  nicht  gegeben 
werden,  so  wollen  wir  dieselben  hier  einmal  im  Folqenden  zusam- 
menstellen, indem  wir  dabei  anleich  von  der  Annahme  ausgehen, 
dass  w  immer  poaitiT  und  tod  v  Ma  MO'',  dagegen  ^  positn^  mia 
negatiT»  aber  rliclmiiAtlich  seines  ahooloteB.Werths  nur  TOB  0  bis 
90"  genommen  weiden  aoU.  Wollte  man  auch  ip  stets  positiv  und 
▼00  0  bis  360^  nehmen  >  so  würden  die  Hegeln  anders  ausfallen» 
werden  sich  aber,  nach  Anleitung  dea  Folgenden,  immer  leicht 
anfatellea  lassen,  wa#  auch  'au  sweckmlaalRen  Uebungen  iÄi 
Gebranche  der  ZeidCen  Mm  t^igOMniMtrieehett^vl^nlchto  Vcitt^ 
haaung  geben  Icann.  , 

Zur  Beatimmapg  von  9  bat  man  die  Foimel  { 


TOD  ^  hft  MD 

«Dg  CO«  9  =  ji  «ID  9,  M  \ . 


B  eigiabt  sieb  inlttolil  der  F^ipfb  ' 

A  B  C 


cos  9  COS  ^    atß^.pnaif^    am  9  1 


Soll  nnn  K  positiv  werden,  so  müssen  die  Winkel  9,  9  unter 
den  oben  gemacbten  VeiamaetauDgen  aaf  IblgeDd«  Art 
men  werden: 
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f  +    f:     0  <9)<  90«',  0<ip<+900; 

-  +  +  :  U0"<9<1N0*^,  0<^<  +  iX)0; 
_  +       :  90«<(p<180«,  0>-^>--yO<»; 

-  ~  +  :  1800<9<270»,  0<Kr<+90«; 

«  :  180»<^<»7a>»,  0>t>-90O; 

+  -  -I- :  970^<;4L<W^  0<^<-h90«>; 


«t    j  «  T /    ; d 

Nach  einer  Bemerkong  des  Herrn  J.  A.  Serret  in  Li  out  II- 
le'»  Journal  de  Mat  h  em  a  t  i  q  u  e«.  T.  IX.  j».  436.  kann  das 
im  Archiv.  ThI.  IV.  S.  110.  besprochene  be^tmimte  Integral 


l'  .    »  4 

5     *  i'  , 


^Ifr  ieicbt  auf  folf^cnde  Art  gefiirulpn  Trerden. 

"  *  MtD  «etia  arptiuig«,  «o  i«r^  gp^ArcttUitar,  mid  folglich 

-fi<j>.irv  ;  i!.,i«>i:iii  ]  iiii  J2,!;ni!'>  ftui  war  -        tT"  n'»li»».  <*- 


Aus  der  Natur  4cf  beftimniteii  «latogialtt  «rhellat  aber  sakr 
laicht,  dass 


ist.   Also  ist 


wie  a.  a.  O.  seftiadaD  woite  tet 


6r€if$»MU4f  gedruckt  iei  F.  H^.  Kunike. 
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operationen. 2te  Abtb.:  Die  BangeperatieBen«  8.  1844-  Hildee- 
beiau   1|  Tblr. 

Anleitung,  leicbffaMlicbe ,  zum  Gebpaueh  des  Rechenstabes  bei 

Multiplicatien ,  DivisJoo,  verkehrter  trmi  gierhder  Rej^fl  de  tri,  Ge- 
splhcliaftsrccliiiuug,  Quadrircn,  WnrrchusziebeD,  Bestimmung  des 
geomctr.  Mittels,  Verwandlung^  vou  Vierecken  und  Dreieoken,  Kreis- 
vaifangs»  pnd  Piäebcnreebntiug:cD ,  Ellipsen,  Kugelobcfliche«,  Be- 
rcchMingeB  des  frcie)i  Falles,  dann  der  Korperinbalte  von  WürfeUiii 
Prismen,  r\!indcrii,  Ku^-elu,  I^rAmiden  und  Krp:pln ,  rniilwli  der 
AuflöfiUDp^  rechtwinkcltger  lireieckc.  Kinr;erif (  lur  SiWche,  wel- 
che nur  im  Besitze  der  gewöholiclieu  KlcHieularkeDUtaiäse  sind.  8. 
Wien.'  MM4.  \  Tblr, 

Lehrbuch  der  Arithmetik  tou  J.  f*.  Brehiaer,  Doctor 
der  Philosophie,  Oborlebrer  4^r  iHutüematik  uad  Pkf" 
sik  am  Pädagogium  zu  Putbns  auf  Rügen.  Stralsund. 
1844*  ■  •, 

Der  VcrfaSFor  liat  sich  In  dieser  Scbrift  rnnft^ith  eine  streng 
systematiKcIte  KutwickeluDg  der  Antlimetik  aus  etDcm  Präacppe» 
nämlich  aus  dem  Princine  des  Zälileus,  welches  der  Verfasser  als 
beaendeMi  oder  detemiinirlea  Prinein  der  AritiMliic  beneichBcC, 
ketaBB  aar  Aufgabe  geaacht,  wesbalb  in  denelben  auch  das  Stre- 
ben  nach  einer  philosophischen  Behnndlnog  der  Arithmptik  sehr 
deutlicl)  hervortritt,  worin  daher  auch  ihre  Eigeothümlicbkeit  ror- 
züglicli  zu  «»ucheii  sein  dürfte. 

Nach  eiaer  Binleitnng  in  die  gesammte  Bfatheaiatilt  wird  H,  IS 
die  folgende  lürklärunp;'  der  Arithmetik  gej^eben  : 

,,l>pr  Ge£!r**T}st?«n(l  dfr  Arithmetik  ist  die  Zahlgriisse,  ihr  Prtncip 
^as  Ztählco,  welches  sich  sofort  als  Zuzäbleo  «der  Wegzählen  dar- 
stellt;  die  Mthnetik  lit  tfie  Wissenscbafit  von  der  ducreleo  Ver* 
ändemng  einer  Zablfrröaie  and  deren  Polgen»  sie  nntennebt  1)  die 

disrrrfpT!  Vernudrrnni!;rn  reibst,  welchen  eine  Zablgfpsso  HBtTltitgt^ 
betrAcbtet  2)  das  in  I  uige  solcher  \'erändrrunß-en  immer  mögliche 
Verbältoisa  zwischen  xwei  oder  nebrerea  gegebeoeo  Grössen,  und 
beetiamt  8)  die  ZaUgrösse,  wfkba  zit  finer  gegubteniia  ZaUgfötie 
dtt  g^i^iAenes  TeiliinatM  bat. 
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Jede  Verüiiderafig  t  welcbe  mit  eiaer  Zablgniise  verggaoauMii 
mitd»  beuit  «lusl»  eine  OpemU««  oder  fteobnuDg.*' 
Auf  S.  K  wiBd  Jiie««itf  dto  fpjfwtf»  IfoMelit  dM 

aleois  gegeben:  * 

Gj^es  Bucb.    Rrstc  Zablstufe.  ^  I 

Ca{).  1.    Ersle  OparetiooMtufe. 

Cap.  2.  firtts  VfrUMtaMeetvfoi 

Cap.  3.   Erste  aigebraiscbe  &Udt*  .  '  . 

Zweites  Buch.    Zweite  Zälilttufe. 

Cap.  4.    Zweite  üperutionsstafe. 

Cap.  5.   Zweite  Verbältoi«Mtii£e« 

Cap.  fi.  Zweite  algebraitehft  Stufe. 
Drittes  Buch.    Dritte  Zäblstufe. 

Cap.  7.    Dritte  Operationsstufe. 

Cap.  8.  Dritte  VerbäitBi#a8tiife, 

Cap.  9.  Dritte  algebraiaeb«  Stuft. 

Aniiang.  Seweia,  daaa  nicbt  Mbf  ZiUitiifeo  mSipliik  auid. ' 

Viertes  Buch.    VerhältJiiase  zwischen  mehreren  Grusseo. 
Cap.  10.    Diese  VerliäUDiase  Dach  der  ersten  Zählstiife» 
Cap.  11.    Deügieicbeo  nach  der  zweiteu  Zäblstufe. 

Cap.  12.  |lM9l«iebe»  Mfft  il«r  dritten  ZSkkbdB,' 
Das  Weitere  ftbar  di«fe  för  aUb  freilich  nicbt  ganx  venllMld» 

liebe  Eintheilung  sinss  man  io  dem  Bucbe  selbst  nncbkNMSy  dft  MP 
zu  weiteren  Erlänteningeo  bier  leider  der  Haum  feblt.  . 

iedeolans  verdient  das,  so  wie  In  dieser,  aoeh  in  mebreren 
•ttderera  Moeret  SchrFfkn,  deutlich  hervortretende  Streben  nacb 
einer  strencf  systematisclien  EiUwickelun^  der  AriUimPtik  aus  ei- 
nem Friocipe,  wozu  dieselbe  unter  den  luatlicuKitiscIien  ÜiMciplineu 
viiriuf^awetse  geeignet  ist,  alle  Anerkeanunff.  Lebrjgeoä  aber  kön- 
Mfl  wir  den  lä^ero  dea  ArdKfi  dia  VergkSaraog  geben,  daaa  dia 
vorliegende  Scbrift  sieb  keineswegs,  wie  manche  andere  vorzüg- 
lich oacii  einer  sogenannten  pbilosopliischeu  Darstellung  strebenda 
8cbrifteo,  in  ein  mystiscfaes  Dunkel  hüllt,  sondern  vielmehr  überall 
sieb  eine  völlig  klare  und  deutliche  Darstellung  zur  besondern  Auf- 
gabe macht,  wesbalb  dam  Inhalt  aseb  unter  dar  f iiüiiiiy  einen 
geschickten  Lehrers  Sebülern  an  hebern  Cnterricbtsanstalten  abna 
alle  .Schwierigkeit  recht  wobl  zu  völlitrem  Veratäadniss  wird  ge- 
bracht werden  können.  Zugleich  ist,  ohne  sich  u^eadwa  auf  ein 
Unaaea  vages  pbilosephisehaa  Eaiaonaenient  ainnnlassen,  «ae  nn- 
Bieotlicb  bei  den  mathenatiscben  Unlanriehta  anf  Schulen  sehr  ge- 
fahrlicb  sein  würde,  überall  die  strenge  ointbcmatisrl;e  Form  der 
Beweise  fcstg^eliiiiteii ,  iiud  eine  hinreichende  Auxalil  erläuternder 
üei&pieie  Letgegebeu  worden ,  was  der  Schrift  ehenfaiis  nur  zur 
Bapfablung  geielebea  kann. 

Lehrbuch  der  Aritlimetik  mit  Einschluss  der  Alsfebr». 
Für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht.  Von 
Dr.  K.  G.  &e|ischle,  Professor  am  iijmnasinm  zu  Stntt» 

fart.    Eratar  TkaMt  AritikM^tilu    Stuttgart    IM,  '  i. 
Thlr.  1^  c;^r. 

Bei  der  Abfasäung  dieses  deutlich  geschriebenen  Lehrbuchs  bat 
sieb  der  Verfasser  vorzüglich  an  Oha  gebaltea,  und  stellt  als  lei- 
tnnda  CmndalUsa  aainar  Babnndlnng  in  der  Tarrada  dia  drei  lal- 
ffndan  raf :  1)  dia  Zahl  iat  kaina  QritaMi  %)  nttaa  Bnabnan  lit 


8ia 

nieliti  anderes,  «Is  eis  Caformen  von  ZahleDTerbinduDgeo;  S)  alle 
ZableoTerbiDdoDgen  kommen  letzlich  auf  sieben  Arten  surOck,  zwei 
Zahlw  mit  «inlindervtii  verbinden.  UebHgens  hat  afcb  der  Verfasser 
kcioenwegs  sklavisch  an  sein  Vorbild  gebalten,  sondern  ist  in  mehr- 
fachen Bex5»'l)unjr<»n  seinen  riirnpn  Weg  geprJitifi'on  Ob  es  Übri2:*'ns 
nicht  hin  und  wieder  zur  Abkürzung  und  i)eutlicbkeit  der  Beweise 
beigetragen  babnn  wHrde,  wenn  dar  Gabraneb  allgafliainer  Sjaibala 
nicht,  wie  es  scheint,  abaiehUkh  varviadatt  Warden  «ira,  «ollan 
wir  dahin  gestellt  sein  laasan. 

Sass,  J.  B.:  BuchsUbenrechnunff  uod  Algebra.  2te  Abtheiluog 
dar  FortMtannir  das  „Recbanbveba  nir  Volkaacbnlea**.  8.  Altana. 
IM«.  1  Thir. 

Derselbe:  Resultate  dasu.   Ebend.  \  Thir. 

Sachs:  Anflösangan  der  in  lfaiar>Birsch*s  SHmnlnng  von  Bai* 

spielen  etc.  enthaltenen  Gleu  I  nnc^rn  und  AT)fü;^alj< n.  7um  SeJbst- 
aoterrkbt  bestimmt.   Sechste  Auflage.  8.   Beciin.  1844.  J|  Tblr. 

Baltabamaa,  H.:  Die  Graadlebreo  dar  Al|pbra,  tbaaratiseh  ant- 
wlakalt  lind  mit  einer  grossen  Anxahl  ran  Beifpielan  nnd  Aufgaben 

cur  prrtkfisfhcn  Rinilltiinif  derselben  verseben.  Wit  bfsnnflerer  Rück- 
sicht nul  den  Gebrauch  in  Schulen,  gr.  8.  1844.  Solotborn. 
1  Tblr. 

Daraalba:  Dar  SablilaBel  s«  dan  An%aban.  !•  ggr. 

Procbaska,  L.:  Kurze  uod  leichtfossiiche  Anleitung,  Glei^nn- 
«an  daa  1.  nad  %  Gindaa  anfraaataan  nnd  anfsnMaan.  8.  Wian. 
1844.  8  ggr. 

Ingram  and  Trotter,  Klements  «f  Alifebrii,  Theoreticn!  nnd 
Practicol:  for  the  use  nf  Scbools  and  Private  Siudeats;  cootaioiDg 
the  Pnndnaiaatal  Rnlaa,  Fraotloaa,  Invaliftion  and  Birohitian,  Httfda, 
Equations  of  all  Degrees,  Progressions,  Series,  Lognritbms  and  their 
ApplicntionR.  Properlies  of  Niiffihor«,  (  ontinued  Frtictions  and  their 
Uaes,  the  ludeteroiinate  or  Diopituatioe  Analjtis,  Probnbiitties,  Life 
Annuttlea'at».:  witb  nnmarawa  bardlBaa  nndar  aacb  Head,  and  m 
lur^e  CoUactian  of  HiaeallMMOoa  Qnaatiana.  1%  •Sdmbnrgb.  1841. 
4  ab. 

Gütz,  J  :  Lehrbuch  der  Mathematik,  fter  Thctl :  Differential- 
nnd  latairrali^^bnong.   gr.  8.   1844.   Leipzig.   30  ggr. 

(Bis  jetzt  ist  dieses  Buch  noch  uieht  in  unsere  Hända  gainngt, 
nnd  wird  apitar  aasfUhrliabar  angataigt-wardan.) 

BeH.  A. ;  MatbamaCicai  tables,  consisting  of  Ingarithmic  aod 
ather  tables,  re^nirad  in  tba  f^aaa  brnnehaa  nf  atatbeaiaticn. 
Landau.  3|  ab. 
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Geometrie. 


Lebrbucb  lier  Matbemiitik  fir  Gymaasien  uad  Reai- 

von  J.  BL  T.  Mflller»  Schulratbe  liod  Director  des  Real* 

f^ymoasinins  zu  <?ot1in.  Zweiter  Theil,  Erste  AbthcJ- 
ung,  die  G  r  u  n  d  eige  oscliafteo  der  uobegren^ten  geome- 
tjiscben  Gebilde  im  Räume  und  die  gesammte  Planime- 
trie eBCballeBd,  Ancb  unter  den  oesonderen  Titel: 
Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  und  Realschu- 
len» nebst  vielen  Cebungsaufgaben  und  Excursen,  tuo 
J.  U.  T.  Müller.  Erste  Abtbeiluog,  die  Grundeigen- 
t«bi^ft«A  der  aabegrtttsten  gcoaetriecben  Gebilde  in 
Eenme  und  die  ganse  Planinetrit  eatbaltead.  Mit  zcba 
Kupfertafplri  UD(!  tjpn  zum  gcsammten  mathemn tischen 
Unterricht  c  r  tO  r  d  e  r  1  i  c  Ii  e  ü  v  i  (*  r  stei  lige  n  H  ii  I  f  s  t  a  f  (!  1  ii  alft 
besouiierer  üeiiage.    Halle.    1844.    8.    1  TbJr.  U  ggr. 

Dicaes  Lebrbaeb  ,der  Geometrie  ist  aaeb  eiaem  gana  neaea 
Plaue  bearbeitet,  vad  aateracbeidet  sich  tob  allen  übrigen  uns  be^ 
k.innten  in  mehreren  wesentlichen  Puukten,  die  vrir  jetzt  den  Le- 
iern ia  mugltcbster  Kürze  vor  die  ^ugen  zu  führen  versucbea 
wollea. 

I)(T  ultgemeiae  Grnedgedaake,  weieber  bei  der  Abfiiisung  die> 

aes  U'orks  den  ^'erfassen  fort u  rüirr nd  crr!citct  h;\i ,    ist  zin  iirdcrst 
der,  duss  die  Satzn  iiirht  in  der  Fol^e,  wie  sie  sich  deo  Bewei- 
sen niich  dm  bequemsten  an  einander  reiben  lassen,  sondern  ^ie, 
sie  aieb  ibrem  labalte  aacb  eiaaader  am  beatea  aaieblieMea,  ge- 
ordnet Word«*»  sind,  so  jedoch,  dass  daruater  die  Folgeriebtigkeit 

der  B«'w^ise  durclirms  kenipn  Ali!)rtirli  erleidpf. 

Eine  uutbwendige  Folge  aus  diesem  leileuden  Grundgedanken 
war  nun  aber,  dass  der  Verfasser  die  seit  Cuclides  fortwährend 
festgehaltene  Trenunng  der  sogcaannten  Plaaimetrie  nad  Stereo- 
metrie von  eiDander  gicicb  von  vorn  herein  ganz  auflicbeD,  und 
vom  Anfange  un  den  Rnum  als  Object  der  Geometrie  sogleich  in 
völliger  Ail^emeinheit  auffassen  niuiste.  Die  Notb  wendigkeit  die- 
aar  allgemeiaerea  Aufiasiaiig  wird  bei  dem  Zwecke,  dessea  Errei- 
cbaag  der  VerfamMr  aicb  überhaupt  varsetxte»  togleicb  einleuchten» 
wenn  man  z.  B.  nur  überleG:t,  dasi,  wenn  von  den  mög;!ichen  La- 
gen zweier  Gerndon  die  Rede  war,  natiirlicb  die  kreuzende  La^e 
nicht  fehlen  durite  ;  bei  drei  Geraden  war  deren  Parallelität  im 
Räume  aicbt  so  amgebea ;  aa  die  Lebre  voa  den  Wiakela  maesta 
alcb  als  das  durchaus  Analoge  unmittelbar  die  f^ehre  von  den  Kei- 
len oder  Flächenwinkeln  anscbliesien ;  drei  Ebeaea  bediagtea  dia 
Ai^niüime  der  Ecken;  v*a.  w. 

Üeberbanpt  aber  maeate  der  Terfaster,  wena  er  aicb  selbst  tnm. 
bleiben  wollte,  die  meiitea  geeaMiriseben  Objecte  aai  aligemeiae- 
ren  Gesicbtspunktcn  ntiffassen,  a!s  dies  sonst  meistens  zu  g^escliehcn 
pBegt,  in  welcher  Beziehung  wir  bier  nur  u.  .\.  i!i<^  anfänc:- 
lieb  ffonz  allgemeine  Darstellung  der  Lelire  von  den  Winkeln  her* 
TarbtSea,  warabe»  worin  jeder  crfabreaa  Lebrer  dem  Verfaiaer  valU 


kommen  beipflichten  muss,  für  den  künftigen  Uoterrtfhf  in  der  Tri- 
goDometrie  von  der  jg^rüisten  Bedeutung  iit,  und  zu  dessen  Erleicb- 
teroDg  die  erspfieMliektten  DieUfM  leistet. 

Aus  dem  Greodgedanken,  welcher  bei  der  Ab&eeeog  diese» 
Werks  leitend  war,  gefit  rndlicfi  ciuch  von  selbst  liervtir,  dnss  auf 
möjj^lichsfe  Gruppirung  der  Sätze,  tcrner  auf  das  Uervorbebeo 
des  Dualismus  in  der  Geometrie  besonderer  Fleiss  verwandt,  und 
•aek  Ven  den  Avalogieen  so  oft  wie  oiBfrKek  Gebrenek  gemnekt 
werden  misste,  eo  daae  alailich  die  für  die  Punkte  no4  Geraden 
erwiesenen  Nitzr  iiberall,  wo  es  tbnnüch  war,  lietieknttgnreied  md 
die  Geraden  und  l'^benen  übertrasren  wurdrn. 

Nachdem  wir  jetzt  das  vorliegende  Werk,  so  weit  es  die  aea 
vargescbriebene  Rflrte.  gestattet,  im  Allgeineinen  tn  cbarakteriatrea 
rcrsQcbt  haben,  fühlen  wir,  bevor  wir  zur  Angabc  des  Inhalte  der 
einzelnen  Abschnitte  tJber^ehen,  uns  gedrungen,  der  grossen  Con- 
seqnenz,  mit  welcher  der  Verfasser  dea  sich  selbst  vorgezeichaetee, 
aiekt  leieblen  Weg  gegangen  ist,  die  rfikmlkkate  AnerkeaBBOf  sa 
Tkeii  werden  tn  lassen,  lind  bei  der  aa^eiaein  greisea  Krweite« 
rang  der  Genmrtrio  in  nctierrr  Zoit ,  wo  es  auch  selbst  ftjr  tJrn, 
welcher  sicJi  t'ortwalircnd  s[)PciL'il  mit  diesen  CiV^Tenstäuden  beschäf- 
tigt, sehr  schwierig  ist,  die  Uebersicbt  nicht  zu  verlieren,  kann 
iver  dea  Raisea  eines  solchen  Werks  wie  das  Torliepende  keine 
Frage  sein;  vielnebr  ist  dassetbe  Üngst  ein  Bedürlaiis  gewesen. 
Da  es  ferner  eine  wahre  Siitide  an  der  Wissenschaft  sein  würde, 
wenn  man  die  neueren  Kroberangen  «of  dem  Gebiete  derselben 
deai  Unterrichte,  für  welchen  dieselben  jedenfalls  von  der  grSsatea 
Bedeutung^  sind,  aoek  Ittsger  entziehen  wollte,  so  ist  anch  in  die- 
ser  Rücksicht  das  vorliegende  Werk  Von  besonderer  Wichtiirkeit, 
und  uiuss  den  Lehrern  »n  höheren  DntcrrichtsanstaKen  drinpfend 
empfohlen  werdeu,  wohn  wir  sugleick  die  Oeberzeuguog  auüzu» 

3 rechen  aickt  aastekea ,  da«  sciwtrlick  anf  eiaea  anderen  Wea^e, 
I  dem  von  dem  Verfasser  aingeseklagenen,  dieses  Ziel  gliickiick 
an  erreichen  sein  dürffr. 

Nachdem  nun  der  \  (^rlcissnr  in  dem  ersten  Abschnitte,  welcher 
die  Ueberschritt  tuljrt:  Grundeigenschalteo  der  unbegrenz- 
ten aäd  kalkbeffrinnten  geoaetriscbea  OrSssen,  and  des- 
sen Zweck  und  Wichtigkeit  aus  den  vorhergehenden  gegebenen  all> 
gemeinen  Andeiitnnjren  über  den  Zweck  des  Werks  von  selbst  er- 
Aelka  wird,  eine  möglichst  breite  Basis  für  alles  Folgende  zu  ge« 
Winnen  versnebt  hat,  i;eht  er  im  zweiten  zn  den  begrSastett 
ekeaea  Figuren  über,  and  stellt  mit  absichtlicher  fisnaeidnng  der 
Coni-ruonz,  ohne  die  eine  Figur  mit  der  anderen  tu  verpleicben, 
wodurch  natürlich  viele  Ahwf>ichungen  von  den  gewöhnlichen  Be- 
veisarten  nöthig  gemacht  werden,  dem  Verfasser  aber  der  grosse 
Tortkeil  gekrackt  wird,  dass  später  die  ZnsaaaieBStelhing  fmd- 
artiger  Sät^c  umgangen  werden  konnte,  dto  kaaptslckKcbstaa  Elgaa* 
•Chaften  der  brc^ranzfcn  ebeoen  Figuren  zusammen. 

Den  natiirliclisten  Eintheilungs^rund  für  die  drei  übrigen  Ab« 
schnitte  boten  die  verschiedenenffeometrischen  Verwaudtscbaften 
dar,  nlsilick  die  CoaMena,  Ae  ffiickheit  «it  Cfasoblnss  der  Affi- 
nitätsgleicbbeit,  die  Aehnlichkeit  und  Affinität,  pie  Polgerongren 
ans  den  vcrschiedtnen  Verwandfscbaftseigengchaften  wurden  In  je- 
dem Abschnitte  obgesoudert  nncbfrf^reben ,  ho  dass  auch  hierbei  das 
Zasammengehörigc  möglichst  bei  eiuundur  bleiben  konnte. 
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•  Elp«!  »ebr  we«««Ütobeii  Thtkl  des  Werkt  bilden  endlich  d|e 
Aakiage  su  ^en  einselneii  AbtclmitteD,  welche  nicht  für  den  9ffent* 
lieben  TTatemebt  bestimmt  sind,  und  in  die  Alles  verwiesen  wor- 
den ist,  vr^n  mehr  die  Anrcprunü:  drr  Sflhstthritigkeit  der  Scliüler 
xum  Zweck  hmt.  Aber  auch  Licr  hat  der  Verfasser  inügliclisti 
mä  die  Gru|>pirung  ven  SStzen  nnd  Aufgaben  gesehen,  und  Je- 
ieo^^egeiistMid  «hi  «in  kleines  abgcmlliloef epet  Ganm  damurttlteii 

Den  sehr  relehen  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte  und  der  An- 
hänge specieti  Mzageben,  verbietet  uos  hier  leider  die  Beschräokt- 
beit  dee  RnniMs«  weshntb  wir  aas  diesem  grossen  Schatze  nur  Bl- 
~ttig«e  ktwiginffc»,  was  uns  besondara  «neb  dnrcb  Mbe  Nenheit 
beaierkenswertb  zn  sein  scheint.  Dahin  gehBren  u.  A.  auf  S.  122 
fi«r  neue  allffemeioe  t'onirrueiizsätze  für  Dreieck«*,  bei  doneo  als 
drittes  £leaient  der  Cougruensbediagirnffen  die  Gleichheit  des  Flä- 
^iMMiiMtt  Mnsugesogen  woMes  iit;  «•  14V  —  S.  151  eine  voll- 
ständige 8HUM»eMlttttBn|r  aller  mSglidieD  Coordioatennietbodeo; 
IWanchps  über  die  e;pomf trisrlien  Oerter  und  die  harraonisrhpn  Be- 
ziehuogeo.  woh«!  *ier  \erf.isstT.  fiucli  um  des  Fo)i:;"ciiiit  n  wiMen, 
mit  iieobt  kein  Bedenkeo  trug,  deu  iicgrifl  des  Sinus  und  Cosiuus 
■AI  inlkoMbaMi  die  nm  wmmkieitMU  Stellen  gegebenen  Koim* 
■i— rtillungep  gemnetriseber  fteztebnngeii,  «.  s.  w.  In  den  Anhän- 
gten ist  auc!i  aut  das  Rü''ksichf  ^onommen  worden,  was  von  prak- 
tischer Bedeutung  ist,  z.  B.  aut  die  Theorie  des  froportionalzir- 
kels,  des  Pantograpbeii  «der  Storebscbnabels  und  dei  lloiiius  oder 
'Vivnieps. 

äehliessUcli  lafissen  wir  noch  einr-r  «;r!ir  mülrsnnien ,  aber  nurh 
sehr  verdieostiichen ,  und  namentiich  deiu  ti.  welche  ihre  Zeit  dem 
Aitndiaai  der  Werke  der  griechischen  Geumeter  im  Original  widmen 
wollen,  lebr  oiitsliehen ' Arbeit  gedenken,  freleber  neb  der  Ver«  • 
fasser  not^rzegen  bat,  indem  derselbe  nämlicli  in  einer  Ausdehnung, 
wie  dies  v-nfil  noch  nicht  q^pschehen  ist,  uberalt  die  irripchischen 
Kunstanäiirucke  nebst  ihren  lateinischen  BedentUDgeo  aufgenommen 
hat.  Die  durch  den  ManKel  au  allen  Vorarbeiten  nur  noch  ver- 
grSoMito  Sebwierlgkek  einer  aoteben  Arbeit  ist  aHelB  deijenigo 
gehörig  zu  würdigen  im  Stande,  welcher  die  {Schriften  der  gnecin* 
«eben  üHathematiker  se1l><?t  aüs  df>u  Originalen  kennt. 

Die  auf  ähnliche  Art  wie  hei  Kunze's  Geometrie  in  grosser 
Mobcrkvlt  nnsgefohrten  Figurentafeln, '  welche  «neb  bei  anderen, 
vorsoglieb  för  dea  üateiridiC  bestimmten  Werkea  aacbgeabait  wa 
werden  ^  erdieataa»  gwdcben  dem  Werke  ebeafella  zn  besoadeiar 
-Einpfehluiiir. 

Iiiochmals  empfehlen  wir  dieses  neue  S  jstem  der  Geometrie, 
deaiea  Fortsetsnng  wfr  nit  Verlangen  entgegen  teben,  allen  denfn  • 
angelegeirtlicbst,  welcha  «leb  ftr  «te  Fortschritte  dieser  herrliebaa 
Wissenschaft  und  deren  iing-emein  groiM  Wicbti{^ett  för  das  gt- 
••aaiBte  'Unterricbtswesen  ioteressiren. 

» 

Zf^Ieieb  «it  deai  forbari^bcadea  Werke  afaid  enebienen: 
Vieretellige  Logarithmen   der   natürlichen  Zahlen 
und  Winkelftinctionen  nebst  den  Gaussischen  und  an- 
>dern  HüUstatein  zur  Anflösung  4er  höhern  numerischen 
GleiebMffea  «fed  aar  Aaweadeng  der  Metbode  der  kleia- 
atea  f^aadrale  vea  J.  M,  T.  Miirar,  Sehalratbe  «ad  Di- 
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rector  des  Gotbaischeu  Realgyiiio«tiii«a.    HaHe.  IS44. 
8  gffr.  ' 
Diese  Tafela  eothalten; 
1.  Auf  M.  1   die  fünfsteltigeo  Log'nritbmeD  der  ^gtnä/t  Mi 
Häufigsten  vurkommeDdeo  Zahlen  von  iUUUO  bis  15000, 

%  Avf  8.  3  und  3,  «lio  Beben  ein  «oder,  4ie  vieratdiigan 
Logaritbrnen  aller  Zablen  von  1  bis  10000. 

3.  Auf  S.  4  bis  9  die  Hauss  iscli  e  u  Tafeln  zur  eiQen  Hälfte 
in  eiocr  (!rn  Gebraucb  weseotiich  erieiciiterDiieu  Gestalt.  Ks  vcr- 
ursacbtc  nuuilicb  bei  der  zeitberigen  Einricbtuug  der  Tateia  für 
loff(«— ^)  wegen  4er  doppelten  Mnoinen  niebt  allein  dne  Anf^ 
schlagen  sondern  ancb  die  jedesmal  aus  zwei  RecboungeD  beste» 
Lende  Interpolation  mehr  ZeitaufwaDd  und  grössere  Aufinrrksam- 
keit,  indem  die  durch  die  Zwiscbenrecboung  gefundene  Zabl  bald 
additiv,  bald  subtractiv  war.  Um  dies  zu  vermeiden«  hat  der  Ver- 
ÜMMer  die  Werthe  zo  \og{a  —  6)  für  ^IciebmÜieiff  fertsehreitende 
Argumente  neu  berechnet,  und  dann  mit  den  Mattbieaen^scheD  Ta- 
feln verglichen,  wobei  er,  so  wie  auch  hin  und  wieder  bei  der 
oacbber  zu  erwähnenden  Formelsammlung,  von  Herrn  Directer 
Bensen  ^wth  aencben  Wiek  8ber  die  sweebmiaig«  Binricktanff 
des  Genen  noieratiiCxt  wurde.  Dadnreb  ist  nicht  nur  das  Am* 
schlagen,  Rniidrrn  auch  das  £inseballen  erieicbiert  nnd,lelnliMe 
durch o^äi)£^iu:  gicichtortnig-  geworden. 

4.  b.  iO  und  II  die  vierstelligen  Quadrate  ulier  Zitblea  von 
0  bis  1  dnreb  eile  ZebntemendCeL 

5.  S.  12  bis  15  die  Tiertelquadrate.  «Her  Zablen  von  0  > 
bis  2  durch  alle  Zebntnuseadtel ,  welche  bei  der  Anwendang  der 
Methode  der  kleinsten  Huadrate,  so  wie  der  Gräfe'scben  Metbode 
zur  Auflösung  der  nusuriseben  Gleichungen,  eine  grössere  Brleich- 
tcrong  als  die  Lo^arithnen  gewibren« 

0.  Die  Logarithmen  der  goniometrisclicu  Functioneo, 
welche  in  einer  solchen  Ausdelioung  gegchcu  worden  sind,  däss 
sie,  soweit  dies  bei  vierstelligen  Logarithmen  möglich  ist,  eine 
Sebirfe  von  1  Secnnde  gewibren. 

7.  Eine  Tafel  der  Kreisbogen  in  Tbeilen  der  Helhaessein 
s  1.  so  wie  der  wichtigsten  Functionen  von  n. 

8.  Alle  nntürlicheo  ^ooiometriscbea  Functiooen  von 
30  2u  30  Minuten. 

9.  Bine  kleine  Tafel  der  dreistelligen  Loguricbmen,  welcho 
gerade  noch  Platz  fand. 

Eine  sfLr  deutliche  Anleitung  zum  Gebrauche  der  sämmtücben 
Tafela,  so  wie  eine  8aiarotung  der  wichtigsten  Formelo,  auch  tur 
die  ebene  und  sphärische  Trigononetrie ,  ist  der  Scbrift  TOrnna* 
geschickt. 

Durch  die  mühsame  ZiisamTnenstellung  dieser  so  vieles  Nütz- 
liche euthaiteodeo  Sammlutii^:  abgekürzter  Tafeln  hat  sich  der  \  er- 
fasser  nicht  bloss  um  die  Schulen ,  für  welche  gerade  eine  solche 
Sammhittg  allerdings  ein  Bedttifbias  war«  sondern  aneb  um  viele 
Praktiker  ein  dankbar  anzuerkennendes  yerdaensl  erwerbea,  und 
wir  können  daher  nur  wünschen,  dass  sein  Pleiss,  sein  Eifer  und 
seine  Geschicklichkeit  durch  einen  recht  weit  verbreiteteo  Gebraucb 
dieser  auch  auüüerlich  sehr  g^ut  ausgestatteten  Tafeln  die  gebühreade 
Anerkennung  finden  nnd  einigeraassen  belobnt  werden  iMige*- 
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Groassaoo:  GeoetiKhet  L«hrbucb  der  ebenen  Geometrie.  Für 
BMlaehtlcB  «b4  GyainMien.  ttit  2  Tafeln.  StaUgnrt.  184S.  8. 
4TMr.  . 

Löscbke«  K.  A.  J. :  Geometrie  fär  den  Sclinl-  und  Erivatgebrnacb. 
&  Scbweidaits.   im,  Sg^f-  ' 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr.  Cbr.  Nagel,  Rector 
der  Renlaostalt  in  Ulm.  Ate  verb«>ssi>rte  und  feratlirte  Anfl.  BlU 
16  litbogr.  Tafeln.   [Ilm.   1844.  20  ggr. 

Lebrbncb  der  Stereometrie  nnd  dd^  ebnara  Trigonometrie.  Vm 
Dr.  Ch.  Nagel,  f.  Abth.:  Stereometrie.  11.  Abtb.:  Ebene  Trigono- 
metrie.  Zweite  Autlage.   Ulm.   1844.  8.  33  ggr. 

Finek,  P.  J.  E.:  G^omdtrie  ^l^meutaire/ #ilif ie  de  la  Trigoa^ 
m^rie  rectiligne  et  spherique.  Troiai^e  ^^UUi««  'ltt-8k  Slipulb» 
bourg.  1844.  aveo  12  |d.  4  fir. 


Adbemar,  J.:  Deacriptive  Gbometrie,  den^aeb  baarbeltfl  ait  An- 
wendung der  isometriadien  Projectibnslebre  voo  MqUiaMV  sr*  8. 
.Mit  SX^  Taft  In  in  Foün»  «alolbiirii.  1814.  .8  Tblr. ' 


PmktiAciie  Geometrie^ 


I>ittrow,  J.  J.  V.:  VprpleicljtJns^  der  vorzüjzrlichstrn  Mnasee,  Ge- 
wichte und  MÜDxeo  mit  den  im  Oesterr.  katserstaate  ffebrättcblicheD. 
2te,  für  Deciaud-  nod  gewübnlielie  Reebanng  eingeriebtata  Auflage 
von  L.  V.  Uttrow.   gr.  8.   Wien.   1844.  .\  Tbir.  •  •  ^ 

\ßtkr  v*llatindig  wtd  ^wyfehieBaiyiiliij 

Cubik-Kneict  tör  üträkuiog  af  FjrkuotigC  ocb  Ruodt  Wirke. 
WMkMm,  Berg;  88  aid.  8:0,  V  86  ak.  <BoEb.  WeaterMi  ftri.) 

AndrÄ,  E.:  Kubik -Tabfillen  für  alle  runden  Höfter  in  denen 
man  richtig  und  scbneli  ihren  wahren  liol&gebait,  ia  Üabik-Sebn- 
tev,  findet.  Lex.  8.  Wien.  1844  8  Tbir. 

Pfeil,  J.  F.!  Tnhclfpn  zur  HrrectiDUDg  dei  Kubikinhalts  run- 
der und  vierkaotig  ßeschaitletier  Flölzer  uebat  Preisberechoungs- 
tabelle  ia  Tbaler-  uod  Guldeuwähruog.  Für  Foratbeamte  bear- 
beitet and  mit.  einer  fiebruMbaanweianng  vereebei.  8.  Leiasig. 
1844.  H  •Tbir, 
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Trigonometrie» 


Recbt,  G. ;  Die  £lemeiiU  der  TrifroaometHe  un<i  «ier  Anwee- 
duDg  der  Algebra  auf  Geometrie,   gr.  8.   Muocbea  1844.    12  ggr. 


MeohuiliL 

1      '  .     »  « 


rompendiam  der  populären  Mecbaiiik  und  MascLi- 
oenlebre,  von  Adam  Burr,  k.  k.  Rec^icruogsratlM-,  ur- 
dent.  öffentl.  Professor  der  Mecbaolk  uud  3Iaiiciiiu en- 
tehre am  k.  k.  poly tecbniscbett  Instittrte  In  Wi««.  Brit«r 
Tlieil.   Mechanik  fester  Körper.    Beide  Tbeile  4  Thir. 

Oicsrs  in  zweckttäsBig'er  Kürze  abrefasste  Corapendium  ver- 
dient seiner  DentfichJ^eit  wegen  vorzüglich  Praktikern  empfobLen 
SU  wer4«B,  da-«i,  olme  iSeh  fibrigeoB  iraf  |ir«ltniifSge  Beschreibno- 
gen  und  Berechnungen  snaatttt^ngesetster  Maschinen  einzulassen, 
alle  wesentlicheD  Gruodl^Lrcu  ,  nuf  dir  ps  hci  JVIascliineüciuricbtun- 
geri  in  d<n  g-ewöhniicbereD  Fällen  ankommt,  enthält.  Dass  die 
AoweuduDg^  des  büberen  CalcuU  überall  vermieden  worden  ist, 
▼enteht  neb  von  aelbat  Oer  sweite  Tbeil  wird  die  MeehMik 
flüssiger  Körper  cDtbaitffK'- 1^  ^eio»  bWyiWhrten  Kupfectefeln 
aind  in  eineM  beao&deren  Hefte  beigegebeo. 

Elementar- Lebrbncb  der  MeebaDÜi  feater  KSrper» 
Vach  den  Deiiee4««  l^aellen  für  dl«  It.  k.  j|rtill«#ie scha- 
len bearbeitet  voo  Anton  Fink,  Haiif>fmann  nnd  Profea- 
»oT  drr  MnthentHtik  im  k»  k»  ü<«a^ardier*C#r|it*  Wi«n, 
ü.    2  Thir.  iti  ggr.  .  •  '  . 

Diei  deutlicb  geteluftabei».Lflbrbnnh  «ntbilt  «ine  «rüesMbeils 
analytisch  gehaltene  DarRtellung  der  gewöhnlichen  Lehren  der  Sta- 
tik und  Mechnrik  fester  Körper,  ehne  AnweiKhinj^  der  Oißerential- 
ua4  iatagralrecbaung,  mit  llückaicht  uut'  praktisoba  Aow«o4iftBg. 
Dan  die  Lebre  von  der  Wurfbewegung  und  andere  in  der  Ar* 
•lillerie  beiioadcra  im  lAnviendeBg  kommendeXeltren  .dett  MeebanilK 
•nsföhrikber  als  in  aoderen  £lemeDtar-I>ehrbücbeni  dieaer  Wisnee- 
•chaft  behandelt  worden  sind,  Insst  die  Bestimmung  des  Bucha  soben 
Ton  selbst  erwarten.  In  der  äitatik  gebt  der  Verfasser  von  dem 
Paralltli^irmme  der  Krtille  am,  «id  hat  linb  bei  de»  Omatellnng 
diesea  wichtigen  Pirineipa  an  4bb  aNgeninin  beknnmien  Benm  «mn 
ÜMbajda  fpludten. 

BieriDg'ä  .>Jcchauik.  Heft  3.  Kopenhagen.'  |  Xb|^. 

Buqooy,  Prof.  v. :  Prodromus  zu  einer  neuen  verbesserten  Dar- 
stell ungsweise  der  böbcrn  analyt  Dynamik,  gr.  8.  2te  Liefemng. 
1844.   8  ggr. 

(Brite  LlifiNmg  nnchieRi  IWL  8  ggr.) 
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Coriolis,  G.:  Tratte  de  la  meeanlfim  des  eorpa  goUdet  et  du 
c«Jeol  de  l'effet  des  machinef.  Seconde  ^itioo.  Id-4.,  ploi  2  pl, 
Pwlt.  164L  15  fr.  .  "  ^ 


Prakifsdie  Mecliaiiifc. 


Schubert,  J.  A.:  Efemcntf«  der  MascbiDenIchre.  2fe  Abtbeif. 
Von  der  Bearbeitung  fester  kiirper  im  Allgemeioeu,  vou  den  eiofa- 
cben  WerkzeugtD  und  vva  deu  Warkz.eugsmsficliiueB.  gr.  S.  Uii 
35  Tafdll  io  Fol.  Drnd«B.  1844.,  10  Thlr. 


Astronomie. 


AfltroaoaiiHilio  BrM«  fon  J.  a  MAdUr.  MiUn.  1844. 
8t  18  nijf* 

Diese  astrooeinischen  Briefe  Rind  zuerst  in  den  wisseoscbaftU« 
€b<B  lieiiQ^en  der  Angsburff^er  AilgemeiuDeQ  Zeitung  ferötteotJiobt 
w«rdeB|  und  erscheinen  hier  nocbmals  überarbeitet  und  r«r?ell$tan- 
im  nimr  g««nlMl«ii  Unaalnay. 


Comte,  Aug-.:  Trait^  pbilosopiiitiae  d  astrouomie  populaire,  oii 
Exposiliou  s^stdmatiaiie  de  tonte«  les  notions  de  pbilososbie  astro* 
nowiove,  soit  scieariüqueS)  soit  logiques,  qui  doivent  devenir  uni» 
fttMilfloiMe  iMiili^ras.  In  «8,  plm  ««•  pl.  Parii.  1844,  7  fir« 

Biet;  Trait^  ^l^mentaire  d'astronomie  pbTsique.  4  volunes 
in-S.,  avec  4  atlas.  Ed  vetite:  1*onie  L  4me  ^ditiuu  avee  10  plan* 
ckea.  7  fr.  50  €.  Toaia  IL  afte  aüaa  4a  23  pL  12  fr. 

Karrien,  Jobn:  Pra<;tical  Astroooioy  and  Geodesy.  8.  Lan* 
«an.  1841. 

Om  HimmeUkroppame  och  Deras  Rörclse;  ellcr  De  Första  Gmn- 
derna  af  Astronomien  Populärt  Framställda  af  F.  Arago,  Öhver- 
Attning  af  Clemens  Ullgren.  Calnar,  Wablia;  21)^  aid.  8,0»  mtA 
5  pl.,  h.  1  R:dr  82  ak.  (Bakb.  LooströBt  IftrI.) 


'  Kreil,  K.:  Beobachtnugeu  über  den  grossen  Kometen  Ton 
1848.  gr.  4.  1841.  6  ggr.  ^ 

Jahn,  G.  A.:  f^eipziger  kleine  astronomische  Bphemeriden  für 
das  Jabr  1845.   8.   Leipzig.    1841    16  ggr. 

Saiddip»  i«;  Tahal  orer  Sdleiia  DaeHtMtiaii  9g  Tid-Eqoatio« 
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Den  Iii  Uver  Djug»  $and«M(iag  9g  ipiddelaiildag,  samt  over  Maa- 
MPi  orre  CalMinattojis  HMdäkMkeilat  Air  Greenwicha  Merfdua 
UM.  SSM. 

Littrow,  E.  L.  t.:  Ktlender  fdr  alle  Stände  für  das  Jahr  1845. 
gr.  8.   Wien.   1844.   10  ggrr. 

(Auf  den  tiützlicljeu  Inhalt  dieiet  Kaksiidera  iit  lefcto  früher 
aebrmalt  biogewiesen  worden.} 

Die  Chronologie  in  ihrem  ganzen  Umfange,  mit  vor- 
xUglicher  Rückaicbt  auf  ihre  A n Wendung  in  der  Astro- 
nomie, Weltgetchichte  und  Urkundenlehre,  nebst  einen 
Voriehlage  so  einer  itreng  wieeentcbaftlicb  geregeltem 

Zeitrechnung,  durch  höhere  Arithmetik  begründet  nn4 
erläutert  von  WilfaelmMntzka,  Dr.  derPhilosophi»«,  k.  k.  . 
offentl.  ordentl.  Professor  der  Matliematik  an  der  k.  k. 
philosophischen  Lehranstalt  zu  Tornow.    Wien.  1844« 
S.   2  Tbir.  12  ggr. 

Dieses  mit  dem  i^rössfen  Fleissc  und  der  grösstcn  Sorgfalt 
uusgearbeitete  Werk  enthält  eine  voUständit^e  Diirsiellurii,^  der  ma- 
tbematiscbeo  Chronologie  und  hilft  einem  wahren  iiedürtnisse  ab, 
de  in  Idelei'a  beiden  bekeonteB  Werken  (Berlin  18S5  nnd  Berli» 
18S1),  vortrefflich  in  ihrer  Art,  doch  mehr  das  Historische  als  dan 
Mathematische  hervortritf.  Cnnr  recht  hat  aber  der  Verfasser  dea 
vorliegenden  Werks  geiban,  duss  er,  wie  er  auch  in  der  Vorrede 
aaedrüeklich  erklärt,  von  der  ihm  dnreh  Ideler  darjgehotenek  bietori»  « 
leben  Grnndlage  hei  seinen  mathematischen  Bntwickelungeo  unrait« 
telhar  ansgegaogen  ist,  dn  er  in  dieser  Rpziehtinrr  ^evriss  keinen  hea- 
«eren  C^ewährsmaDD  tiuden  konnte,  Die  Bcschrankllieit  des  Rauas 
verbietet  uns,  den  reichen  Inhalt  dieses  Werks  hier  im  Detail  ao- 
sugehen;  aebwerlieh  wird  aber  Jemend  In  denmelben  ttber  irgend 
einen  Punkt  vergeblich  Belehrung  suchen.  Sehr  zweckmässig  sind 
unter  dem  Titel  Vorbegriffe  der  ChrofM»logie  die  Lehren  der 
höheren  Arithmetik  oder  der  sogenannten  Zahlenlehre,  welche  in 
der  €brenologic  vertflglicb  »r.  Anwendung  kommen.  Im  Znaas- 
menhange  dargeeteilt  worden,  nnd  dabei  hat  der  Verfasser  SQgleich 
durch  Kinfuhrnncr  zweckmässiger,  7nm  Theil  neuer  Bezeichnungen  für 
mö^Vtehste  Abkürzung  der  alTgcmeioeu  Rechnungen  gesorgt.  Dass 
in  einem  so  speciell  und  gründlich  wie  das  vorliegende  seinen  Ge- 
genetand  bebendelnden  Werke  nneb  manche  neue  Untersuchungen 
nicht  fehfen  können,  versteht  sich  von  selbst,  und  als  besonders 
verdienstlich  müssen  auch  noch  die  meist  neu  entworfenen,  in  einem 
besondern  Anhange  beigeTiigten,  so  wie  auch  hin  nnd  wieder  in  dem 
'Werke  serstre«*t  rorkommenden  HStTitnffln  nnr  Abkürzung  chro- 
nologischer Rechnungen  hervorgehoben  werden.  Ausserdem  ist  das 
Werk  auf  schönes  rnpier  vortrefflich  pfedriickt.  und  verdient  daher 
DochmaU  in  jeder  Beziehung  der  Aufmerksamkeit  der  Leser  de» 
Archivs,  such  ausserhalb  Denticbland,  empfohlen  zu  werden,  dn 
vne  wenigstens  auch  in  einer  anderen  Sprache  kein  so  vollständi- 
ges und  jrriindlirhe«!  j  die  neueren  Forschung^en  so  sfrErfriltißf  und 
vielscititj:  hcriicksiclitirrendes  Werk  über  mathematiscbe  Chrono* 
logie  bekannt  gewordcu  i^t. 

Hobrik,  Dr.  Eduard:  Handbuch  der  practiscben  See- 
fabrts künde.  .Mit  einer  Tollständigea Saniolnng. logarithmiicher» 
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geographischer  und  «stroDooiiselier  Tabelien,  Knpfertaftln  ud<^  Kur- 
ten, uod  eisea  Wdvterbiehe  i#r  miifltebeil  KiiBftemdriletre'io 

Versrliiedenen  europBiKhCD  Seespracbeo.  Ziim  Selbstaoterriolito  und 

für  I.p|»rer  in  <ler  i^rojrmpMscIjcn  und  n<!(rnnnmischen  Stener- 
ns nii  künde,  in  der  Journulfüiirung,  in  der  ZutakrhinEr  nnd  l/en- 
kuug;  des  ScbifTs,  «der  in  der  practischen  Scbifterkuude«  bo 
ivi«  iD  4eii  Vorbereitungen  doreh  matbenwtiieb«  mit  phytifebe  Geo- 
graphie; durch  Arithmetik,  Geometrie  ;  diircli  Hjdrostatuc,  BjdMdj^ 
noBik  uni  äcMffbanknnde.  2  Bde.  gt,  8.  8  Tblr. 


Physik. 


B»iiaifrarta«r»-A.:  Die  Naturlehre  in  ibreii  gegenwär- 
tigen Ztistande  mit  Rücksicht  auf  ma  th  r  m  ntis  r  h  e  Be^ 
gründuug.    8te  Anfl.    gr.  8.    2  Theile.    Wien.    4  Thir. 

Diese  bis  jetat  erschienene  erste  Ahtheiking  der  achten  Auf- 
lag» emlbSIt  die  KiDleiinng  nod  die  swei  eittea  AbMbnitte  dei  all- 
geneie  bekaeeten  Werkt. 

Örsiteds  Nüturiarc,  2.  H.    Kopenhagen.    1844.    90  g. 

Faradaj,  H.:  FxperimeBCel  Beteercbes  in  filectrieitjr.  Vol.  %, 
8.   Loiidoe.   1844.   9  sh. 

Kreil,  K.:   Hagnetieebe  and  meteoro1ogi%>cfie  BoübaebtmigeB 
Prag.  4ter  Jabigaag.  gr.  4.  Prag.  1844.  3  Tblr.  19  ggr. 

Der  Rreislaof  des  Blntei  ond  die  Plaaeteababve«. 
Ein  pfaysin  1  ugiaeb-aatbematiicber  Veraaeb  tob  Dr. med. 

Kkdnifi^.    Weisse  nsce.    18 Vi.    8.    15  ggr. 

,, Schon  la[iy:st  Ic^lv  irii  mir",  sng^t  der  Verf.  in  der  Vorrede, 
,,in  Krwäguug  der  unleugburen  Tiiatsacbi-u ,  daf»s  das  Blut  io  sei- 
ner Babtt  of^  10  eiaer  der  Sebwerkraft  enfgcirt^^ngesetzten  RIebtong 
atrömt,  was  weder  durch  Venenklappen^  noch  durch  Saugkraft, 
noch  durch  die  Muskelkrnft  des  Herzens  allein  befriedigend  zu  er- 
klären ist,  und  das«  zweitens  diese  Uabn  eine  in  sich  selbst  zuräck- 
lanfende  gescblosseoe  Ist,  die  Fra^e  vor,  ob  lilebt  deakbar  leL 
dails  es  iim  menicblichen  Körper  eine,  der  allgemeinen  Schwerkrall 
apaloge  Krnft  ^ebc,  durch  deren  Wlrkuncr,  gleichsam  eine  Art  or- 
g3üi??rhpr  Gravitation,  der  Blufumlauf  so  verraittelt  werde,  wie  die 
Bdhueu  der  Planeten,  und  welche  duher  den  Menschen  zn  den  in 
der  Wirkliebkeit  maebCe,  wofür  er  ufton  so  lange  des  ffanea  aaek 
gegolten  hat,  zu  einem  Mikrokosmus.  Die  Beobachtung,  dasa  die 
rulsfrpquenzpn  sich  umgrekehrt  verholfen  wie  die  Quadratwurzeln 
ans  den  Körpertangco,  mus»te  mich  io  dieser  Idee  nur  bestärken, 
denn,  wenn  maa.  wie  es  SUidi  laf,  die  pDlafreqiniBs  al«  eiaea  Aaa* 
druck  ffir  die  filBt^escbwindigkelt  ansieht,  so  enthält  diese  Beo* 
bachtuDg  eine  unmittelbare  Bestätigung  derselben.  Dies  cfab  dem 
BBB  folgendea  VersBeb,  die  ecwäbnte  Hypothese  dorcb  Anwendung 
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KiMnug  M  legcD,  seine  Balatoliwig.'* 

So  weoig  ich  selbst  wegen  Mangels  an  binreichenden  aoatoBii« 
scbeo  und  physiologiacben  Kenntnissen  mir  ein  Urtheil  über  diese 
Schrift  anm«assen  darf,  so  glaube  ich  decb  dem  Verf.  die  tiener- 
fcuDg  schuldig  %u  sein,  dasa  diefelhe,  wie  dies  Sften  hei  aoldmi 
Schriften  der  Fall  ist,  keineswegs  in  das  Gebiet  luftiger  saturphi- 
loBophiaeber  Refleetionen  gehört,  sondern  dass  in  derselben  uherall 
eine  gesunde  Anwendung  matbepatifcber  i$ätae  und  Rechnungen 
hervortritt^  utto  den  dieielhe  daher  wohl  eine  nihcre  Prttfiing  durch 
einen  hinreichend  ■aChematisch  gebildeten  Anatottea  whI  Phjfiolog^n 
verdienen  möchte,  was  ich  dem  Verf.  schon  um  seines  warmen  tö- 
fers  willen,  mit  welchem  er  in  der  Vorrede  der  Anwendung  der 
Mathematik  in  der  Amoeiwissenscbaft  das  Wort  redet,  von  ^rzea 
«inaehe.  Bei  den  Herren  Aflr«tiii  mkd  er  da  freUieh  aeiatoM  tea* 
hett  Ohren  predigen.       -  6. 


Yermischte  Sclirüten. 


Jahresbericht  für  die  Mttgjleder  der  Hamharffiachea 
Gesellschaft  znr  Verbreftnog  ■etheBatlaeher  Keaat* 
■  iase.    Fastnacht.  1844. 

Inhalt:  Bericht  Uber  die  snr  Aulündunj^  und  Bezeichnung  voa 
HShee  ija  deai  ahgehrennten  Theile  der  freien  Haoseatadt  ffaah«rg> 
joiageföbrlen  mul  fUr  den  nicht  abgebrannten  Theil  derselben  vor- 
geschlagenen Nivellirungen.    Von  dem  Herrn  Ingenieur  Röbbelin. 

—  Nochtrag  zu  dem  Aufsatze:  ,|Ueber  die  Höhen  einiger  Gebäude 
in  Hamburg,  im  Jahrc«h|riefe  Ar  1849.**  Von  des  Herrn  Coofereas- 
jmA  Scliunacher  in  Altena.  —  Tafeln  zur  Verivandlung  HaMhor»» 
acher  Gewicbta^lÜDheiUn  in  FmnseMKhe  und  KagiiMhe,  no  mn 
MigaMrt.  > 

ünterhnltnngen  ani  dem  Gehiete  der  Natnrknnde  tob 

D.  Fr.  Arago.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  von  Dr. 
£.  F.  Grieb.  Sechster  Theil.  8 ch Ifiaa  dea  Werken.  Sinti- 
gart    1844.   S.    1  Tbir.  23  ggr. 

Dieaer  Th«M  eotbält  die  voo  Arago  gehaltenen  historiscfaeii 
tiohmden  nnl  Laplace  (S.  1  ~  S.  9)»  Fourier  (8.  10  —  S.  22), 
Alexander  Volta  (S.  23  —  S.  114),  Thomas  Young  (S.  115 

—  S.  157),  Hu«phr>  Davy  (ü.  158  —  1S8);  ferner  die  Höhen 
der  wi<Qbtig»teB  Paukte  der  Erde  über  der  Meereefiäcbe 
(S.  ]8O"^8.190)>  Tafeln  snr  Verwapdlnog  der  llnro»f  ter- 
eind  Themeneteracolen  (&  197  —  199),  und  zur  Verwand- 
lung der  französischen  Maasse  (S.  200  —  S.  208).  Hicraaf  . 
folgt  eiae  sehr  ausführliche  und  mit  grosser  Sorgfalt  verfasste  Hi- 
at4>risGb-kritiscbe  Anaivse  des  Lebens  und  der  Arbeiten 
»iw  WUlia«  lieraehel*8  (S.  809  —  S.  489),  nnd  den  Beeehfana 
Michen  eio  Aufsatz  über  die  totale  Soanenfineterniss  vom 
««•».J0U  imi^m  —  5UJi  ha4  4nr  i»  4er  Sitenng  der  De- 
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putiffteukaminer  vom  16tcu  Mai  1842  vob  AragV^rstattete  Bericht 
üb«r  4ie  »«oe,  auf  StaatskaBten^afirTecaDf^^lUaile  Aai- 

der  routh  eina tischen  Werke  des  ehemaligeQ  Instff 
tutsmitgliedes  l.aplace  (S.  515  —  S.  5i9).  —  Man  sieht  hinr« 
aus,  dass  in  diesem  Tlirilo  des  !n(eressauteu  viel  enthalten  ist.  Die 
JeberüeUUüg  künute  liiu  uud  uic^lcr  etwa«  flieaseniler  getu  uu4 
reniger  an  daf  /rai^xpiflacbe  Original  er|aB^t  lic•tif^  jaMkii>il 
'iDzea  H  i,  J  M»^T, Mtl»  Mika      iiwliaAi  MfeolavdaM 

t>ruitiiuiaen ,  Fr.  v.  P. :  Naturwissenschaftlich -a&tronom«  Jahf- 
itieh  för  physische  und  naturhistoriscbe  HtMfi|if<|incher  and  Iveo- 
lofrcn  mit  den  für  das  Jahr  IS46  varaushestimmtfa  Erscll^iaungen 

am  HimMb  ^7. 4^.  ^Wil  lUbagr^TafaffHiiH^^^^ 
^TbJi.  ^/ 

*  '  t 

Astron  omisch -neteorolöglteles  Jahrhuclt  für  Prag 

von  Karl  Kreil.   Vierter  J  ab  ff  »Bg:  1845,  Prag.  1844.  £ 

1  Thir.  8  ggr.  ' 

Ansser  der  gewöhnlichen  astronomischen  Epheaeride  enthäll 
dieier  Jahrgang  awei  grSiaere  AbluuMllBngeo  uter  de»  TitetB: 
•Bl'IKBterang  des  Jahrbac&a  und  Geschichte  dea  Eatsta« 
hens  und  der  bisherigen  if^eistungcn  des  magnetischen 
Vereins,  von  denen  besonders  der  letztere  vielfaches  Interesse, 
and  zwar  nicht  Mobs  Ittr  Laien  In  der  Wilsen scbaft,  darbietet.  Der 
ertte  dÜeaer  beidaa  Aufsätze  kann  eigentlich  ala  eioe  allgeneia  var- 
iÜliidT^he  Erläuterung  des  Kalenders  hetr.iclitet  werden,  und  wird 
daher  nuch  fBr  eis  grösseres  Publikum  sehr  lehrreich  sein,  so  wie 
diesem  Jahrbnche  wegen  seines  allgemein  lehrreichen  nod  verständ- 
Rdirett  'Mtllf  tlemopt  eine  aiSglielial  gvoaie  Vtrbteifiii^  ao 
wiBBcbeB  iat      .  ' 

M^moires  de  Tacad^mie  imp^c  des  acienccs  de  St.  Petersbourg. 
6  a^rie,  1.  partim:  aefaBCMT  mtUaiat  et  phjsiqoes,  Toaie ^  in 
61ivrw8.  4.  St  rtiterslurg.  .1844.  «  Tbir.  18  ggr,  , 

-  .1    •       ..         .  i  •  i  !•      •       ••  •  •  •  •* 


Naohrieht, 


Die  Akadeaiie  der  Wissenschaften  zu  Petenbarg  bereitet  eine 
Btie  Ausgabe  aller  Werke  Bolera  Ter.  Die  ganze  Sanailonff  wird 

n  bis  28  Bände  in  gross  Quart  umfassen,  jeden  zu  80  bis  90  Be* 
gen,  nnd  soll  in  10  Jahren  vollständig  erschienen  sein.  Die  Her« 
aasg^abe  Ist  einer  Commisaion  übertragen,  bestehend  aus  d^n  Aka- 
demikern Fuss,  Ostregradaky,  Strare,  Leas,  Benaiakovskj  uad 
Jacebi.  Besonders  bemerkeoswerth  ist  es,  dass  Herr  Fuss  eine 
grössere  Anzahl  noch  ungedruckter  und  bis  jetzt  unbekannter  Werke 
Eniers  aufgefundeo  hat,  welche  der  neuen  Sammlung  eioverieiht 
werden  aoUen.  Die  Titel  der  wicbtigften  dieser  Werke  aind  fol« 
geade: 
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1.  MmilBlil  WM  titre,  coDtoaaoC  Im  ekapiCret  1  k  10  i^os 
Tnii«<  ^  W  th#ori«  d«i  voabr«!.  687  ff.  IIS  pagM  iB.4  'Bb 
latin. 

2.  Maniucrit  tans  titre,  snr  rapplication  da  caicul  diff^rentiel 
j|  hl  ftoaftrfo'to  eoorbei,  destine,  a  ce  au*il  paraft,  k  former  la 
troisUma  pBfti«  des  Instilutionea  eälealf  differantialla. 
L'eoveloppe  contitnt  la  table  des  chapitres  1  k  6,  mais  le  6me  et 
la  fln  du  5me  manquent  179  ff.  .  104  fagte  •!  8  faaillata 
de  figures.    En  iatio. 

HaDmcrit  ioHtoM:  Statiea.  18  tfa  aadou  mAmU 
naires,  et  193  %%.  sur  r^qnlliftt«  daa  Ibreaa  appliqate  Ii  nn  aobt 
68  pa^es  in -4.    V.vi  latiD. 

4.  Maouscrit  iotitul^:  Astronomia  mechaDica.  Cbapitre 
lli7£  S19  ff.  et  «D  appendice;  le  toat  182  pages  10-4.  et  4  äuil- 
lati  de  ffffurei.   Eo  latia. 

5.  Manuscrit  saus  titre,  reofernaDt  les  chapitres  1  a  7  d'ao 
oDvraga  de  dioptrii|ue.  141  ff.  88  figca  in  4.  et  3  faoiUata  4e 
figures.   En  fran^ai». 

6.  Maoiiierit  intitol^:  Tl^orie  g^D4rale  da  la  dioptriqae. 
186  f§.  48  i>ages  in -4.  et  2  feuillets  de  figures.   Ed  fraocaia. 

,,NB.  Ces  deux  dernieres  pi^ces  paraisseot  cotierement  diff^- 
reotes  et  du  grand  ouvrage  sur  la  diopthque,  publie  en  latin  e« 
8  Toloiaes,  et  d«  Prdeia  d*Biia  tbdoria  g^n/rale  de  la  dio* 
«trl^ne,  ins^rd  daoa  laa  M^moirea  de  TAcad^mie  de  P^ria  da  Vwm 
1765.  —  Toua  ces  manuscrits  en  g^n^ral  quoiqae  fragnents,  ne 
80Dt  cependant  pas  des  brouillons  (ä  Texception  peut-^tre  du  No.  3), 
■aia  dea  copiea  nettea,  tria  aerr^es,  et  telleoient  saign^  qu^oo  peut 
lea  Rre  ibm  b  Moiadn  difficattd.  . 

« 

Memoires. 

1.  Theorema  arithmeticum  ejusque  demonstratio. 

2.  '  t^MidaraUaoca  airaa  aBalytiB  dia^lmtaaB. 

3.  Vera  aestimatio  sortis  in  tadia. 

4.  R^HexiaBa  aar  naa  aapbca  aiagaUara  de  loldria 
t^ie  gdaoiae. 
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IjUerarlisclier  JBerlcltt« 


desctaiidite  der  IHatlieniatlk  nnil 


SMIot,  M.  L.  A.,  Mattfrlanx  pour  «ervir  i  l'htitoif« 
des  Sciences  math^matiques  cbes  Ics  CSrses  «t  les  Oricntwiz* 
Prenito  ümisoo.  lo  &  1844.  Paris. 


Systemet  Iielir»  und  Würterktleher« 


Worterbach  der  ao^ewandteii  Mathemattk.  Ein 

BiiiMlbiich  zur  Bpntrtzung  beim  Studium  uod  prakt!- 
Iieii  Betriebe  derjenit^en  Künste  und  Gewerbe,  wel- 


che A ü w e  11  d u iig e n  ci e r  reinen  Mathematik  e r f o r d e r o. 
jueleicb  als  Fortsetzung  des  Ktügel'scli 
b  u  cn  s  der  reinen  Mathematik.    Im  \  e  r  *  1  n  e  m  1 1  m  e  h  r  e- 


Zueleicb  als 


einsehen  Wörter- 


ren (ielehrtrn  und  Praktikern  heraus  gegeben  von  G. A. 
Jaho,  Dr^  phiios.  und  Lehrer  der  Mathematik  zu  Leip- 
zig. Erster  Band.  A— L.  Mit  aclit  Tafeln  Abbildun- 
gen.  Leipzig.   1845.    3  thlr.  18  ggr. 

Als  Krüge!  im  Jahre  1803  sein  mathematisches  Wörterbuch 
begann,  hatte,  er  laut  der  Vorrede  zum  ersten  Tfaeile  die  Absicht, 
dasselbe 'in  drei  Abtbeiliingen  henmszugeben,  von  denen  die  erste 
der  reinen ,  die  zweit«  der  angevvandtsii,  die  dritte  der  technisehen 
Mathematik*)  gewidmet  seyn  seilte.  Es  war  ihm  aber  nur  ver- 

•)   BL  «.  iibw  diM«  Eiatheiluiig  den  Artikel  MatbvniRtiJc  im  drit- 
\m  Tlidle. 
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gSnot,  die  erste  Abtbeilung  bis  zu  dem  Buchstaben  ^  fortzufüb- 
teü,  und  deren  VoHeliduag  anderen  H&odeo  zu  überlassen,  welche 
im  Jahre  1^4  «ffolgte.  unMg  Jahre  wäre»  «lee  e^  dem  Aa- 
laote  dieser  ernten  »  nebst  deo  Supplementen  ans  acnt  Theilen  be- 
stehenden Abtheüimi;^  verflosson.  Es  ist  schwer  die  Anznhl  der 
Bände  zu  bestimmen,  weiche  die  angevraudte  und  technische  Ma- 
thematik umfasst  haben  wünfeiK.  Ahm  rwClf  sehr  starke  Bände 
hätte  man  doch  mindestens  mir  auf  die  angeirandte  fifatbeoMi*' 
tik  ,  nämlirH  nnf  die  m rchanischen ,  opfischen  und  nstr onomischen 
Wissenscfuiltrn  rechnen  milssen,  wenn  dieselben  nur  einigermassen 
in  einer  der  in  der  ersten  Abtheilung  gegebenen  Bearbeitung  eot- 
sprechendea  Weise  hätten  bearbeitet  frerdcn  sollen.  Ueber  den 
Umfang  d«'r  tecf»ii.schpn  ^Tathemafil.  ^vaijeu  «ir  hu  r  sar  kein  ür- 
theil  zu  fallen.  Ein  Werk  von  soh  hör  Aiisflclmung,  dessen  Voll- 
enduns  in  einer  kürzern  Reihe  von  Jähren  nach  den  bei  der  ersten 
Abtbeilung  gemachten  Erfabmngen  gar  nicht  abzusehen  war,  an 
beginnen,  musste  namentlich  hei  den  grossen  Fortschritten,  welche 
die  angerrandte  Mathematik  täglich  macht,  um  so  mehr  achr  be- 
denklich erscheinen,  weil  in  vielen  Tiieilen  eine  fiebade  Griiosiinie 
awisctien  Mathematlfc  und  Physik  gaf  nicht  mehr  zu  ziehen  Uf, 
md  ein  vielfaches  Hinüherstreifen  in  die  letztere  Wissenschaft,  dim 
schon  ein  vollständiges  Wrtrtrrhtich  besitzt,  dnher  mrht  nohl  um- 
gangen werden  kann.  Man  konnte  sieh,  wenn  etwas  geschehen 
sollte,  nur  darauf  beschränken,  wieder  eine  Theilung  der  ange 
wandten  Mathematik  vonNMehaien,  und  beaondeie  WSiterbacher 
der  Mechanik.  Optik  und  Astronomie  herauszugeben,  und  sollte 
es  noch  einmal  dazu  kommen,  dass  eine  dieser  drei  Abtheilun^en 
wirklich  in  Angriff  genommen  würde,  so  würde  dies  jedenfalls 
zuerst  die  Astronomie  sein,  da  Hb*  diese  ein  ausführliches  Wurter> 
buch  für  Theorie  und  Praxis  von  vielen  Seiten  her  als  ein  drin- 
gendes Ftedürfniss  erkannt  wird,  und  in  ihr  nach  der  gegenwärti- 

Seu  Lage  der  »Sache  wohl  noch  am  Ersten  eine  gewisse  Voll«n- 
un^  zu  erreichen  seyn  dürfte.  Aber  amA  schon  «esvAbfbeymig 
allem,  für  welche  bereits  mancherlei  Vorbereitungen,  auch  rlldk- 
sichtüeh  der  Herbeischaflung  des  literarischen  Apparats  gemacht 
worden  sind,  würde  gewiss  we»i28teos  sechs  Bände  umlassai.  Das 
.▼orliecende  jetzt  bS«  an: dem  fincnstaben  (  fortgeschrittene  WSttsr- 
buch  der  ansewandtenWathemaGk,  welches  sich  auf  dem  Titel  zugleich 
als  eine  For  t  setz  n  n  !*   des    Kl  G  gel' sehen  Wörterbuchs 
der   reinen  Mathematik  ankündigt,  soll  die  ganze  ange- 
wandte und  technische  Mathemiwik  mnfassen ,  und  ist  im 
Ganzen  anf  9  bis  10  Lieferungen ,  jede  von  etwa  10  Bogen ,  flber^ 
haupt  niso  auf  zwei  mnssi'j  starke  B.liide  berechnet,  ans  nelchem 
geringen  Umfange  wohl  schon  von  selbst  hinreichend  Ii  er  vordrehen 
oürfle,  dass  dasselbe  keineswegs  als  eiue  Fortsetzung  des  klü- 
ffel'schen  Wörterbuchs  im  eigentlichen  Sinne  betrachtet  werden 
taiin  ,  da  es  mit  diesem  in  jeder  Beziehung  streng  wissenschaflli- 
chcn,  auch  die  Geschichte  der  Wissenschaft  überall  ansfuhrlirh 
berücksichtigenden  Werke  einen  Vergleich  nicht  auszuhaken  im 
Stande  ist,  wie  jedem  Unbefangnen  der  flfichtigste  Blick  In  beide 
Werke  auf  der  Stelle  lehren  wird. 

Dieses  unumwundene  ürtheil  glaubte  der  Unterzeichnete  dem 
IQQgel  sehen  WSrterbuche,  gaoi  abgesehen  ?on  dem  nicht  unbe- 
deutenden Aotheile«  welchen  er  selbst  so  diesem  Itt  der  Wlaseif 
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ach^  MiNHg  da«tdbeiMi«ii  Werke  kai,  und  xiigieibb  der  V  eriag»- 
haniUnM,  welche  flir  Jnneelhe  *  die  «gr&seten  Op&r  gebracbl 
hal,  ■cmildig  XU  aeio,  auch  naoMotlidi  deshalb,  im  eine  Ferjki 

Setzung  desselben  in  einer  oder  der  anderen  Weise  von  den  uu- 
mittelbar  dabei  betheiligteu  Personen  noch  keineswegs  gänzlich 
aofgegebeo,  soiidern  vielmehr  neuerlich  nur  cr^t  wieder  in  Aure- 
fliBRjieliraclii wordeD  ist.  Nur  bedarf  eben  die  Art  und  Weise 
oer  Fortsetzung  die  reiflichste  Ueberle^ung ,  und  den  liath  ein- 
sichtsvoller Männer«  ehe  jmd  üherhuipt  Wag^n  darf«  Uand 
Werk  zu  iegeo. 

Weoo  am  aber  auch  das  TeiUegeade  WOrteiliiiGb  diurcbaiia 

nicht  eine  Fortsetzung  des  von  Klügel  uoterBonuneBen  Werks  im  . 
eigentlichen  Sinne  genannt  werden  darf,  so  ist  doch  auf  der  andern 
Seite  der  Nutzen  und  die  Verdienstlichkeit  desselben»  als  selbst' 
atfiodigea  flir  Mich  baalelMNidea  Weik  betrachtet,  in  gefviaaer  Ba< 
debimg  nicht  zu  vefbenaen.  fiaaaelbe  liefert  über  die  säramtU- 
chen  wichtigeren  Theile  der  angewandten  und  technischen  Mathe- 
matik ganz  kurze  Artikel ,  die  nur  selten  theoretische  Ausführungen 
eatbahen ,  begnügt  sich  yielmehr  meistens  mit  einer  allgemeinen  Er- 
Kutening  der  Begriffe  und  blossen  Ai^abe  der  \\  ichtigsten,  die  un* 
mittelbarste  Anwendung  gestattenden,  und  zu  derselben  nöthiti.sten 
Resultate,  und  dann  mit  der  Angabe  der  besten  Werke,  in  denen 
der  Leser  weitere  Belehrung  suchen  kann,  in  welcher  leUteren  Be- 
ziehung, wie  es  scheint ,  ohne  die  literarischen  Notiaea  anf  rine 
oft  «ehr  nutzlose  Weise  zu  hiiufen,  meistens  eine  verständige  Aus- 
wahl getroffen  worden  ist.  Jedoch  ist  daliei  eine  gewisse,  in 
der  <Alehrzahl  der  Bearbeiter  aber  hinreichende  Entschuldigung 
BMeade»  Ungleichheit  nicht  zu  verkenoea,  laden  «.A.  die  zu  den 
Kriegswissenachaften  und  der  Feuerwerkerei  gehörenden,  und  die 
kaufmännischen  Artikel,  meist  mit  einer  weit  grosseren  Aus* 
fiihrlichkeit  bearbeitet  worden  sind  aU  die  meisten  eigentbch  ma- 
tbaatttiaeheii  Ariihel,  weflir  aldi  viele  to  die  Angen  fittaade  Bei- 
spiele anfuhren  lassen  würden ,  wena  dies  die  uns  Uar  gebetene 
Kürze  gestattete.  Ueberhaupt  ist  uns  wenigstens  das  ganze  Werk 
mehr  ia  der  Art  eine«  mathematischen  Conversations-Ijejükons  als 
eiaea  die  Wissenschaft  nach  allen  Seiten  hin  ergründenden  Werke, 
wie  doch  das  Klügersche  WOrleifaach  aeiner  ganzen  Anlage  nach 
ist  und  sein  soll,  erschienen.  Aber  gerade  deshalb  kann  das- 
selbe für  einen  Jeden,  der  eine  augenblickliche  kurze  Belehrung 
Aber  ii^end  einen  Gegenstand  wünscht,  in  vielen  Fullen  recht 
nützlich  sein  und  tterhanpt  in  einem  gewissen  Kreise  recht  vor- 
theilhaft  wirken  und  zur  weitern  Verbreitung  der  Wissenschaft 
beitragen,  weshalb  wir  es  besonders  allen  denjenigen  empfehlen» 
die  nicht  Mathematiker  von  Profession  sind,  aber  doch  für  die  ge« 
wObDlIcbera  Anwendungen  der  Mathematik  ein  lebendiges  Interesse 
haben,  namentlich  auch  allen  Praktikern  und  Künstlern,  so  wie 
unter  den  Lehrern  der  Mathematik  au  höheren  Unterrichtsanstal- 
teo  vorzugsweise  denen,  welche,  wie  dies  häutig  der  Fall  ist  und 
begieilUcfienveiae  sein  nraas,  Ihre  Studien  baBpMtohlieh  der  reiaea 
Matbenuitik  zugewandt  haben,  aber  doch  hei  tbTem  ihnen  meistens 
nur  wenig  freie  Zeit  übrig  lassenden  mathematischen  und  physi- 
kalischen Unterrichte  öfters  in  den  Fall  kommen  dürften,  eine 
augenbliciUtche  nur  wenig  Zeit  in  Anspruch  nehmende  nicht  Mar 
elagahaiide  Balehnmg  tlDar  etRea  Gegeaataad  der  angavvaadta«  oder 
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technischen  Mathematik  io  rauffücbster  Kürze  für  die  Zwerke  des 
Uote^richts  zu  ivüuschen.  Bei  der  SchDelligkeit ,  mit  deoen  die  iüui' 
Lieferung«!!  de«  etatea  Bandes  auf  eiiiaiider  gefolgt  sind,  UM  aich 
auch  einer  baldigen  Vollendung  des  zweiten  Bandes ,  den  wir  sein« 
2leit  gleirli falls  in  diesem  literarischen  Berichte  anzeigen  werden, 
wohl  mit  Sicherheit  entgegen  sehen;  und  gewiss  wird  dieses  Werk 
Mlnerganaeo  vorher  nftMr  charakteruirfeo  Anlage  naeh  das  S^nige 
m  der  sehr  zu  wünschenden  immer  grosseren  Verbreitung  mathema- 
tiscber  Kenntnisso  in  den  {rewöbnl  irhorn  Kreisen  des  Lebens' 
beitragen^  weshalb  wir  ihm  müglichät  schoeÜeD  Fortgang  wünschen. 
Die  Hussere  Ausstattung  ist  sehr  anstfindis:.  In  dem  ersten  Bande 
haben  wir  u.  A.  in  dem  ziemlich  ausführlichen,  auch  die  neueren 
T'nfcrsuchunfi^en  berücksichtigenden,  und  zu  dem  besten  Im  imnzen 
Buche  gehörenden  Artikel  „  Li  n  sen*^ I  äser"  die  Figuren  auf 
den  dem  ersten  Baude  beisegebeueu  acht  FigureotafelD  vermisst« 
die  daher  In  dem  sweitBD  Bande  aoeh  oachnineftni  sein  werden» 

6. 


Aritlimetik. 


Theorie  der  periodischen  Decimalbrüche  nebst 
Tabellen  zur  leichten  Verwandlung  gewöhnlicher 
Brüche  in  Decimalbrüche.  Von  Dr.  E.  H.  IN:igel»  Ree- 
tor der  Rea  Isrhule  in  Ulm.   Ulm.    1845.   8.  iOggr. 

Durch  Abtassuns  dieses  Schriftchens,  in  welchem  man  die 
Theorie  der  periedi«chen  Dedmalbrflehe  an  efaie  sehr  fiuMliehe 
Weise  vollständiger  entwickelt  findet  als  in  den  Lehrbüchern  der 
Arithmetik,  so  wie  durch  die  anajehSngten  Tafeln,  hat  sich  der 
Herr  V  i.  um  den  arithmetischen  Ünterricht  auf  Schulen  ein  Ver- 
dteoat 


Peto,  T.,  neue  Potenziallehre  sammt  dem  Beweise  der  Un- 
richtigkeit der  von  den  Mathematikern  bis  jetzt  angenomneoen  De* 
fioitioD  Tom  Petensireo.  Oedenburg;  1844.  6  ggr. 

J.  G.  Arbon,  (Lector  in  de  Wis-  en  Zeevaartkunde  by  de 
Knriinklyke  Marine,  Honorair  Lid  van  de  Commi.ssic  tot  het  exa- 
ffiincrcn  der  Zee-Officierco,  enz.)  Verliandeling  over  de  binomiaai 
coelBcienten ,  bevattende  een  aantal  merkivaardige  eigenschappen 
Tan  dezelve,  benevens  eene  beknopte  theorie  der  getallen  -  reeksen, 
naar  de  hinnmiaal  -  wet  geordend ;  gr.  8.  Te  Rotterdam »  bv  de 
Wed-  A.  H.  Krap.  1644  f  2,  40. 

San-Matiuo>  Agatino,  Demonstrazione  del  teorema fonda- 
mentale  della  teoria  delle  funzioni  analitiche  di  Lagrange.  Cata- 
nia.  In  & 
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Jeromi»  «1e  In  l^nnde's  In!»nrithmi8<*h  trigonometrische 
Tafeln.  Vermehrt  durch  die  Xateln  der  Gaiuifiiscbeo  Logarithmen ; 
diKh  Üh  VufKßMlOußm  der  Atomgewielito  iniiefflvctor  «m 'einiger 
snsammengesetzten  chemischen  Stoffe;  durch  die  Logarithiiien  an* 
derer  Zahlen ,  die  in  der  Chemie  und  Physik-  of>  tjpbraucht  werden 
und  durch  etoige  mathematische  Formeln.  Herausg.  von  Ueinr. 
^    GotÜ.  Kohler.  !2.  Stereotypaosg.   ]&  Leipzig  1844.   14  ggr. 


Geometrie. 


Wolff,  F.,  Lelirlmrh  der  Cieoniotrio.  1,  Thcil.  Ebene  FJp- 
mentar  -  Geometrie ,  Trijgünumetrie,  Tlieilungslehre.  4.  verb.  Auf- 
lage, mit  7  lithogr.  Talehi.  Berlin  1845.  gr.  8.   1  tUr.  16  ggr. 

Nagel,  Dr.  Chr.,  Lehrbuch  der  ebeneo  Geometrie.  Ulm 

» 

Kauffmann,   E.   F.,  Lehrbuch  der   Stereometrie.  Zum 

Gebrauche  beim  Untcrrirht  in  Kealscbulen  und  G\innasien,  fomio 
zum  Selbstunterricht  2.  verbesserte  u.  venu.  Auu»  Mit  4  KupTer- 
tafeUi.  Stuttgart  1&14.  8.   18  ggr. 

Lehrcebtttde  der  niederen  Geometrie.    Für  dee 
Unterricht  an  Gymnasien  und  höhortMi  Realschulen 
entworfen  von  Carl  Anton  Bretschueider,  ProtesHor  * 
am  Uealgymnasium  zu  Gotha.   Mit  neun  in  Kupier  ge- 
etoehenea  Fi^ureetafeln.  Jeee  1844  3  thir.  16  ggr. 

So  weit  es  die  Beschränktheit  des  uns  hier  verstatteten  Raumes 
erlaubt,  wollen  wir  versuchen  im  Folgenden  den  Lesern  de»  Ar- 
chivs eine  mögliclist  klare  Anschauung  von  diesem  in  vielen  Be- 
f^:^^%eü  ausgeteicbeeleD  Werke  m  TefBelisiKNi,  weldiee  der  Aef« 
■fliStliSWlkttt  Dicht  bloss  aller  Lebier  an  höheren  UnterrichtnanKtal- 
ten,  sondern  überhaTipt  aller  Derer,  welche  Kirh  für  die  Fortschritte 
der  Geometrie  in  formeller  und  materieller  Beziehung  interessiren,  , 
sehr  empfohlen  zu  werden  verdient 

In  einer  kurzen  Einleitung  wird  von  den  Grundb^^ffen  und 
der  Eintheilung  der  Geometrie  ijehandelt,  und  eine  Ueber<irhf  der 
wichtij^sten  Sätze  auM  Her  allgemeinen  Griisseniehre  gegeben, 
welche  in  der  Geometrie  zur  Anwendunpc  komrora.  Den  ganzen 
Stoff  der  niederen  Geometrie  theilt  der  Vf.  in  sirei  Abiheilungee» 
welche  mit  den  ^'amen  Synthetische  Geometrie  jmd  Ana- 
lytische Geometrie  bezeichnet  werden,  und  jede  dieser  beiden 
Abtheilungen  zerfUlt  in  drei  Bücher,  nämlich,  die  Synthetische 
Geenelile  In  die  GeeiMtrie  dsr  Lage ,  die  ümmUm  der  Gestelt 
und  die  Geometrie  des  Maasses;  die  AonhftlseheCleoinetrie  in  die 
Goniometrie,  Tri^nometrie  (ebene  tmd  spnHrische),  und  die  Coor- 
dinaten  •  Geometrie  mit  Einschluss  der  Lehre  veo  oen  Kegelschnit- 
ten. Ffinf  Anhftoge  beichlisfsen  hieftuf  du  Werlc:  L  Die  irioh* 
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tigsten  geometrischen  Constructionen  iti  der  £bene.  II.  Von  deo 
geometrischen  Oerteru  in  der  Ebene,  und  von  den  KegeJi»cbnitten 
imbeMiMlcre.  III.  Vod  der  Meibede  der  PrMtctfoM»  md  eioigeo 
damit  zusammenhängenden  GegeostäBdMk  Iv.  VoB  der  Quadratur 
der  Parabel  und  EilipHe.  V.  F^M— g  dei  Flidiciniliak»  apkft- 
riscber  Dreiecke  uoa  Polvgone. 

Schon  au«  diener  allgemeliieii  Aamkm  dee  Inhalte  steht  man, 
dase  der  Vf.  eich  eine  eyetemati.s che  fiehaodhu^^  der  Geome- 
trie zu  einer  ganz  besondern  Aufgabe  gemacht,  und  nach  einer 
möglichst  einfachen  und  naturt»enifi«8en  V'ericnüpfung  der  einzelnen 
•Sätze  vorzüglich  gestrebt  hat,  weshalb  er  denn  auch  den  seit  aiter 
Zeit  berfcOmmlicheo  Untendiled  avlaclies  ebener  Geometrie  «ad 
Stereometrie  gleich  von  vorn  herein  ganz  aufgegeben  hat«  wie  se- 
wisH  in  der  vorher  angegebenen  Rücksicht  nur  vollkommen  gebilligt 
werden  kann.  Alle  einzelnen  Kapitel  sind  sehr  vollst&ndig,  jedoch 
meistens  in  der  Art  bearbeitet  frorden,  dsss  die  betreffemmi  Fun- 
daraentalsStze,  welche  Jeder  unbedingt  kennen  muss,  von  der  wei- 
teren Ausführung  des  Gegenstandes  getrennt  worden  sind ,  was 
jedenfalls  dorn  L  nterrichle  sehr  fTmlerlirb  sein  muss  und  den  er- 
tahreneu  Lehrer  bekundet  Ihrer  grossen  {iraktiscbeu  Wichtigkeit 
wegen  sind  die  Goniometrie  mid  Trigonometrie  besonders  ansrahr- 
licn  dargestellt,  und  der  ersteren  ist  die  ihr  vollkommen  zuste- 
hende "VViirde  einer  für  sich  bestehenden  selbstständigen  Wis- 
senschaft mit  Kecht  gesichert  worden.  Einen  geringeren  Raum 
bat  der  Vf.  dagegen  Rlr  die  Ceordinaten-^GeomMrie  ra  Anspraeb 
genommen.  Die  Anhänge  enthalten  vieles  aus  der  sogenannten  sene 
ren  Geometrie,  und  in  Bezug  auf  dieselben  muns  noch  beson- 
ders lobend  hervorgehoben  werden ,  dass  in  dem  zweiten  Anhange 
die  drei  Kegelschnitte  als  Oerter  in  der  Eb«ie  reio  geometriscn 
bell  achtet  worden  sind,  da  nach  >  nnaerer  Ueberzeugung  eine  reio 
geometrische  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  über- 
all einen  wesentüchen  Theil  des  mathematischen  Elementar  -  l'n- 
terricbts  bilden  sollte,  weshalb  wir  auch  gewünscht  hätten,  das« 
der  VC  ilieaein  Anhange  eine  noch  etwas  grOeaere  AnsfttrKebkelt 
gcgelien  bitteu 

Dass  es  an  vielen  eigenthümlicben  Darstellungen  und  Ausfüh- 
rungen nicht  fehlt,  versteht  sich  bei  diesem  Vf.,  dessen  frj^«*re 
sämmtlidi  durch  besondere  Eleganz  und  Nettigkeit  sieh  auszeich- 
nende geometrische  und  namentlich  trigonomelriache  Arbeilea 
bekannt  genug  sind,  von  selbst,  weshalb  wir  uns  begnügen,  ia 
dieser  Beziehung  hier  nur  Zweierlei  hervorzuheben,  ohne  damit 
sagen  zu  wollen,  dass  nicht  noch  andere  ganz  eben  so  empfehlens- 
wOTtbe  Awriabiungcn  an  vielen  SteUea  des  Bocbs  aaiutiefcn 
nein  «nHten.  Einmal  meinen  wir  die  Lehre  von  der  Lage  der  Gerar 
den  und  Ebenen  im  Räume,  welche  der  Vf.  ohne  alle  anderen 
Uülfsmittel  als  die  bekannten  Sätze  von  den  Winkeln  und  Parstl- 
lellioien  durchgefährt  hat;  und  dann  die  io  den  Vorbemerkungen 
zu  der  analytischen  Geo■^etne  g^ebeoe  Entwickelun?  der  geome- 
trischen Bedeutung  der  negativen  und  imaginären  Zahlen,  die  flbri- 

gens,  wie  der  Vf.  in  der  Vorrede  auch  seihst  mgi,  ihren  ei^ent- 
eben  Urheber  nicht  verleugnet 

Die  Vonede  entbüt  mebieaa  oebr  liebtige  pHdagogisebe  Be* 
merlnmgen  und  darf  bei'm  Leotn  des  BdcIm  nicht  überscldagan 
woden.  Da  das  Buch  bd  dam  gaaawlilichaD  IJotecrichft»  a«f  daM 
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KenltryninaBiuiu  /u  Gotha  als  Lehrbuch  zum  Grunde  gelegt  werden 
«oll ,  8o  muaB  iliet»  h  egen  der  Reichhaltigkeit  seine«  luhalts  ein 
sehr  gutes  Vonirtfaeil  ftlr  da«  SBasteod  iIm  mrtlistisdic«  Untis- 
rickts  auf  dieser  Lehranstalt  erwecken. 

Die  äussere  AuBstattuog  ist,  auch  was  die  FigaraDtafialo  be^ 
trifft,  io  jeder  Beziehung  ansgexeichaet 

Catalan,  Ene^oc,  EMmeo»  de  Gdcmdlrie,  asee  plasehei. 
Pttis  im  6  fr.  SO  a 

Lafdft«r.  Dr.,  Tnitite  qq  Ceonwfary  aad  IIb  AppUaaa«p  ts 
tkeaHib  Londeo  1814.  &  witb       figaiM.  6  ak  , 

NeVman,  F.  W.,  The  Oiflßculties  of  £lementary  <Jleonietr\% 
especially  those  which  coacern  the  8traiffht  Lioe>  the  Plane,  and 
th»  TbeePf  orPwmHe«.  Oxfoid  18M.  £  5  «h. 

Kuhn,  Descrlptlve  Geometrie.  Mit  Einschluss  der 
Prinrlplon  der  IsonietriK(lH>n  Projectionslehre ,  filr  Srhülon  und 
zum  iSelbstunterrichte.  Mit  ÜÜ  Tahelleo  gravirtec  Conslructionen. 
Gros«  Hediwi- Quart -Velin.   Augsburg  läl.  3  Ihlr. 

O I  i  T  i  e  r.  T  h  .  Tours  de  Gäom^trie  descripUve.  2taie Partie  avec 

Atlas    4.   Paris  lb44. 

Boncharlat,  J.  L.^  Theorie  des  Courhes  et  dos  Surfacei«  dli 
<!rrnnrT  Ordre,  ou  traitd  cemplet  d'appUcatioD  d'Alg^hre  4  la 
metrie.  Paris 


Praklisclie  Cteometrie« 


Die  p  r  a  k  t  i  s  (>  fn»  ( I  c  n  motrip  nhnc  Instrumente.  Mit 
einem  A  n  Ii  a  n  e  rnt  haltend:  Kreisbogen  und  S(  ^mcn 
ten-Tabeiicn  nebt>t  einer  Aufgabe  aus  der  Markächei- 
dekonat.  Ein  ntitaliches  Tasenenbaeh  fflr  praktiaebe 
Geometer,  Ton  Friedrich  Pross,  Professor  der  Mathe- 
matik an  derKonlcl.  polytechnischen  Schule  zu  Stutt- 
gart.  Mit  5  Figurentafein.   Stuttgart  1844.    20  ggr. 

Dierie  kleine  Sdwift  «ehelnt  iina  nlcbt  bk»«  filr  praktiscbe 
Creometer,  sondern  MHsb  filr  Lehrer>  an  hßherfln  üntefiichtsanstalten 
empfehlenswerth  zu  sein,  weil  lofrtpre  daria  mjjnche  zweckmässige 
Uemiugsaufgaben  für  ihre  Schüler  üuden  werden.  Der  Inhalt  der- 
selben ist  folgender;  Lehisätze  aus  der  theoretisehea  Cveometrlc^ 
das  ZIdicn  und  Ausslecken  gerader  Linien,  das  BestinmMii  4m 
Distanzen,  das  Erricliten  und  Ffillen  der  Peri)endiJccl.  tb^  Ansnips- 
»en  und  Aussterkpn  der  Winkel,  dns  Zi<»nen  der  l^araiieilinien, 
das  Ausmesseu  der  Figuren,  das  Vertheilen  der  Flächen,  Kreis- 
bogeo*  und  Segneoteii'TafelD«  eine  Aufgabe  wm  dv  Mukadicfide* 
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kunst.  Bei  der  Ln^Tin?  aller  dieser  Aufgaben  bedient  sieh  der 
Herr  \L  keiner  anderem  Instrumente  als  der  Kette  uud  K^tabe,  und 
tot  wegmi  dieser  langen  prak-tisdiMi  HtilfmiMtel  mMiücIi  mS- 
thigt,  flberaJI  die  besondere  H^lfe  der  Geometrie  in  Anspruch  zu 
nehmen ,  aus  welchem  .Grunde  eben  fast  alle  diese  Aufc^Den ,  wie 
Mchon  oben  bemerkt  wurde,  steh  zu  zweckmässigen  geometrischw 
Uebungen  fBr  SSchfller  eignen.  Unter  den  ▼oroernitendeii  geome> 
trischen  Lehrsätzen  finden  sich  einige  an  sich  bemerkenswerthe 
i$ätze^  und  vorzflt^lich  nimmt  der  Herr  Vf.  von  dem  folecndm  Satze 
Heinen  Auslauf :  \Venn  zwei  Dreiecke  einen  gleichen  Winkel  haben, 
oder  wenn  ein  Winkel  des  einen  Dreieckes  einen  Winkel  des  anders 
zu  zwei  Rechten  ergänzt,  »e  verhalten  sich  dieProdMie  der  dl«W 
Winkel  einschliessenden  Seiten  nie'  die  Ueberschiisse  der  Sum- 
men der  Quadrate  dieser  leiten  über  das  Quadrat  der  dritten 
Seite.  —  Kiue  noch  grössere  Manniglaltifikeit  würde  der  Beir  V£ 
ffon  bebandelten  Au&aben  und  denn  AdUtounffen  haben  freb— 
können,  wenn  er  sich  an  Instrumenten  ausser  der  Kette  und  der 
Stfibe  noch  den  (iebrarTffi  des  e}>en  so  einfachen  als  in  der  Praxi« 


teur)  gestattet  hatte.  Endlich  wollen  wir  noch  bemerken ,  aass 
eine  f^eiche  Tendenz  mit  der  vorliegenden  Sehrifl  ein  anderen 
schönes ,  aber  \voh\  nur  wetii^  bekannt  gewordenes  Wcrkchen  hat, 
welches  ebenfalls  der  AufmerKsanikeit  cler  Lehrer  an  höheren  IJn- 
terrichtsanstalteo  bei  dieser  Gelegenheit  recht  sebr  empfohlen  zu 
wcfden  Terdient»  and  folgenden  Titel  führt:  Sointieon  peit 
connuen  de  diff^renn  problemes  de  Geometrie  pra- 
tique;  pour  servir  de  snpplernent  aux  Traites  connns 
de  cette  Science;  recueillies  par  F.  J.  Servois,  Pro- 
fesseur  de  Mathi^matinues  aux  Ecoles  d'Arfillerie.  A 
Mets  et  a  Paris.  An  Xll.  In  dieser  Schrift,  in  welcher  sidh 
mehrere  elegante  Auflösimiren  geometrischer  Problomr  finden  ,  ire- 
stattet  sich  der  Vf.  den  (Gebrauch  der  Piquets  ou  Jalons  avec  le 


Steiner ,  Elemente  der  ebeaen  Trlgoaemetiie o.  6»  Steveemdffr 
BreeUtt  1844.  ft.  10  ggr. 

Lehrbuch  der  ebeoen  Trigonometrie  für  die  obe- 
ren'Klassen  bCherer  Lehranstntten,  so  wie  ftr  den 

Selbstunterricht.  Nach  ei ner  streng  wissenncbnftli' 
chen  Methode  bearbeitet  und  mit  einem  Anhange  ver- 
sehen von  Dr.  Augu&t  Wiegand.   Halle  1845.   H.  S  i:gr. 

Ein  Inmes,  aber  recht  deutliches  Lehrbuch  der  ebenen  Tri- 
gonometrie, In.  welchem  der  Herr  Vf.  sich  neben  der  Strenge  der 
Bewelsp  namentlich  aaeb  dmn  AUgnowinlMit  bnt  buewidiiii 
gelegen  sein 


Xngonometrie. 
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Meyer,  A.,  Le^iis  de  trigotioiaetrie  8|ihfdri4|iie.  in  8.  avec 
ane  planche.  Bruxelles  1844. 

D  i  e  (i  a ii s  s ' s  cli  e  n  (ü  1  e i  c h  u ri  j; e  rt  der  B o ge  o d  r  e  r  e c k e 
und  znei  merkwürdige  S/itze  vom  liuiini.  Vom  Profes- 
sur Dr.  Georg  PaucLer.   Mi  lau  1844.   8.    9  ggr. 

EIm  schOoe  kleine  Schrift,  S0  inalicMNidere  auch  der  A«f- 
merkflamkeit  der  Lehrer  an  Iiotieren  T'ntcrrlrlitsanstalteD  em- 
pfohlen zu  werden  vordient.  Det  Herr  V  f.  gtcbt  iu  derselben  zuerst 
einen  eleganten  geometrischen,  Beweis  der  Gausssischen  GleichuD« 
gen,  die  vaeen  Wiseens  liUktf  wolil'infr  aaalytiech  bewlenn 
wovden  sind ,  und  entwidcelt  dann  ebenfalls  grOsstentheils  nur  tech 
geometrische  Betrachtungen  verschiedene,  besonders  abc«  »rel 
oder  drei  merkwürdige  Öätze,  von  denen  der  erste  &  30»  aof  Mt- 

Sude  Art  «vMjiedrfiekt  wird:  Oer  seehsfaehe  lBbmlt  des 
aom¥i«recks>  mit  dem  Halbmesser  deMinschri ebe- 
nen Kugel  verbunden,  giebt  eine  Grosse,  welche  auf 
dieselbe  Art  aus  den  drei  Verbindungen  der  Ge^en- 
kanten  zusaniniengeis  etzt  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
ebenen  Dreiecksaus  den  drei  Seiten.  Der  Herr  Vf.  sagt; 
dass  er  diesen  Satz  Ttorcits'  im  Jahre  IS^)  fiel  (lolegenheit  <ier 
Ausarbeitlins:  seines  stereoint  trisrhpn  Hf  ffs  IVir  das  (Ainnasium  zu 
Mitau  gefunden,  seine  iiekaiintmai  lluli^  duinufs  aber  unterlassen 
iiabe,  weil  er  ihm  in  seiner  Ahfassung  so  vereinzelt  erschien; 
seitdem  habe  Ihn  auch  Herr  Professor  Uretsrh  n  eider  zu  Gotha 
seinerseits  gefunden  nnd  in  diesem  Archiv.  ThI.  I.  S.  0.  I>ekannt 
gemacht,  jedoch  ohne  die  in  der  vorliegenden  8cbrift  gegebenen  geo- 
metrischen Beweise.  Einen  «weiten  8at2  vom  Parallelepipedon  drückt 
der  Herr  Vf.  S.  35.  auf  folgende  Art  aus:  Die  Endflächen 
und  Querflnchen  ( 1) i agonalparall elogr amme)  eines 
;Scheibe nraums  (l^arallelepipedUms)  stehen  in  den- 
selben Beziehungen  su^  einander  wie  die  8eiten  und 
Querbftnder  (Diagonallinien)  einer  Zeitung  (Paralle- 
logramms). Ein  dritter  Satz  endlich  wird  S.  37.  auf  folgende 
Art  ausgedrückt :  Der  Inhalt  eines  ^>cheibenraunis,  mit 
dem  Halbmesser  desselben  verbunrden,  giebt  eine 
Gr usse,  welche  auf  dieselbe  Art  ans  den  , drei  Quer* 
flächen  zusammenges ot z t  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
Dreiecks  aus  den  drei  »S  «•  i  t  o  n.  f  nsbeson<iere  auch  wegen 
iler  Zierlichkeit  der  iu  derselUeu  angestellten  geometrischen  Be- 
trachtungen wfinschen  wir  nochmals,  dass  diese  kleine  Schrift  von 
den  Ijehrern  ao  hOheren  UntetridifeNUistalten  nicht  unbeachtet  blei- 
ben mdge. 
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Schubert,  J.  A.,  Elemente  der  Mascldaenlehre.  1.  Theil. 
lDnsdMil844.  10  thfa-. 


Lehrbuch  der  Anwendung  der  iMechanik  aaf  Ma- 
schinen. Von  J.  V.  Poncelet  Deutsch  herauseesebeB 
^on  Dr.  C.  H.  Schonse.  Erster  Band.  Mit  acht  litlio 
graphirten  Tafeln.  Darinstadt.   1846.  8.  3  thlr. 

Dieses  Wprk  eines  der  ersten  fraiizosisrhen  ^littliemrttiker.  der 
sich  nicht  bloss  um  die  Mechunik,  sondern  hekanutiich  iut»besondere 
auch  «m  dleGeometrie  die  grOaaten  VeitKensleerwatlieii  ba^vtrdicvte 
eine  Verpflannmpr  auf  deutsclmi  Boden  vollkommen,  weil  ia  unserer 
Literatur  srhwerlich  ein  ehen  so  treffliche.« .  mit  wissenschafllicher 
Strenge  abgelaustes,  Lehrbach  der  jiraktlschen  Mechanik  existiren 
dürile,  und  weil  durch  die  Uebersetzung  gewiss  insbe^udere  mao- 
chem  Praktiker  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  werden  wird,  aaeb 
überhaupt  die,  durch  den  hohen  Preis  des  Originals  erschwerte, 
möglichst  ^osse  Verbreitung  dieses  vorzuglichen  Werks  sehr  za 
wänschen  ist  Die  äussere  Ausstattung  der  Uebersetzung  ist  in 
MiMr  Btiieliiitig'forzfiglich,  wid  wir  wiMn  der  Fgrtgttmwg  «lift 
Verlangen  cntg^en. 

Moseley«  H.,  llhiatrations  of  practical  Meehaoice.  Londea 
1944.  8.  with  nnmeroits  woodcots.  B  ah. 
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Brewster,  D.,  TreaUse  on  Optica,  new Edition.  Loudonl844. 
witb  176  woodcuta.  6  sh. 

Rosse,  ILurl  of,  The  Monster  Telescopes  with  an  Account 
of  the  Maaulactiii«  of  the  Specula,  aod  füll  DescriutioD«  of  all  tbe 
Machinery  connected  \y\t\\  there  Instnunents.  &  Illiietr.  with  en* 
gmrings.  London  1844.  2  s.  6  d. 
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Fleisch baaer.  Versuch  einer  gemeinfasslichen,  nur  aufEla 
mentarkennfnisse  gegründeten  Volk«:^ternlvii[)(Ic  für  Schule  uri(\  Hans. 
Nach  (Ion  neuesten  Ergebnissen  astronom.  Forschuu^en  Ijcarbeitet. 
Erster  i  beil:  Die  iSonnenweltordoung.  Mit  einem  biogr.  Anhange 
Ilterer  und  neuerer  Astronouien  nnd  Mathenatikier*  13.  Darai- 
eladtl844. 

Diesterweg,  F.  A.  W.,  Lehrbuch  der  mathematischen  Geo- 

Sraphie  «nd  j>opullren  Hinmielslntnde.  Zum  Schulgebranch  vad 
elbstunterricht.  Mit  5  Tafeln  und  3  Sterakarten.  ^  ▼crBk  umd 
▼erb.  Aufl.  a  Berlin  1844.  1  tbir.  4  ggr. 
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W  n  c  k  e  i ,  l^onuldre  VoriMugts  Ai«  Stoinbuide.  Nüro- 
berg  im,  1  thir.  16  ggr.        -  / 

Heraehel,  John,  Traitiae  on  Asttonoiuy»  new  £ditioti.  8. 
Loodofl  1844.  6  «h.  - 

l>ent,  Edward  J.,  Le  l>i|^euioscope ,  ou  Initrumeot  niMri- 
dieo,  brevetö.  8.   Paris  1845. 

Pearson.  W.,  An  IntroductioD  to  the  nrafitical  aalnilioiBy.  % 
vdI.   Loodoo  1844  4.  mih  PL  7  L.  7  s. 

P  iavtanoiir ,  E.,  ObcervstioM  aatrMioBiiqaM  GiitM  irobMr- 
vwMn  de  Qmk9€,  dam  riontfe  1841,  42^  43.  l  Gmf  1844.  3lUff. 

Planta m Our,  lietiultats  des  Obs^ations  magnetique« 
lailM  4  G«B4ve  dans  les  douees  1843,  43.  gr.  a  Genf  184i 
ItUr.  16  ggr.  ' 

Smyth,  W.  H.,  Cyde  of  C«le«tial  Objects,  for  tbe  Um'  of 

Naval,  Military  ,  and  Private  Astronomers.  Obserred«  lednccd, 
and  ducoMed. '  2  Tols.  8.  London  1844.  2  L.  2  8. 

Karaten,  A,  kleiner  astronomischer  Abnan&cb  auf  das  Jabr' 
1845.  IU>stook  1844.  12  ggr. 

Almanacco  naiiticr»  per  l  anno  1845,  publicato  dell  ingegnere 
dottor  Vincenzo  Gallu.  Anno  quinto.  Triest  1844.  In  8.  Coti 
•  tavola  indsa.  * 

Verzeichniss  geographischer  Ortsbestimmunsen 
■%cb  den  neuesten  Quellen  und  mitAngabe  derselben 
▼  o"  C.  L.  V.  Li  ttro \v,  Director  dor  k.  k.  vStorn^va^te  zu. 
Wien  und  Prolessor  der  Astronomie  an  der  Lniversi- 
tät*  Aus  dem  neuen  physikalischen  Wörter  buche  be- 
aenders  abgedruckt  Leipzig  1844.  626  Seiten.  8. 
2  tbir.  12  gpr. 

Die»  ist  jedenfalls  das  vollstäiMlii^stp  Verzeichniss  geographi- 
scher Längen  und  Breiten,  welches  die  ^esaiujute  geographi- 
sehe  Idteratur  bis  jetzt  besitzt,  und  |mit  grosser  Muhe  und 
Sefgfidt  zusammengestellt,  wodurch  der  Herr  \T.  sich  ein 
grosses  \'eT-i]i«'iist  um  die  Wissensrliaft  onvnrhrn  hat;  (!asselbe 
wird  kiirifli«;  (  in  uiicTithelirliches  HüUsuitttel  tüT  jeden  Geographen. 
Astronomen  und  Physiker  sein»  und  in  den  Uänden  keines  die- 
eer  Gelehrten  fehlen  dfirfen,  wenn  namentlich,  was  sehr  zu  wün* 
9cben  iflt,  der  Herr  Vf.  sich  entscbliesst»  von  Zeit  zu  Zeit  Nach* 
trSge  zu  deni seihon  zu  liefern ,  insofern  späterhin ,  wie  dies  kaum 
aooers  sein  kann,  tbeils  gi|nz  neue,  theils  genauere  Bestimnmugen 
n  seiner  Kcnntiüss  gelaaeen.  Die  Einrichtung  dieses  Veneic^- 
nisses  ist  sehr  bequem.  Zuerst  tbigea  ohne  Kucksicht  auf  die 
Krdtheile  und  einzelnen  Länder  die  verschiedenen  Orte  in  alphabe- 
tischer Orflfinntj  aufeinander,  und  danehen  in  vier  Rubriken:  1) 
die  nördliche  oder  südliche  Breite;  2)  die  östliche  oder  westliche 
Liage  von  Päria  in  Bogen  opd,  was  besonders  des  astronomischen 
Mbianehawfgen  aciurni  leben  ist,  3)  auch  In  Zeit;  4)  die  Angabe 
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der  Auturltät  ocU^r  der  Quelle  der  aufgclührten  Bestimmunf^en. 
Dann  sind  io  einem,  zweiten  Verzeichnisse  die  verschiedenen  Orte 
nach  denErdtheilen  iiiideiiiielMiiLSiideni  wieder  in  alphabeÜMlMr 
Folge  zusaramengestellt»  aflUIrlich  ohne  neue  Angabe  der  Lätzen 
und  Uroiton,  da  diese  in  dem  ersten  alj»?i,if»otischen  Verzeirhnisse 
leicht  aufgeschlagen  werden  können.  Dans  der  Herr  Vf.  «ich  eifrig 
bemüht  hat,  flbentll  ans  den  besten  Quellen  zu  schupfen,  und  das« 
zu  der  Abfassung  dieses  Werks  die  Herbetodiaibog'  eines  selir 
bedcTjfrndci)  lifrrarischen  AppHrats  nTUhli^  ijpwpsen  ist,  sieht  man 
ans  der  den  beiden  al^iiiabeuschen  Vcrzeiehuissen  voraus^e^hick- 
teu  Uebersicht  der  Verweisungen;  aus  der  Vorrede  ergiebt  sich 
aber,  daas  dabei  auch  ein  ausgedeboter  Brielwechsel  mid  gelegent* 
liehe  Nachforschungen  auf  RefawD  erforderlich  gewMeo  snid^  wo- 
durch der  Werth  des  Buchs  mir  erhübet  werden  musa.  Bei  dem 
Anblicke  dieses  so  vollständigen  \  erzeichnisses  der  Llogen  und 
Bretten  iSsst  sich  schwer  der  Waaech  onterdrfickeB,  dass  immer 
mehr  vervielfältigte  hypsometrische  Bestimmungco  den  Herrn  VL 
in  den  Stand  setzen  möchten  ,  durch  ein  eben  so  ausfflhrlirhes 
Verzeithniss  dar  Höhen  über  der  iMcercsiläche,  aU  der  dritten 
Cüordiuatcn,  welche  zur  vollkständiucu  Bestimmung  derJuage  eines 
Orts  auf  der  Erde  auch  authig  sind,  das  sich  bweita  erwoiliene 
Verdleaat  Doch  an  erbGhen. 

Handbuch  der  Schifffahr  ts-Kunde,  mit  einer  8amm- 
laog  von  Seemanns-Tafelo,  einer  ^ee-Kario  und  einer 

magnetischen  Karte.  Im  Auftrage  der  Uamburgiscbeo 
c  s  r  1 1 8  c  h  a  ft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse verfasst  von  C.  Küniker.  Director  der  Stern- 
warte und  Nav  igatious- Schule  in  Hamburg.  V^ierte 
Aaflage.   Hamburg  1844.  6  thir. 

Da  dieses  Buch,  wenn  auch  in  dem  Kreise,  für  welchen  €9 
zunächst  bestimmt  ist ,  wie  ^achon  die  wiederholten  Auflncren  deut- 
lich genug  zeigen,  bekannt  trenng,  doch  nicht  zur  Keuutiiiss  sehr 
▼ieier  Leser  des  Archivs  gelangea  mOchte«  ao  dfirAe  hier  elM 
etwas  ausföhrlichere  Anzeige  deseelbea  woM  am  Orte  sein,  da  es 
allerdiniTs,  liesonders  in  der  ihm  von  Herrn  Director  Rwmker  in 
dieser  vierten  Auflage  gegebenen  neuen  Gestalt ,  rechtsehr  verdient, 
ia  einem  grossem  Kreise  bekannt  und  auch  von  Lehrern  an  höhe- 
ren UntemchtaanafaüCen  flberhaapl  sieht  unbeaobtet  galaoaee  wm 
werden. 

liem  ^anzrn  Worlve  ist  eine  für  den  beabsicbtit^ten  Zvvork  »rewiss 
vSlIig  ausreichende,  in  der  vorliegenden  neuesten  Ausgabe  viel  voil- 
atSndigere,  und  dem  gegeowlirtffen  Zustande  der  Wiasenachsft  weit 
mehralain  den  älteren  Ausgaben  sich  anaddiessende  Darstellang  der 
ebenen  nnd  s|ih -irischen  Trigonometrie  vorausgeschiclct, 
wogegen,  was  jedenfalls  nur  vollkommen  gebilligt  werden  kann, 
die  in  den  Klteren  Aasgaben  sich  indende  Cmleitung  in  die  Arith- 
metik md  Geonctrio  ganz  weggelassen  worden  ist,  da  es  aadeea 
Bücbrr  ireniii^  i^irbt,  aus  denen  dio  Srhfller  der  Naviirntinnssrhiilen 
diese  liini^e  auch  i^rtnz  so,  wie  sie  dieselben  fiir  ihren  luirl^sten 
Zweck  gein^uchen,  erlernen  können.  Bei  der  Entwickelung  der 
Beweise  der  SMfto  liT  beiden  TrigonosielriosB  hat  der  Herr  Vf. 
ai^  fcasftaicMich  der  constmctionellen  Metiiode  bedient,  wie  Jeder 
wte,  «er  die.BcdflrMsse  «nd  Wiiasdis  der  Sduier  in  disan 
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Dingen  eioigeitnassen  kennt,  !^nnz  in  rieren  loteresse,  da  von  die 
mr  sehr  achtbaren ,  meist  luit  einem  sehr  gesunden  Vertjtande 
bleuten  Klaiftte  von  Leuten,  wenn  sie  überhaupt  »xch  wißsen- 
sekaftlicheB  Bestrebungen  hingeben,  stete  eine  vollLonimeD  deutli- 
che und  klare,  dabei  .ibcr  anrh  niöi^lirhst  nnschaulirho  Kirisiclit 
io  die  Nnttir  des  Gegea<»tandcti  verlangt  wird.  Unter  deu  von 
dem  Uerro  Vf.  gegebeoen  geometrischeo  DareteUuugeD  .findea 
iich«  BementUcb  io  wt  snhSrieelieD  TrigoDometrie,  mehreie,  die 
aoch  io  einem  weiteren  Kreise  bekannt  zu  werden  verdienen,  so  > 
wie  auch  eine  gTo.s8e  Anzahl  volUtäudig  aiis<refflbrter  nunieri^oher 
Beispiel«,  die  von  allen  Lehrern  an  höheren  Uoterrichtsani>taUeii 
bei  iDrem  trigooeoelriedbeiiUBterrlcbtevortheilbafl  benitxt  werden 
kSnoen.  —  Atu  dieTrigoDometriefol^^Steu  e  nna  nos-Kande, 
und  wir  kooDen  allen  I^ehrern ,  keineswegs  bloss  denen  an  Nrvi- 
gatioDSschulen ,  die  \'er8icheruug  geben,  dass  sie  in  diesem  Ab- 
eeboitte  eine  nicht  geringe  Anzahl  allgemein  interessanter 
tiiffOBOBietriecher  Aulgaben  finden  werden,  u.  A.  die  in  dem  Auf- 
saue Nr.  XXX.  in  die.«;eni  Hefte  des  Archivs  behandelte  Aufgabe, 
für  welche  Herr  Uirector  H  ümker  sowohl  S.  72.  eine  eigne,  als 
auch  8.  81.  eine  von  Herrn  Horath  Gauä;^  ihm  mitgetheUte  ele- 
gante Auflusnn^  gegeben  hat  Sämmtliche  Aufgaben  in  dieeen»  ee 
Tvio  überhaupt  in  n!lon  Abschnitten  sind  durt  h  \-o!I ständig'  niisfje- 
rechnete  Beispiele  erläutert.  — •  Auf  die  iStt  ncrnianns  Kunde  folgt 
unter  der  Ueberschrift  Astronomische  V  prkenutuisse  eine 
sehr  dcuüicbe,  durch  sehr  gute  Zeicboungen  erlftuterteDaretelltm^ 
aller  derjenigen  Lehren  der  Astronomie,  welche  vorzüglich  bei 
Beobachtungen  nSthig  sind,  wobei  wieder  viele  schone  durch  nu- 
m^iscbe  Beispiele  erläuterte  Aufgaben  vorkommen,  ,u.  A.  fi.  ISl. 
«lee  PolbeBot'sebeD  Problem  auf  der  Spbft're,  mebreie  , 
Aufgaben  von  Gauss  u.  dergl.  —  Auf  diesen  Aibschnitt  folgt  mili 
der  letzte  auHfuhrlichNte  und  wichtigste  Theil  des  Werks,  welcher 
unter  der  Ueberschrift  Astronomische  ISchiffs-Kecbnung 
eipo  sebr  anefllbrilche,  im  bOcheten  Grade  deotlicbe  ooddurdi  eine 
Mepge  angerechneter  Beispiele  erläuterte  Darstellung  der  nauti- 
schen Astronomie  enthalt,  wobei  wir  aber  bemerken  roü^^sen,  dass 
wir  der  Meinung  sind,  dass  es  überhaupt  für  alle  diejenigen, 
welche,  bloss  mit  transportabeln  Instrumenten  ausgerüstet^ 
sich  astrononlecbea Beobachtungen,  nameotHch  Zeit  ,  Liogen-  und 
Breitenlicstimmungpn  ^^lllIllen  wollen,  k<ium  einen  besseren  prakti- 
schen, immer  aber  aul  die  J:;tren^e  Theorie  zurückgehenden  Wegweincr 
Beben  dürfte,  als  diesen  Theil  des  vorliegenden  Handbuchs,  wes- 
talb  wir  daeselbo  mmieoCIich  auch  allen  Lehiero  der  Mathematik 
empfehlen,  die  in  demj^elben  Alles  mit  grosster  Deutlichkeit  dar- 

Sssteltt  finden  werden,  was  für  den  vorher  näher  bezeichneten 
weck  in  Bezug  auf  die  zweckmSs^gsten  Beobachiungs  -  und 
fieebnangniMätboaeB»  so  wie  mif  KenutDiss  des  Gcbrtuicbs  md  der 
Berichtigung  der  Instrumente  zu  wieeeD  oritblLc  i.st  —  Eine  sehr 
volbitfindige  8nnimlunj*  nautischer  Tafeln  (  XXXV' I  Tafeln  nuf  531 
Seiten)  beschiiessen  das  Werk»  von  denen  wieder  ganz  dieselbe 
Bemerlmng  gilt  wie  verlier,  doM  Aese  Tafeln  nlfiBlicb,  die  wb 
leider  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  hier  nicht  eiraeln- 
anführen  können ,  überhaupt  eine  f&r  alle  Beobachter  mit  transpor- 
tabeln lostniiiietttea  sehr  naizUclie  »SiaiBmiung  a^troooraiscJier  Taüfeln 
bilden. 
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F/iTJTL'pK  dem  Herrn  Verfis«ef«?  vorjjtijjsweise  Kigenthflmliche 
ist  schon  vorher  hervorgehobeti  Hortleii.  i>ie  Beschränktheit  des 
Raunifl  erfambt  uns  nur  noch  unter  mehreren!  Anderen  auf  die  Er> 
lilfining  der  Merkator  »tehen  Projection  (8.  86.  und  8.  SßX  die  Re- 
diirtion  der  Zeit  i\eti  !\fittels  der  Hiihen  auf  das  Mittel  aer  Zeiten 
(8,  181.),  und  auf  die  für  Län^nbestinimun«^  so  wiehti^e  Re- 
duction  der  Monddistanzen  nebst  den  dazu  gchüreiideii  Tafeiu  hin* 
■uweisen.  Besonders  machen  wir  auch  nochmals  auf  die  durch 
f!ns  'jnnze  Werk  Kich  hindurch  zlplicnde  mehr  synthetische  als 
analytische  Methode,  und  die  erlauteriMieii  an  die  besten  eDirlif^rhen 
Werke  ähnlicher  Art  eriiuiernden  Holzschnitte,  so  wie  auch  auf 
die  grosse  AnaaM  nmneriecher  Beispiele  irafmet^sam. 

Vergleichen  wir  endlich  im  Allgemeinen  diese  neueste  Ausübe 
mit  den  frfiheren ,  so  zeichnet  sirh  »lieselhe  vor  diesen  durch  einen 
weit  wissenschafllieheren  Ch-irakter  auf  das  V  ortheilhafteste  aa», 
ohne  dabei  et#as  von  ihrer  praktischen  BrauchheflMlt  mverilemf 
nod  legt  dadurch  sugleich  ein  höchst  erfreuliches  ZcagoiMl  ▼oa 
dem  ^5l^riL'en«  auch  andervveitii»  hinreichend  bekanntt'ii  (m.  s.  z.  B. 
das  Vorwort  des  Flerro  (.'oufereiizniths  Schumacher  zu  Herrn  ROm- 
kers  Htemcatalog.  Ranihurg  1843.  4.)  treflflichen  Zustande  der 
Hamliitrger  NavigatioDeBchule  ab. 

Ein  genaues  und  vollständiges  Druckfehlerverseichniss  ist 
uttchtraglich  noch  gedruckt  worden,  und  wird  von  den  Besitzern 
des  Buchs  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  bezogen  werden  kon- 
M»,  worauf  wir  hier  hemdemhintttifveiseBabsicMlich  Bichl  aoter- 
lassen  wollen. 

Je  schwerer  es  für  eiiKMi  srhnrf  fio:jr,'irizlen  Kreis  von  Lesern 
zunächst  bestimmten  Bücheru  gew  uhnlich  wird ,  sich  allgemeinern 
Eingang  au  rerschaffen,  desto  mehr  haben  wir  es  misere  Ptticfat 
gehalten,  diejenigen  Leser  des  Archivs,  welche  sich  Oberhaupt 
ftlr  die  An%vendnngen  der  Mathematik  interesslreo,  auf  das  vur> 
liegende  Werk  uul'merlcfiam  zu  machen. 

* 

Mittlere  Oerter  von  l!dOOO  Fixsternen  Iflr  den  An- 
fang von  lH3t>,  abgeleitet  nus  den  Beobachtungen  aul 
der  Hamburger  tSternwarte  von  Carl  Kümker.  Ham- 
burffl84a  a  athir. 

l)ieser  Fixstern  -  Catalog  ist  wohl  nur  jetzt  erst  vollständig  in 
den  Buchhandel  gekommen.  Alle  Benfinrhtungen,  auf  denen  iler- 
selbe  beruhet,  sind  allein  von  Herrn  Kümker  an  dem  vortreffli- 
chen Repsold'schen  Meridian  -  Kreise  der  Hamburger  Sternwarte 
gemacht ,  der  im  Jahre  1836  aufgestellt  wurde ,  welches  auch  der 
Gnmd  ist,  dass  alle  Fixstcrn]uistfi(>rien  auf  ilon  Aiifanu;  von  1836 
reducirt  worden  sind.  Ks  Inij,  vni/iiglich  in  Herrn  Itumkers  Ab- 
sicht, die  noch  in  der  Histoire  Celeste  und  in  üesseTM 
Zonen  vorkommenden  Lfidren  zu  erginsen,  und  au  den  in  diesen 
reichen  Sammhingen  aufgehäuften  iSchafz;en  neue  hinzuzufügen, 
Weshnll»  dieser  rat;ilo«r  wesentlich  mir  kleine  bisher  noch  nicht 
liestinimte  iStenie  cuthalt,  ohne  dabei  schon  früher  bestiniinte 
Sterne,  die  rieh  dem  Beobachter  darlioten,  ausanachliessen.  DalMr 
wird  dieser  neue  Stenic^ntalog ,  welchen  Herr  (^nferenzrath  Schu- 
macher in  Altona  nuf  Herrn  U  fi in  ke rs  Wunsch  mit  einem  Vor- 
wort begleitet  hat,  insbesondere  bei  Kometen -iieobachtuneen  künf- 
tig uBeinbehdIdi  sein,  weshalb  auch  vorafiglich  auf  soldie  kleine 
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8ternc»  *lio  Aufnicrksamkeit  {gerichtet  ^vorden  Ist,  die  bei  früheren 
Konieieii,  dem  Ualiey.'scbeu ,  uU  V  ergleichungssterne  gedient 
haben. 

.Newton,  W.,  Familiär  IntrodndSon  to  tbe  Sefence  of  Aafro- 
noimf,  Uhistrated  by  nmnerous  DSi^pnuis;  to  which  are  added 
Problems  on  the  Tse  of  tho  filohos,  and  a  DeKcrintion  of  the  Or- 
rery  aod  Armillary  ISpbere.   M  editioo.   London  lo44.   12.   3  ah. 

Weiland,  C.  F.,  der  nürdlicho  g^-stinitt*  Himmel. ■ —  Die  flicht- 
bare  Seite  te  Moiidober6fi«he.  PiMHglob.  Weimar  1844.  ar.  4. 

Dubas,  F.  J.,  Tynes  de  calculs  de  navieation  et  d'aatraoomie 
navllqiiew  Ja  4.  «bini-Briaub  im  2  tbfar.  220  ggr. 


^  Physik. 


Bfaniles,  H.  W.,  Vorlesungen  Ober  die  Natnrlehre,  filr  Le- 
ser, denen  es  an  niathematlsehcni  VurkenntnisaeD  fehlt  4.Liefenmg 
mit  Knpfem.  gr.  8.  Lei|izig  1844.  1  thlr. 

Botto,  G.  D.,  Elementi  di  fiaica  generaie  esncrimentale  adnao  * 
delle  tvgia  acnole  di  filosoHa.  Toriao  ]S4a  la  &  4  tavole.  9.  90. 

Stüpei,  A.,  die  Lehre  vom  MagoetiHnmt»  und  von  der  Elec- 
tridtit,  Air  Lebfer  aa  Mittelsebaiea  und  Freaiide  der  Naturkunde. 
Tangermfinde  1844.  Mit  2  Figarentafeio.  8.  16  ggr. 

Herger,  J.,  die  Systeme  der  magnetischen  Curven,  isogoneu 
lind  Isodynamen,  nebst  anderweitigen  empirischen  Forschungen 
über  ^e  magnotiscbnolaren  Kräfte,  ausgeführt  in  37  granh.  Darstel- 
langen  anf  31  TaCeln  in  Foiio.  Leipzig  1844.  1.  Lieferg.  3  tbir. 

Lardnej-  aod  Walker,  Treatise  on  Electricity,  Magnetism 
and  Mateorology.  2  toL  London  1844.  8.  12  a. 

Haldat,  docteur  de,  Hccherches  sur  ia  coDcentration  <1o  \:i 
force^  magietique  vers  les  sur&ces  des  corpa  magnetises.   In  b. 

Nuovo  igrometro,  memoria  del  professore  G.  Alessandro  Ma- 
jocchi. Estratta  dagU-Anoali  di  tLsica,  diimica  etc.  In  8.  con 
«  tKTola  iitografica. 

Kfimtz,  L.  F.,  A  complete  course  of  Metoorolocry.  WHh 
Notes  by  Martins,  and  au  appendice  by  L.  LaJaooe.  Traosiated, 
witfa  additions,  by  Cbarlea  V.  Walker.  1  vol  post  8vo  15  Plates. 
London  1844.  ä^s.  6  d. 
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(  havannes  de  la  tJiraudiere,  Le  Vapeur  dcpiiis  sa  d^ouverto 
jusqu  a  »üs  iours.  Resonie  histori4|ue  de  sou  application  aux 
ii«iiiM>  etc.  In  18.  plua  uoe  pl.  Tours  1844. 

Oersteds  Naturlare.  2  H.  Copeahagen  1844.  90  s. 


Matlieniattoelie  Fsyelioloeie. 


Nene  BehftDdlttii^  4«8 -mathematisch  •  psych oIokI- 

gehen  P  r  0  f )  I  p  m  s  ^'  o  n  fl  p  r  R  p  o  n  n  p  i  n  f  a  c  n  o  r  V  o  r  t  e  I  - 
lungen,  welche  nach  o  in  an  der  in  die  iSeele  eintreten. 
Zuglei ch  als  Beitrag  zu  einer  scharfem  Begründuug 
der  mathematiechen  Psychologie  Herbart  V«n 
Theodor  Wittstein,  Dr.  Phil.   Hannover  1845.  4. 

Hekanntlich  hat  Ffprhart  der  Psyrhnlogie  eine  mathenmtlscfip 
(arundlage  zu  geben  und  diese  W  issenschaft  dadurch  schärfer  ais 
frilher  zu  hegHlnäen  geeulht  Uoter  deo  Mathematikeni,  die  sonst 
mit  Recht  so  gern  Alles  eifrig  ergieifeDy  was  eine  neue  Anwendnog 
ihrer  Wissenschaft  darzubieten  verspricht,  ist  indess,  so  viel  uns 
bekannt  i;eM\()rdtni  ist,  bis  jetzt  nur  Herr  Professor  Drobisch 
in  Leipzig  mit  Glück  auf  dem  von  Her  hart  eingeschlagenen  Wejge 
weiter  gegangen.  Daher  ist  es  sehr  erfreulich,  dass  nun  auch  der 
Herr  \T.  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Scharfsinn  dieser  ueueo 
Anwendung  der  Lebren  der  MatheDMitik  zuwendet.  \nnh  ist  die- 
selbe allen  denen,  >velche  die  matbcmatische  Pi»ychologie  noch 
gar  nicht  kenoea,  Torzflgiich  deshalb  zu  empfehlen,  weil  der  Herr 
Vf.,  ohne  sonst  irgend  etwas  vorausxosetzen ,  von  den  ersten  Be- 
griffen hppnnt  nnd  namentlich  auch,  was  insbesondere  die  IVIathe- 
matiker  dankbar  erkennen  werden,  alle  diejenigen  8atze  deutlich  . 
und  bestimmt  hervorhebt,  welche  als  Axiome  der  neuen  Wissen* 
sdhail  zum  Grunde  gelegt  werden ;  denn  nur  auf  diese  Weise  wird 
es  ninc;!rrh  .  ühvr  die  Sicherheit  und  Strenge  der  weiteren  Betrach- 
tungen geh(iri<^  iirtlieilen  zu  können.  Ausser  der  envähnten  kurzen 
Darstellung  der  Elemente  der  mathejuatischen  Psychologie  über- 
haupt, welche  den  Inhalt  der  Vorhegriffe  und  der  ersten  und 
aweiten  Abtheilung  bildet,  wird  dann  in  der  dritten  Abthei* 
luDg  noch  eine  neue,  von  den  von  Herbart  selbst  und  nachher 
von  Drobisch  in  der  Schrift  Quaestionum  mathematico- 
psychologicarnm  Fase  L  Spec  IV.  gegebenen  Auflosoogeo 
verschiedene,  Auflösung  des  auf  dem  Titel  näher  bezeichneten  psy* 
chologischeo  Problems  ge^xchcn.  Je  mehr  es  allerdings  zu  wün- 
schen ist,  dass  immer  mehr  Kralte  .^idi  der  weiteren  Bearbei- 
tung der  uiathematischeu  Psychologie  zuwenden,  desto  mehr  em- 
pfehlen wir  den  Lesern  des  Archivs  neben  den  frflhem  Schriften 
TOB  Drobisch  auch  die  Torliegeode  Schrift. 
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Uelber  wusOurnMllUmiht  BieXhttde. 


Untersuchungen  über  dif  vvi«Hensrhaftli<  lic  Me- 
thode mit  be^oiioerer  Auweudung  uui'  die  Mathematik» 
von  Hr.  Aloys  Mnyr,  öffentircheip  ordentlich  ein  Pro* 
feMsor  der  Alatheinatik  und  AHtronomie  ah  der  JuUtt.8- 
MaximilianM  -  U ui ver^^itfit  zu  Würahare,  WfirshitriE. 
1845.   8.    1  Thlr.  12  ggr. 

lo  deji  Duchroigenden  Untersuchungen,  sagt  der  Herr  Vf.  in  ' 
der  Toriede,  habe      die  weeenfliehsten  Fr&geo  Aber  die  wieeen- 

Mchaftlicbe  Metiifxle  erörtert ,  die  Fragen  über  die  HUfsmittel  des 
Donkens,  über  die  l>e(initionen  uiul  Zeirhensnracbon ,  filjer  die 
Axiome  uimI  Beweif»e,  über  die  AutkiiduDg  tler  Leliretitze  und 
Ober  die  Elementariisiirafie  und  Ordnung  allet  THMieneehaflen. 
Melirere  d  u  ser  Fragen  hafie  ich  von  eineni  neuen  Gesichtspunkte 
nii-^  brtrarbtet,  wie  T><'f»ren  fiber  die  Zeicben  und  Axiome:  für 
andere  ,  wie  für  die  Lebreu  über  die  Analogie  und  inductiun,  habe 
ich  lietitinuute  und  uiuiblinderliclie  Gesetze  festzustellen  gesucht. 
Ich  war  bemttbt,  die  Beweise,  aewohi  die  directen  als  die  indh 
rerten,  ibrtnn  hiner^ten  Wesen  nach  aus  einander  zu  setzen,  und 

S'eit  bsam  zu  zerijliedern ,  und  den  ganzen  Vorjjanc; ,  wie  er  in  allem 
enken  Mtatttindet»  und  tnimerdar  stattlindeu  wird,  zu  enthüllen 
und  aafinideckeD.  Vor  allem  wünsche  ich  aber,  dass  die  Unter- 
eucbunsjen  über  die  Ijestinnnten  ,  der  Mathematik  coordinirten,  Ver- 
nunft -  \Vii*seo»chaften  beachtet,  und  einer  ernsten  PrüfurMj;  nrit«r- 
worfen  werden  mögen.  Ich  habe  die  Lehren  über  die  Aletiiude 
mit  beetindiger  Rfidcsiebt  auf  die  Matheinatik  nnteraucht  und  Tor- 
getragen,  und  die  gefundenen  Resultate  in  dieser  sichersten  und 
am  meisten  vorgeschrittenen  Wissenschaft  zu  erproben  gesnrht, 
eiumai  weil  in  ilir  die  meisten  Ausskhteo  auf  einen  günstigen 
Erfolg  gegelien  aind»  und  dann,  weil  es  besser  ist,  sogleich  zs 
bestimmten  Ütitersuchungen  überzugehen  >  und  die  strengen  For- 
derungen  rKr  Methode  an  m(;h  selber  zu  stellen,  anstatt  die  TTn* 
terKnehuiigen  im  Allgemeinen  zu  halten,  und  Forderungen  an  Au*  •  - 
dere  zu  raachen,  die  man  Torher  nicht  an  iäch  selber  gemacht  hat 
Endlich  kann  es  für  eine  allgemeine  Methodenlehre  tiur  envünscht 
spur,  wenn  sie  die  Probe  einer  wirklichen'  Wissenschaft  aushalten  • 
icann.  Uebrigens  bin  ich  bemüht  gewesen,  die  (leselze  in  solcher 
AUflemeinheit  £u  entwickeki,  dass  sie  uicbt  für  die  Mathematik 
allSn,  sondeni  far.nil»  AVisteomMU»  ^Ik»  innigen. . 

Baad  VL  SS 
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t'olior  fliose  vorzugmvf»ise  ein  phiJosopliljiicheR  Interesse  ia 
Aospruch  uehmeodc  iSchrif't,  dereo  eigeiUliche  Tendenz  vother 
absichtlich  mit  den  eigenen  Worten  dce  Herrn  Vis.  anget^eiien  wor- 
den i^t.  ein  bestimmtee  Urtheil  uu.nzusprechen darf  sich  der  Un^ 
ter/oirhnete  nicht  ;it»T)i;Kisspn  .  ^veil  streoi^p&rn'indliche  iinifiisKen«1ere 
|)hiiüSoj>hische  Studii'u  ihm  seit  iänt;erer  Zeit  ferner  gelegen  hahen. 
Aher  so  viel  darf  derselbe  ver&iclierii.  dass  ihn  bei  der  Leetüre 
dieser  Schrift  die  nüchterne  und  deutliche,  mehr  an  Miere  philoso- 
phische Schulen  eriiiiierndo  ,  ein  vages  iihilosophiKches  H:i>sonne- 
nient  überall  verschniiihende J)nrst«'ll!?ji«r  wobithueud  angeMurucheo, 
und  er  selbst  aus  derselben  inaiichc  lielobrung  geschupft  liaL  £r 
wfinscht  daher  aoch,  daes  diese  Schrift  iosliMomlere  auch  von 
Leiirern  der  Mathematik  an  hobern  Unterrichtsaastalten  nicht  K&nz 
unbeachtet  bleiltofi  jmolm»,  welches  oflers  das  unverdiente  l^oos 
solcher  die  Phiiu^ophie  mit  der  I\latheiuatik  in  Verbindung  brin- 
genden oder  die  erstere  auf  die  letztere  anwendenden  Schriften  tu 
sein  pflegt.  Auch  glaubt  derselbe,  dass  die  Mathematiker  in  der 
vorliegenden  Schrift  mehr  für  ihre  "NVisseiischal't  v\  Ii  l  T-]iries8- 
liches  finden  werden ,  als  in  manchen  andern  zu  seiner  K.eiin(m)<s 
gekouinieDcn  Schrifleo  von  Ühnlicher  Tendenz,  so  sehr  dieselben 
anch  oft  auf  einemohohen  Kothurn  einhersehreiten  nißgen* 


deselilelite  der  MallieiiiafllL; 


Storia  della  scienze  matematiche  in  Itsliaf  di  Gu^lielnio  Libri, 
Versione  di  Luigi  Mm^mtI  dottore  in  fisica  e  mateinatica*"  Milane 
1843—44.    Puntata  \  e  VI.  In  8.   1.  .m 

(M.  s.  Literar.  Bericht  Nr.  XVII.  S.  257.) 


Systeme,  üetar-  imd  WSrterliflelier. 


Rost,  F.  M.f  die  Elemente  der  Zahlen  und  Kaumgros«en- 
lehre.  I.  Band.  Arithmetik  und  ebene  («eometrie.  2te  veroiehite 
Aufl.  mit  3  Figoientafeln.  gr.  a  Berlin  1845.  1  Tblr.  10  ggr. 

Lehmus,  Dr.  D.  (\  L.^  die  reine  Mathematili  und  die  mecha- 
nischen Wissenschaften.  —  Zum  Leitfaden  für  den  Lehrer,  aar 
Er?:ni/.un»  für  den  Ncliüler  bearbeitet  Mit  einer  FisaMtlfeL 
gr.  8.  Berlin  1845.  1  Tblr.  12  g^. 

Reynand,  Baron,  TnM  ^Mmentaire  de  awthtfmatiqiMS  ei 

de  phvsinue  siiivi  de  notions  sur  Ia  chimie  et  aar  l'aiitrimumi» 
4eme  editioo.  Tom.  L  Pans  1845.  7  fr.  m  c. 
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Christie,  S».  H..  iOleiiieiitary  Course  of  Muthonmtics,  for  the 
u«e  ol  the  Royal  Military  AcadeinVf  uud  iur  i!»tu«leuts  in  ffe9«raL 
VoL  I.  Aritfiinetic  and  idgebn.  ^  Loodoo  1845.  H  s. 

Klementi  di  matematica,  contineiill'  rarituietiai,  la  geometris 
6olida  e  piana  e  la  tiigonometiia  plana  e  sMa.  Napoli.  Quattro 
volumi  10  b.  .11«  20. 


Aritlmietlk. 


Pelliat,  A.  Examen  critiqne  de  ravfthm^qQe  et  exposUiun 
de  la  th^orio  rationelle  de  cette  fsrirnre.  Mdmoire  adr^ssö  aTacad. 
des  Sciences.  Paris  1845.  4.   4U  cent.  ' 

Ohm,  Dr.  JUaitin,  Kurze«;  grüudltcbc^  uud  leuJitfassUch^s 
Rccboeobiich ,  brauchbar  in  allen Irareer.,  Gewerbe-  und  MUitair* 
Schulen .  Ite.souders  aber  an  lateinischen  Schulen  und  Gymnasien. 
Nebst  einem  Anhango ,  Tabellen  zur  V'^ergleichung  der  Maasse  uud 
Gewichte  %ert>chiedeuer  Länder  uud  uameotlicb  der  ZollTereins- 
Staateo  «olhältend.  Zwetle  vetmabiie  «od  verbeaserta  Auüage> 
Edangm  1845.  gr.  8.  10  ggr. 

Emerson 's  Unterricht  im  Kotifrechnen,  für  deut.Hche  Ücha- 
ieo  bearbeitet  Teo  Dr.  Baaaler.  8re.  Leipzig  1845.  6  ggr. 

FraacoWr,  L.  B.    Traite  daritbm^tique  upplinuee  a  la 
,  au  ceMtice,  i  UadiMtrie  ete.  la  8.  Pana  1845.   4  £r. 


Exercises  in  Arithmetic,  alter  the  Method  ofPestalozzi.  L»oo- 
1844.  1  a.  6  d. 

L ü b 8 c n ,  H.  Ii,,  ausrührliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra,  zum  Selbstunterricht  und  mit« Rücksicht  auf  die  Zwecke 
des  prakt.  Lehens  bearbeitet.  2te  veri>.  md  verau  Aldi*  gr«  8. 
OiMnrg  1845.  1  tUr.  8  ggr. 

Lefebure  de  Foufcy.  Le^ns  d'algMire.  Cinani^me  ddi- 
tieD.  la&  Paria  1844.  7  fr.  50  c 

Yonng,  ^1.  U.  Au  £lenienlary  Treatise  ou  Algebra»  Theore- 
tical  and  Practical;  witb  an  Appendix  oa  Ptobabwt&ea  and  Life 
Aimvitice.  4  edit,  conaideiably  enlarged.  l2mo.  Lond.  44.  Gab. 

Arndt,  J.  A. ,  Beispiele  und  Aufgaben  aus  allen  Theilen  der 
Arithmetik  und  Algebra.  SL  Alill.  gr.8.  Leipzig  1845.  1  tUr.  6  ggr. 

l>ie  etste  Anliaire  diäter  in  tMpjnMtndro  Aafgabemsiamluag  iat  ba 
UtaiMbcbaB  Bericbt  Kr.     8.  Sft^  aageielgt. 
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theorie  des  iioinhre«.    (Ails  LionvUles  Journal.)  ' 

Tlioorle  der  in(lo]<ondenten  Darstellung  der  hohem 
Uinc'reutial(iuoti  eiit«iu  Vqu  K^lnbolfi  il«p|»e.  JUcip- 
S(.ig.  ii:^-15.        1  tblc. 

Es  ist  io  dem  Archivf»  öfters  darauf  hingewlpsenvrorden,  wie  sehr 
in  der  Anaivsis  noch  eine  Tollstrinrlii^erp  An.sifVihnine:  der  i^ehre  voa 


derselben  für  die  versdiicdeBeD  FuoctioDsfonneo  In  allgemeiiMn 

Formeln  zu  wfinschen  sei.   Denn  wenn  auch  liir  die  filtere  Ana« 
lysis  diese  Lehre  von  tferlnperer  Bed«tttumg  war,  weil  bei  den 
Ueihenentwickelungeo  durch  den  Madaarlirschen  Satz  die  Unter 
mehung  der  CooTei^enz  oder  DiVeigenx  der  Reibe  enf  eine  mvef^ 

zt'ihlif-he  Weise  bei  Seite  gesetzt  wurde»  and  deshalb  bloss  die 

AVerthe  der  !>iflfcrf»iitialquoticnton  von  deri  verscTiiedeoei»  Grntlf'n 
fflr  den  «^pecieUea  \Verth  7\u\[  der  unabh.iiiüiii,en  veränderlichen 
GröMi^e  zur  Anwendung  kaiueu,  no  erfordert  doch  daä  gegenwär- 
tige strengere  Verfahren  der  neueren  Analysis  bei  der  nicht  teeiir 
zu  nnigeheriden  Entwickehiug  des  fiio^enannten  Rc^te.s  der  Maclau- 
rin  schen  lieihe  durchatis  die  Kenntni(<s  fies  all^jenieinen  »ten  Oif- 
fercntiahmotienten  der  betrefi'enden  Function  in  seiner  aligemeinsteo 
Gestalt  für  jeden  Werth  ^r  mAlkhSogigen  verin^erliclkei»  Ck<S«s« 
oder  die  allgemeine  Darstelhmi;  dieses  iitra  Differentialqtm* 
tienteri  in  independenter  Form  als  Function  von  ,r.  ITebri'j'f'ns 
aber  ist  die  Kenntnisti  der  allgemeinen  Wcrthe  der  hiihern  Ditfe« 
rentialquoticnten  auch  noch  für  manche  andere  Gesch^ifte  der  Ana- 
lysis TOD  Wichtigicelt.  Daher  halten  wir  es  ffir  ein  verdienst- 
liches ünternehiuen ,  dass  der  Herr  Vf.  der  vorliegenden  Schrill 
in  derselben  die  Theorie  der  independenten  DarsteHuricj  der  hnhem 
Differentialquotienten  in  einer  solchen  Ausführlichkeit  im  Zusam- 
meohaiiife  se  «ntwIdMlft  versaeht  bei,  wie  dies  fUÜier  oodi  Blcht 
geschehen  ist  Das  wissenschaftliche  Interesse  dieser  von  dmm 
mathematischen  Scharfsinne  des  Herrn  Vfs.  und  seiner  Gewandt- 
heit in  analytischen  Entwickelungea,  namentlich  auch  in  der  Zu- 
rilckführung  ^  sehr  zusammengesetzter  Ausdrücke  auf  ein&chere 
FormeD,  ttieilweiso  (1ur(  ])  F/mföhrung  zweckmässiger  Bezeichnun- 
gen, ein  rerht  erfrenlif  Im  .s  Zougniss  ableitenden  Schrift  wird  aber 
Jedenfalls  besonders  noch  \Iadurch  erbiihet.  dass  es  demselben 
gelungen  ist»  eine  allgemeine  Methode  zur  Herleitoog  aiigemeiaer 
AnsdrAcke  für  die  hübem Differeiittiil|^o6ealeii  cu  laden»  wmä 
ses  ^nze  Geschäft,  mehr  als  dies  bisher  |;eschehen  ist,  anf  all- 
gemeine  Princ?|»ieT)  znruckznnrhren  nnd,  gewissermasscn  weniff^fons, 
zu  einer  eigeuthüjulichen  Hechnungsmethode  abzumnden,  worüber 
bier  nach  dem  Zwecke  und  der  ganzen  Anlage  dieser  Literarischen 
Berichte  leider  etwas  Nfiheres  nicht  beigmrscbt  weiden  kaoo» 
sondern  anf  die  Schrifl  selbst  verwiesen  werden  mitss.  IVur  so 
viel  wollen  wir  bemerken,  dass  in  der  Finleitimsr  die  Theorie  des 
Summen/Neichens  ausftihrlicb  entwickelt,  und  ^1.  von  den  einlachen 
Snmmeu  ;  B.  von  den  Doppelsanunen;  C  von  den  vielfacben  Snmr 
men;  />.  von  der  Anwendung  des  Summenzeichens  auf  Summen 
nnendlicber  Reihen;  E.  von  der  Anwendnntr  des  Sommenzcicheos 
zur  Mul(iplicalion  der  Heiken ,  gehandelt  worden  isi  Ausser  den 
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Ibra  eigentliüml'ichen  Untersuchuni^eTi  hat  der  Herr  Vf.  auch  die 
mehr  vereinzelt  steheudeu  Arbeiten  seiuer  Vorj|änger  nicht  unbe» 
rflcksichtigt  gelas8en,  «od  besonder«  im  letstM  (mrundzwan /lösten) 
Kn)MteI  von  denselben  gehandelt,  wenn  wir  auch  der  Meitiiin^ 
sein  mn\«sen,  dass  er  in  dieser  Beziehung  noch  etwas  mehs  hiitte 
thuu  küuneu,  was  ab^r  wohl  ziimTheU  in  einer  besonders  bei  iün- 
ceroB  GetehrteB  leicht  m  «DtaclmldigeBdeD,  otcht  voHstSod^gen 
Kennliiiss  der  MfeflnuAeii  Litomtor  etineD  Grand  haben  nag. 

AusMT  weceQ  ihres  vorher  her?oraehobenen  aligemeio  wLsseop 
MhalUiclieii  iiiietesBee  gbnben  wir  ma  Toriiegeade  Schrift  aaeh 

allen  den  Studirenden,  welche»  naehdem  sie  einen  Cursus  der 
IMfferentfalrechnung  gehört  haben,  sich  in  diesem  wichtigen Theiie 
der  höheren  Analysi.s  noch  mehr  fest.setzen  und  Hebung  in  allge- 
iiijeineu  analytisciien  Entwickelunqen  erwerben  woUeu^  aus  Ueber? 
zeagung  empfehlen  zu  dürfen,  iadem  me  ana'dMi  aaf  Tenttodige 
Weise  betriebenen  Studium  derselben  gewiss  einen  weit  grosseren 
und  weit  reellem  Gewinn  filr  ihre  weitere  Ausbildung  s(hr»jifen 
werden«  als  au8  den  gewöhnlichen  Beispielaammlungen ,  we^  halb 
wfar  wftMchen,  dass  d&aaSclMrift  in  die  Hände  recht  viekr  aelaber 
Studirender  kommen  mSge. 

Zugleich  haf)en  ^vir  durch  die  vorherijchende  etwas  ausführ- 
lichere Anzeige  dem  tforrii  Vf.  das  Interesse ,  mit  welchem  wir 
seine  Schrift  gelesen  iiuben,  au  Ueu  Tag  legen  wollen. 

Tlinmas  Täte,  Trontise  on  Factorial  Analysis,  with  the 
Summatiou  of  Series;  coutaining  Kew  J^eveiopmeots  of  Functions 
etc.   London  1845.   4  sh. 

In  der  neuesten  Nummer  der  asfronoTnlscbcn  ?fnrTirlrhten  (No 
ß-29.  Hd.XXlU.  S.  1.)  empfiehlt  Herr  Geheimerath  Jit  .-sei  als  die 
l>esten  jetzt  existirenden  logarilhmiscbeo  und  trigouamctrischen 
Tafeln  unter  denen,  welche  die  triaonemetriscben  Linien  von  Se- 
cnnde  zu  Seeunde  bis  auf  sieben  Decimalen  eatlialten,  die  kürz- 
lich von  dem  in  Diensten  der  Ostitidisolien  Compagnie  stehenden 
Capitain  Herrn  Shortrede  herausgegebenen,  schon  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  XfX.  S.  29L  kurz  angezeigten,  Tafeln.  So 
bald  ich  selbst  diese  Tafeln  erhalten  habe,  werde  ich  von  den- 
t^vWxHi  eine  ausführlichere  Anaeige  in  dem  Literarischen  Berichte 
Ijicfvru.  G. 

T.  A.  Hansen.  (Onderwyzer  in  de  IWsfcunde  te  De^  futcr.) 
Tafeis  ten  dienst.«  hij  hft  niootkunstig  rekenen,  bevattendc de  Kwa- 
draton  en  Kubieken,  deKwadraat-  Kubiekwortels ,  en  de  Loga- 
rithmea  der  getallen  van  1  tot  1000;  bcnevens  de  Logarithmus- 
Simis  en  Tangen ,  Toor  de  vijf  eerste  of  laatate  graden  voor  elke 
minuut,  overigens  Ta|i  10  tot  10  mi nuten;  U.  fivo.  Te  D«venter^ 
hij  J.  P.  ^rinkgreTe.  ISU,  £  0,40, 

Bshm,  J.  logarithmlach  •  trigonometriadica  Quid|ni<4i. 
gr.      Inaabruckj  184ff.  14  g^. 
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CleoHietrie. 


Elemente  der  Geometrie»  oder  theoretisch»  nnd 

praktische  Planimetrie,  voo  Dr.  Constartt  Wurzbach, 
vormals  Oflicier  in  der  k.  k.  Armee,  gegeuv%  artig  Uui- 
versitättf-Bibliotheks-Scriptor  und  Mitglied  der  phi- 
losophischea  Facultät  an  der  k*  k.  Franzent»  Uuiver«i» 
tnt  y.u  Lombertr  Mit  35  2  F i gitr«B  attf  19  Xa£elib  Lea» 
ber«  lö45.   Ö.    1  thlr.  12  g|?r. 

Diese  zuiiäclist  für  den  Gebrauch  solcher  Zugltnge.  ueicbe 
aieh  smn  Eintritt  ia*s  MUitair  vorbereiteo,  bestirnt«  Sctotfl  «ni- 
bilt,  ohne  irgend  eine  besondere  EigenthumliiAdMit»  die  geHöhnli* 
chen  Elemente  der  ehctien  (iootnctrie  und  die  ersten  Anfangsgrunde 
deK  FeldmesseuM ,  so  weit  dabei  triguDametriscbe  Kenntnisse  nicht 
in  Anspruch  genommen  werden,  in  leicht  verstäiidKcher  Darstellung. 
AusKer  den  gewöhnlichen  Messinstnimenten  sind  in  der  Lehre  vom 
FeldiTiesson  nncli  oiiiiuf  aiulere  kle'mo.  ;iher  zw  ork iiinssii;  eingerich- 
tete Instrumente  beschri<'l)(>n,  wie  z.  Ü.der  üugeuaonte  Kat<»()ter  /um 
Abstecken  senkrechter  Ordioateu  auf  eiu^  g^^ebeneo  Ai>i^cii»«»eu- 
lloie»  welcher  bednimillicli  mua  nieht»  ffeüer  A  mm  einen  gegen 
eine  bestimmte  Visirlinie  unter  einem  Winket  von  geneigten 
ebenen  Spiegel  besteht  und  hiernach  gewiss  leicht  von  einem  Jeden 
selbst  coDstruirt  werden  kann,  aber  allerdings  allgemeiner  als 
bisher  eingeführt  zn  werden  verdient ,  da  er  die  Stelle  den 
Winkelkreuzes  oder  der  Kreuzscheibe  vertreten  kann ,  und  vor 
letztfrfT  jf'flet)f,ills  (!fMi  \  ortfjeil  «IfT  \\  o'\t  leicliferrn  Transportahili-  > 
tat  bcöitzt,  da  man  ihn  in  dor  Tasche  hei  sich  tragen  kann,  (»e- 
wiss  w  ird  übrigens  .dio  Genauigkeit  diese:«  kleioeo  sehr  zweckmäs- 
sigen Instmmente  erhGbet  weraen,  wenn  mno  en  mit  einem  kieinea 
Fernrohre  versieht  und  die  n«ithige  Vorrichtung  zur  Correction  der 
Lage  drs  S|iiegek«i  gegen  die  Vi«iir(inie  anzubringen  ntcbt  vciaiumt» 
Alles  natürlich  auf  die  eintacbste  Weise. 

*  Die  harmonischen  VerhSitnisse.  Ein  Beitrag  zur 
neueren  Geometrie  von  C.  Adam«  (Lehrer  der  Mathe* 

inatikan  der     <mv  »•  rh s  s rh  n  I  e  z n  Wi  n  t  e r  t hu r).  Erster 
Theil.    Mit  4  Kii[  rrrtafelri.    \V  i  n  t  e  r  t  h  u  r  1 845.  8. 

Seiner  Lehre  von  den  Trunti^veri<ialen  ^  w  elche  die  Leser  des 
ArcblTs  aus  Nr.  XV.  des  Literarischen  Berichts.  S.  230.  Icennen, 
iüsst  der  Herr  Vf.  jetzt  die  vorliegende  Schrift  liher  die  harmoat- 
sehen  Verhältnisse  folgen,  deren  erster  Theil  den  folgenden  Tnhfdt 
bat:  Erster  Abschnitt.  Die  Verhältnisse  und  StrahlenhuM-hel : 
a)  das  harmonische  Verhfiltniss ;  b)  das  anbannonische  Verhältniss; 
c)  die  Involution.  Zweiter  Abscnnitt.  Anwendung  der  harmoni- 
schen Verhrilf  niss(»  auf  geonii  trisrli»'  l'igiiren :  n)  ::rrn(llii))L'e  Figu- 
ren; 1»)  <!er  Krei*».  —  Der  /weite  kiiuftig  erscheirirmlr  llioil  wird 
die  harmonischen  Verhältnit«se  des  körperlichen  Hauuie.^,  und  eine 
ausfiShrliche  Theorie  der  Kegelschnitte,  der  dritte  (▼telieicbt 
noch  erseheinende  Theü)  die  Theorie  der  Flachen  des  zweiten 
Grades  enthalten.  Der  Herr  Vf.  bezeichnet  in  der  sehr  lesenswer- 
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then  Vorrede,  in  welcher  er  das  Verhältnis^  der  Siteren  und  neue- 
ren Geometrie  zu  einander  auf  eine,  wie  es  uns  acfaeint,  sehr 
riditige  Weiw  nikdigt,  diases  Wttrk-  im  AllgemeiiMo  als  einea 
Versach  ,  in  einem  einselDeD  Zweite  die  neuere  Geometrie  so  mit 

der  alten  zu  vrrsrhmelzen ,  das^-  jerip  ihren  (  hnrnktor  der  Allge- 
meinheit, diese  ihre  wohlbegröndete  »Strenge  der  i'orm  beibehalt, 
upd  deonoeh  beide  ein  eng  rerbundenes,  ai^ffeschlossenes  und  or-  . 
näniaehen  Qam  biMett,  wobei  «ich  Ton  neiM  vwaleiM,  dMs  er 
die  vorhandenen  ihm  zugSnglichen  Uülfsquellen  hettutst  habe,  dsss 
aber  manche  Partieen,  wie  z.  h.  die  Collitjoation ,  in  <janz  neuer, 
rein  geometrischer,  DarstelloDg  erscheinen.  Wir  können  diesem 
Zwewe,  vi-eleheo  der  Herr  Vf.  sieb  bei  dem  vorliegenden  Weritoe» 
mid  auch  schon  früher  bei  scfner  Lehre  Voa  den  TransversaloB 
▼brgesetzt  hat,  mvhf  f)lns.s  Tinsem  vollkommpneo  Beifall  geben, 
sondern  haben  von  jeher  seihst  die  Ueberzeupnmö;  irehabt ,  dass 
eine  »olche  Verschratlzunu  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
mit  der  alteo  dringend  Noth  thue,  wenn  erstere  wahrhaft  fmcbt- 
brio^end  wirken  soll,  weshalb  wir  der  Meinung  sind,  dass  die 
vorliegende,  von  uns  freudig  begrösste  Sc brift,  einem  wahren  Be- 
dürfnisse theUweise  abhelfe,  und  der  Herr  Vf.  alle  Ermunterung 
vetdieiM»  anf  dem  Itetreteneo  Wege  nistig  TorwSrts  wtt  sefaMtlteii. 
Zugleich  wird  er  dann  sehr  dankenswerthe  Vorarbeiten  2tt  einem 
das  «jnn/p  Feld  tlor  AN'isstMischaft  nmrnsspndcn  .  völlii^  ronsequent 
durctiLM  tufultMi  Lehrsiebäude  der  Geometrie  liefern,  welches  frei- 
lieh iiiiint'r  noch  ein  sehr  fühlbares  Bediirfnlss  bleibt,  wie  der 
Herr  Vf.  aacb  selbst  in  der  Vorrede  angedeutet  bat.  Dass  die 
rechte  Zeit  zur  Herausgabe  eines  solchen  grossen  Werks  aber 
noch  nicht  gekommen  ist«  davon  sind  wir  ebenMls  vollkommen 
uberzeugt. 

Die''  Darstellung  in  der  vorliegenden  Schrift  ist  sehr  detitffch, 

einfiich  und  streng,  und  da^s  dabei  überall  die  eoklldische 
Metliode,  welche  ihr  altes  woblbegrüodete.s  Ansoben,  so  vir!  man 
(iasselbe  auch  zu  schmälern  sich  von  manchen  Seiten^  her  i)eiiiüben 
mag,  doch  gewiss  niemals  verlieren  wird,  befolgt  worden  ist,  ver-  ' 
dient  besondere  Anerkennun«; ,  und  wird  gewiss  zur  Erhöhung  des 
Nutzens,  welchen  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  zu  .stiften  beab- 
sicbtijjt  und  jrewiss  auch  stiften  wird,  wespntljrh  beitragen.  Eben 
so  war  es  der  Tendenz  derselben  völlig  ungemesi»en,  dass  analyti-  , 
seile  oder  vielmeiir  eich  algebraisober  HfifiTsmitteX  bedienende  Be- 
trachtungen gans  atisgeschlossen  worden  sind,  und. die  Darstellung 
dnrrh  Projxtrtionen  nach  der  Welse  der  Alten  consequent  dtirch- 
'  ^etuhrt  worden  ist.  Dass  endlich  auch  manches  iNeue  in  dieser 
sich  auch  durch  ihre  Süssere  Ausstattimg  sehr  empfehlenden  Schrift 
enthalten  ist,  haben  wir  8clion  oben  angedeutet. 

Wir  ulaubrn  dalior,  d  iss  diese  Schrift  in  jeder  Beziehung  den 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  enififoblen  zu  werden  verdient, 
'  und  auch  wegen  ihrer  grossen  DeutlichikCit  von  gründlich  vurberei- 
toton  Sehfliem  so  Ihrer  weitem  seometiiecheD  AtwUlduns  mit 
ossem  Vortheit  benutzt  werden  kann ,  eben  so  wie  des  Herrn 
fs.  fn'ibpr  erschienene  Lehre  von  den  Transversalen. 

Lentheric.  Cours  de  i;eonu<trie  theorique  et  pratiqne.  Mont- 
pellier 1845.    In  H.   Avec  9  {ilanches.   4  fr. 

Ddmonstvatioii  g^omMque  de  la  faueset^  de  oe  prliici|ie: 
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Dana  tout  triangle  le«  angles  egaux  sont  opposei^  a  des  ciAi» 
#^(aiix,  et  rectproquemeDt,  siir  leqnel  reposent  nombreux  th^or^mes. 


Tours  lg44.  . 

I*  Dapin»  SMr^emetrie ,  oh  D«compo«itioii  dn  clibe  en  no- 
IvAdres  re^li^,  breffuliers  et  corps  ronds  fonnant  eotre  eux  plus 
de  120  pnlve()res,  npjdiquäa  k  Tmdt  d«  Ja  g^smötris^  «to.  la  1:1, 
sfvee  12  pi.   Paris  L944. 

CLP.  Dandelln,  Memoire  aar  quelques  points  de  mötaphy- 
K'tqne  ^eometrique  urescnte  ä  l'acad.  le  3.  I)ec.  Hnixplles  lÖ4i. 
4.  Biit  3  Taf.  (Auch  im  17.  Bande  d«c  »^iouvsaux  memoires  do 
l'acad.  de  JUrux.''  aj^fdruckt). 

Guiot,  Aujruste,  Eltjmeiis  de  jirrspective  lineaire,  rnmpre- 


T  b  o  m  5  0  II ,  J.J  First  aud  tbe  Eleveuth  and  Twelfth  liooks 
ctf  Eudid's  Elenents,  «Hth  Nots  and  lUnstratioos,  tbe  Elemeoto 

ojr  Plane  Trigooumetrv,  and  an  Appendix;  in  Four  Books..3d  edi- 
tion.  Part  1.  <'oTit;(lrni)<;  tho  First  Six  Books  of  Euclid,  ^nd  the 
£l«0i«nt8  of  Plaue  Trigunoiuetry.  12.  London  1844.   3  s. 

Tbe  Elements  of  EucHd;  rontalning  the  First  Six  Books,  and 
fhe  First  Twenty-one  Propositinns  nf  the  Flfvcnth  Books.  With 
the  Planes  Sbaüed.  From  the  Text  of  Dr.  öimt»oü.  1±  Cambridee 


AV.  Ruthorford  &  S.  Fenwick,  elenientarv  Proposition»  in 
the  geoittetr\'  of  Coordiuates,  botb  of  tnro  und  tbree  diiüentiiions. 
London.  1815.  2  sh.  6  d. 

Dietrich,  Carl,  anaMische  Geometrie  euf  der  Kogel,  gv.  & 

mit  1  Figurcntafel.  Berlin  1«4;>.   8  ggr, 

A  Troatiso   on   tho  Appllration  of  Anaiysis  to   Solid  Geo-  ' 
metry,  hv  J).  F.  Gregory  and  W.  Walten.  London  1845» 
cloth.  10     0  d. 

Lucas,  S.  P.  A-,  (auteur  de  In  „Quadratnre  d«  rorcle'*) 
tnitte  d  apjdicatbii  de»  tracös  geometi  it^ues  aux  ligues  et  aux  i$ur- 
laces  du  aeuzieme  ddgrd.  Tome  1.  4<  Pavie 

Anger  de  1a  Lorints,  Traib6  de«  Ugnee  du  sfcood  ordre* 


I8I&  Oa. 


%  Bdfi,  IVi«         Aiit  M  Xafulu, 
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Frakttoche  Geometrie^ 


EUtol,  complete  treatise  on  practical  Geonietry  aiiü  mesiuni- 
£liiol,  Key  to  tt   (>  «b. 

Booajato  Del-Vocchio,  Bivvi  ceoni  g«oiii#lrico>iiimtia.  ' 

t       ■    ■  1  


Trigonamctrie. 


Rtunner,  F.»  Lelirbueb  d«r  eben«ii  iVigonomctiie  nebst  einer 

Sammlung  von  Aufgaben.  Ala  Anhaut;  zu  deMen  Lebrimch  der 
€}eometrie.  Mit  2  jTigurentafelo.  8.  Heidelberg  1845.  9  ggr, 

Masnre  et  BelHsaaiit;  7aNea  triptoMin^triques,  doonaiit 

ponr  touts  les  anglet  de  qiiart  de  cercle  calculto  de  5  en  5  minutee 
rpütt^s'unnlps  ot  a]>])runieH  h  toutes  les  hypott'mise?«  possibfos  .  les 
s'uius,  cüi^iuus  ou  «tegmeut»  de«  banen  nvec  den  d<^cimales,  aimi 

Joe  les  compl^nentfl  le  fooft»  les  angles;  Mnnot  de  teble  de«  cor* 
e«  et  propren  a  rainener  h  ThonzoDt  lefl  Ugnee  et  MirQMSet  hidl- 
Bdee,  etc.  Paris  1^.  In  &  6  f. 


Deniler,  li^  Theoretische  Abbandlon^  liber  d.  Flugbahn  d. 

Geschosse.  >»'t'lis;t  clncTn  Atili  irt.,'^ ,  riitli.  verschiedene  dem  Artil- 
Icrloonirtr^i  iiiuMitl)«>liriiclu'  iiki tlu-mat.  AoUxeu»  Mit  25  Figuren 
aui  2  iateiij.   Zürich  iO  ggr. 


Prakttsehe  MeehaBik. 


^ 

(5 e r s f n f» r .  Frnn/  Joseph,  Hitter  von,  Handbuch  der  Me- 
chanik, mit  Beiträgen  von  neuern  engii^icheu  Coiistructionen  ver- 
mehrt und  hennsgegeben  «ob  F»  A.  lUtter  von  Gnstner.  gr.  4. 
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a  htio.  (I.  Bd.  K3  IJoiron,  II.  Hd.  0(1  Ho-ph  u.  III.  Bd.  72  Bogen). 
Mit  109  Kupfertafeiu  in  gr.  1.    Wien  1^44.    24  thir. 

De  in  nie,  der  praktische  Mascliiiienbaiipr.  F/in  Hand- 
huch  für  Maschioeuhuuer,  MerhnTtiker,  Kuni»tdreeh«iler  und 
t  abrikliesitzer.  Nach  den  be^n  W  erken  Über  diesen  Gegenstand 
bearbeitet,   la  Lief.  Mit  31  Taf.  Abbüdmigeii.  &  2  tbir.  16  ggr. 

Deunno,  der  ijraktische  Mu.schinerdjauer.  lU.  Lieferung.  8. 
Mit  24  Tafeln  Abbildungen.    Quedlinburg  l^i5.    2  thlr.  12  ggr. 

Poncelet,  J.  V.,  Traite  de  merauiquo  Industrielle,  exposant 
le.s  diflferentes  niethode«  pour  determiner  et  mesurer  ies  forces 
motrices  ainsi  que  le  travail  mecauique  des  forces.  BnixeUe». 
Avec  beaiicoup  de  plancbea.  1844.  - 18  fr. 

T)e  Pambour.  Theorie  des  machines  ä  va|>eur,  suivi  d'un 
Hi>itendice,  contenant  etc.  2me  edltiun.  In  4.  avec  un  atla«*  in  4. 
Pari«  1844.  00  fr. 


A  b  t  r  o  n  o  m  i  e. 


Eiehfltrom,  F.,  granbiache  DarstelluniE  des  Laufes  der  Pia» 
neten  im  J.  1845.  Ein  Blatt  er.  iiBiK  Fol.  Itfit  erl&iitanidfiiD  Text 
io  a  Stuttgart  1845.  12  ggr. 

Le  Hoo,  Manuel 'd'aatroDooiie,  de  mtSt^rologie  et  de  g^olo- 

fie,  k  Tusage  des  gens  du  monde,  accompagn^  de  planches  pour 
intelligence  du  texte,  i^  a  BnixeUes  1844.  1  thJr.  12  ggr. 

Blunt,  €.  F.,  Tbe  Beauty  of  the  Heavens,  a  practical  Dis- 
|day  of  the  Astronomical  Pfaenomena  of  the  Unirerse,  exhibited 

in  104  Sroncs  ,  nrompanging  and  illnstratin^  a  (amiliar  T^ectiire  on 
Astrn[ir>ni\  .  froin  oriiriiial  I)ra>vings,  Paintings  and  Observatory 
Sluciies.    iNew  edit.    London  1845.   2  sh.    colorirt  28  sh. 

Pra<  lical  A^trcmomy  antl  (ileodesv.  Bv  John  Narrien,  Pro- 
fessor of  iMatbeniatics  in  tbe  Hf»val  Xülit.nv  College,  Sandburst. 
Being  tbe  Tbird  Volume  of  the  Mandhurbt  (  ullege  Text-Bouks.  8to. 
London  1845.  14  ab. 

t'onnaiKsance  des  ternjis  oii  des  nionvemons  rölestes,  a  I  tisa^e 
des  astronomes  et  des  navigateurü,  pour  l  au  lh47;  publiee  par  le 
Inirean  des  longitodM  (avec  de«  addHlena).  In  &  Paris  184S. 
Avec  addItioDS.  8  fr.  ISO  c;  saus  additions.  5  fr. 

F.  Kai t» er,  De  6terrenhemei,  verklaard.  Amsterdam  I84S. 
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Pouillet.  Eteniens  de  phvsique  experimeuüile  et  de  met^o- 
roiogie.  4.  «klitioo.  2voL   8.  Pari«  1844.   10  fr.  • 

Archive«  de  la  Sod^M  magn^tique  de  Cambrai.  VoL  I.  In  8. 
Ca^bni  1845.  24  ix. 

Sab! De,  ObservaiSmi«  made  a  tbe  Magnetical  and  Metereolo- 

gieal  Observatory  at  Toronto ,  in  Caiiada.    Printed  by  Order  of 

Her  Majestv's  Govcrnenifiit ,  under  th««  snpcrlnti'rKlcMire  of  Lieut.- 
toJ.  Edn.  ^abiue.    Voi.  1.   Lpndon  i^.  41.  42.   4.    2  1.  2  sh. 

Hopkins«  T.,  On  the  Atmosnheric  Changes  wKuh  produee 
Rain,  Wind,  Stonns,  aod  the  fjuctaationa  of  the  Barometer. 
Maocbester  1845.  8.   4  s. 


Terinlselite  Scbriftcn. 


The  Cambridge  Mathemati  cal  Journal.  Nr.  XXl. 
Mall844.  I.  On  a  Law  ezisttnc  in  tba  SncceasiTe  Apnroitima' 
tions  to  a  Continued  Fraction.  —  II.  Notes  on  Conic  Seciions.  — 
III.  Oti  the  Theorj'  of  Alijohraic  T nrve«.  —  IV'.  Tho  Polnr  Efjua- 
tiun  to  the  TaDgent«}  to  a  Conic  Sectioii.  —  V\  l>cntone>trution  of 
a  Propaaitioii  in  Physical  Optios.  —  Tl.  On  a  Multiple  Defioite 
lategiml.  —  VII.  (  haptcre  in  the  Analytical  Gaometry  of  (n)  Dl- 
mensions.  —  \  III.  On  n  Qiifstlon  in  fho  Theorv  of  l-rohaliilitipR. 

—  IX.  On  the  Balance  ul  the  Chrunonieter.  —  X.  On  a  Problem 
in  PrecessioD  and  Nutation.        XI.  Notes  on  Magnetism.  Nr.  II. 

—  XII.  IMathematicai  Note. 

Ar.  XXII.  Novemher  184  1  !.  ^U^uu\v  ,.r  the  late  D.  F. 
Gregor>%  M.  A.,  l'eliou  of  Trinity  t  olleg«*.  <  ambridge.  — •  II.  On 
the  Partiat  Differential  Equatious  to  a  Fuiuiiy  of  Envelops.  — 
III.  Od  tbe  Axis  of  Spontaneous  RotafioQ.  —  IV.  Od  Brianchon*« 
Hexapon.  —  V.  Notes  on  Linear  TransformatioiiH  —  VI.  On  a 
Problem  in  Central  Force«.  — •  VII.  Note  on  tbe  Spontaneous  Axis 
of  Rotation.  —  VIII.  Aft[)rK  ation«  of  the  iSyniliolical  Form  ol  Ma- 

claurin'»  Theorem.  —  iX.  On  the  use  of  the  Svinhol  <•  ^  in 
certain  Tranisformatioos.  —  X.  Note  on  Orthugonai  It^othermal 
Smfaces.  —  XI.  On  tbe  Solution  of  Equationa  in  Finite  Differenz 
fe«.  —  XII.  Note  on  Geometrical  Discontinmty.  *—  XIII.  Note 
on  the  Law  of  Gravity  at  the  Surface  of  a  RerolTiog  Homogeoeoua 
Fluid.  —  XIV.  Mnthematical  Note. 

The  Mathematiciao.  Edided  by  Thomas  Stephens 
Davies,  F.  R.  a  L.  et  Ed.  F.  S.  A.;  William  Ratherford, 
F.  R.  A.      and  Stapben  Fanwick.  London  1844 
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Nuniber  I.  ProKf»ectui<!.  —  Oii  roTiditional  rooffiriont*.  nnd 
ou  some  Elementar^'  ^ixiiaiisifins.  »  On  the  leter^ectioii  <>1  t>%'o 


N|)heri»il  Triaii!;leM.  —  On  the  Deteinüiiation  of  the  !\IagTiitude 
and  Position  of"  n  Sphoro  TruMj^citt  to  fmir  *^iTon  Spheres  in  iiiutual 
coiitac't.  —  Ou  the  ^aitie.  —  On  the  Theorj-  and  Amdication  of 
Lagrange  Alethod  of  Hfnltipliers.  —  On  Coniu^te  Diameters  of 
Lines  and  Surfaces  of  the  second  order.  —  MftÜMnkUdlcal  Exerci- 
ces.      On  the  AJgehrairuI  Analv^ls  of  PoriKins. 

N  uro  her  II.  On  th«*  Algefiraical  Analysis  of  Porisros  (ron- 
cIikWmI  ).  —  Geometrical  Propositions.  Solutions  of  a  Problem 
rel.itifiii  to  Attraction.  ~  Analvücal  Peniönstratiftn  of  a  (feometri* 
cal  Theorem.  Interostini;  A|)))n(*4iton  of  fhc  preceding  Theorem. — 
Ort  Horner'«  Synthetic  Division.  —  On  tlic  Straight  Line  of 
Uuicke«t  Desceut.  — •  <  Properties  of  th«  parahola«  —  Ob  the 
TnmsforniatioD  of  Algebraic  Eouations  —  DcmonatiAtioii  of  ih% 
T*Ojur  Fundamental  Kornnilas  of  frigonoraetry.  Solutions  of  Ma- 
theni;tti«;!l  Exercires  («(»iifimM'd).  —  A  Lonis:  fron»  IJuiinor'.s  Po- 
lygonometrie.  —  On  the  t  onditions  of  £t|uilii>riuni  of  Forces  actiug 
OD  Foor  Spheres  in  mutoal  contaet  —  Matbematical  Notes.  — 
Horner  on  Algehmic  Transformation  (to  be  «NHitimied). 

(Preis  der  Nimiiner  3  s.  6  d.). 

Auch  von  dieser  neuen  englischen  matliematischen  Zeitschrift 
wird  das  Archiv  nicht  bloss  fortlaufend  den  Inhalt,  sondern  auch 
Ausaflge«  insofern  dieselben  för  das  betroffende  Pablikum  Tonngs- 
weise  von  besonderem  Interesse  sind^  liefern. 

Annuaire  pou^  Tan  1845.  Pr^enttf  an  Rol  par  Ic  bareau  des 
longlhides.  In  18.  Paris.  Sans  notices.  1  Ir. 


In  dem  Anäbtidret  TodotsCen  Istsgrals  snf  fl.  i91,  .(S>  tf*  n  n«) 
im  mmsfls  4m  MtthtlMi  HmUs  avteSnuHi Ies8(ftii-^|)  für  Is^KCaiii^n 
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ülterarteclier  Berlclit. 


AritliaieUk. 


Guy,  M.  P. :  La  tlhistou  abreireo,  nu  Methode  rigoureuse 
et  facile  |)onr  simplifK  r  cette  op«rattou  de  larithm^tiqne.  In  8. 
1  pL    Paris  Ibiö.    l  ir.  60  c. 

Lefirbnch  der  Mathematik  für  den  Srhul-  und 
8olbsfunterrich  t  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Prof  essor  am 
GymDasiuin  zu  ^itargard.  Erster  Jiand.  Auch  uuter 
dem  TIteh  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  den  Schill* 
und  Selbstunterricht.  Erster  Band.  D  ie  eecfce  Ivrimd* 
rechnun*?en.   Lo  5  j)  z  i     1845.    18  ggr. 

Dieses  neue  Tjehrl»urh  der  Mathematik  ist  auf  vier  Bände 
berechnet)-  von  denen  die  beiden  era^ten  der  Arithmetik,  die  bei» 
deo  andern  der  Geometrie  i^e^idmet  sein  werden.  Kb  soll  die 
Elementar-Mathematik  mit  Emschhiss  dor  Kegelschnitte  enthalten, 
und  jedes  Bändchen  soll  ein  für  sich  ahir(''-r  hiossenes  Ganze  bil- 
deo ,  auch  .einzeln  ausgegeben  werden «  \va8  dem  zweckmfissigen 
Crebraucbe  des  Buchs  Hehn  Uatorrtchte  offisimr  mir  fördeffidi  «ein 
kann.  Der  vorliegende  erste  arithmetische  Theil  enthält  nach  einer 
Einleitung  in  die  Mathematik  überhaupt  in  neun  Abschnitten  :  die 
Lehre  von  der  Zahlenbildung  im  Allgemeinen  (Anhang :  Von  Zah- 
lensystemen im  Allgemeinen);  die  Addltioa  und  »Sub&action;  die 
negative  2Üihl;  die  Multiplication  und  Division;  unbestimmte Divi* 
sinn  oder  von  der  Theilbarkeit  der  i^Sahlen  im  Allgemeinen;  die 
LMluocheuo  Zahl:  den  Decimalbnich ;  Potenziation  und  Kadication; 
die  irrationale  Zahl  (Anhang:    die  imaginäre  Zahl). 

Schott  in  dieser  Aiüa&hiimg  wird  man  ein  Streben  nach  syste- 
matischer Anordnung  bemerken.  Die  Beueisc  sind  überall  voll- 
ständig G^egeben ,  da  der  Vf. .  der  \'orrede  zufolge,  es  aus  mehre- 
ren  triftigen  Gründen  nicht  billigen  kann .  wenn  in  den  meisten 
Lebrbllcbem  die  leichtem  Beweise  ganz  ausgelassen  und  viele 
andere  nur  kurz  angedeutet  werden.  Die  Methode  der  DarateUlUUt 
•  ist  mit  Reqht  die  euklidische,  und  überhaupt  haben  wir,  so  weit 
wir  uns  bis  jetzt  mit  dem  Buche  bekannt  gemacht  haben,  Strenge 
ond  Deutlichkeit  oiigeoda  vermiaat.   An  einer  biDreicbeoden.  Ad- 

ßaail  VI.  ,  ,S8 
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fahl  Ton  erläuternden  Beispielen  fehlt  es  gleicli falls  oicbt,  und  die 
Arbelt  kann  daher  überhaupt  als  eine  w  oblüeluncene  bezeichDet 
werdeo.  Das  baldige  Erscheinen  der  übrigen  Tbeiie  ist  2U  wuDschea. 

Ency  klopfidische  Darstellung  der  Theorie  der  Zab- 

I  r  n  11  n  (1  einiger  a  n  derer  damit  in  V  e  r  b  i  n  ti  s  t  e  h  v  n  - 
il  e  r  (t  e  e  n  .s  t  a  ri  d  e  :  zur  Hc  fr»  r  «1  e  r  u  n  u  u  d  :i  1  I  imu  e  in  er  e  u 
Verbreitung  des  Studiums  der.  Zahle til ehre  durch  den 
SffentlicheD  und  Selbst-ünterrieht  elemeDtar  aod 
fasslich  vorgetragen  von  A*  L.  Crelle.  (Besonders  ab* 
gedruckt  aus  dessen  Journal  ffir  die  reine  und  ange- 
wandte Mathematik,  Dd.  \X\ii,  XXVlil  und  XXiX.) 
Erster  Band.   Berltn  1845.   A.   4  thlr. 

Nacbdem  der  geehrte  Herr  Vf.  {o  der  Vorrede  dieses  ansftibr» 
lieben  Werks  über  die  Z^ihlenlehre  oder  Theorie  der  Zabieo 
deren  Begriflf  und  Verhnltniss  zu  den  ülninen  Tbcilen  der  Mathe- 
matik iiehiiriü;  fest«5estellt .  sich  über  den  iVutzen  dieser  grfis>ten- 
tbeils  der  neueren  Zeit  ani^ehöreuden  Wissenschaft  ausgesprucheu 
Vnd  endlich  auch  darauf  hin  gewiesen  hat,  dsM  dieselbe  noch 
weit  weniger  allgemein  bekannt  und  verbreitet  sei  als  die  mei- 
sten übrigen  Theile  der  "MafhenKitik,  «spricht  er  sich  von  S.  XI, 
an  über  den  eigentlichen  Zw  eck  und  die  Einrichtung  meines  Werks 
bestimmter  anf  folgende  Art  aus.  ' 

„Aus  diesen  Erwägungen '^  sagt  er  „gebt  nun  hervor,  dass 

es  vielleicht  ein  nützliches  Bemübeii  ««ein  dürfte  ^  zu  versuchen, 
oh  sifh  Tiichf  dazu  heitraijen  lasse,  die  Theorie  der  Zahlen  mehr 
zum  Geineingut  zu  machen;  und  von  diesem  Bemühen  geht 
die  folgende  Sanindung  von  Sätzen  aus.  Ihrer  Einrichtung  und 
Anordnung  liegen  folgende  ßetracbtnogea  sum  Grunde." 

Damit  Wahrheiten,  deren  Erkenntniss  die  Urtbeilakrall  in 

Anspruch  nimmt,  recht  Vielen  von  verf^chiedener  rnssTjrfirsl^ratf. 
und  sell>st  Personen  im  pii^endli^ben  Alter ,  znpanulu  Ii  werden 
mögen,   dürfte  es  vor  Allem  niithig  sein,  sie  :»o  au««  einander  zu 
setzen,   dass  das  Urtbeil  bei  den  Sätzen  und  Beweisen  nur 
Seh  ritt  um  Schritt  dem  Vortrage  folgen  darf,  um  zura  Ziele 
zu  £(ohu)!,'en.    Alle  einfachen  Schlussfolgen  müssen,  scheint  es, 
angegeben,   keine  darf  ül>ersprungen  werden;    denn  zu  sagen, 
ir eiche  ^^€bluss^olgen  und  wie  sie  an  einander  su  fugen  sind, 
.oder  fehlende  SU  ergänzen,  kann  nicht  eine  Aufgabe  für  den  Schü- 
ler sein,  dti  selbst  «i/tcrs  über  das  Frste  dit«  I^ehrer  luvht  einig 
sind  und  das  Hechte  und  Beste  verfehlen  k'inrien  .    wie  cü  schon 
der  Umstand  zu  erkennen  gieht,   dass  ^ar  viele  Verschieden- 
heit in  der  Anordnung  und  Aufeinanderfolge  derS&tie  und  in  der 
Art  und  Anordnung  der  Beweise  möglich  lat.'* 

„Sodann  wird  sich  das  vorliegende  Buch  der  äussersten 
Deutlichkeit,  nicht  bloss  (hirch  Vollst?!  ndi  ijk  ei  t  der  Beweise 
und  Erürterungeu,  sondern  auch  durch  die  Art  ihrer  Darlegung 
beOeissigeB.  *' 

„So  nun,  von  der  Ansteht  ausgehend,  dass  einmal  alles  nur 
Mögliche  geschelien  snllfe.  um  flen  Lernenden  mit  der  nir<L^Iirhsten 
Leichtigkeit  anf  den  JStandpnnkt  der  vollendeten    f )eiitlichkeit  • 
und  Einsicht  zu  führen ,  bat  sich  der  Vf.  es  hier  /.ur  Regel 
gemacht j  nie  einen  Sdhinss  stt  Oberspringen,  w&hrend  er  gleicli* 


Digitized  by  Google 


wohl  sich  iMnifilife,  Alles  so  susammeoziidrliogeii  und  mit  so 
wenigen  Worten  zu  sagen,  als  es  ihm  möglich  war.'' 

,,Df»r  Vf.  wird  fcrin^r  uljonll  hciiiülit  soii) ,  nicht  .«owofil  dem 
Lernenden  recht  viele  lies ul tute  und  |ii kante  Satze  niitzu- 
theilen ,  deren  viele  in  der  Zahlenlehre  wirklich ,  wenigstens  dem 
Scheine  nach,  an  .sich  selbst  fast  nur  Curiosu  sind,  während  sie 
freilich  in  der  Tljat  kostlinro  Srinietilvfirner  für  die  weitere  F.Tit- 
wickeluiii;  (iarhiotru  :  er  wird  vielmehr  trachten  ,  ihm  dio  S  if/o 
ale)  Ge^en^taudc  aulzustellen,  an  welchen  das  Urtheil  zu  üben 
sei ;  denn  das  ist,  wie  olien  bemerkt,  gerade  Ton  der  Zablentheorie 
insiiesondere  der  Nutzen.  ** 

„Die  fittsserc  Form,  welche  der  \L  seiner  Schrift  gegeben 
hat»  nemlich  die  Forin  einer  blossen  Sammlung  von  Sätzen, 
ohne  liestimmte  Theilung  in  grossere  und  kleinere  AbschDÜte, 
kann  sonderlmr  zu  sein  scheinen*  Allein  der  Vf.  hatte  sie  zu 
wählen  Tnehrere  Gründe." 

„ZiK  Tst  nemlich  ist  es  nach  seiner  Ueberzeugung  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  Zahlentheorie  noch  gar  nicht  möglich, 
ein  coasequentes  System  davon  aufzostellen." 

„Sodann  liat  der  .Vf.  gar  nicht  die  Absicht»  jeden  Lernen- 
den, der  sich  seines  Buches  bedienen  will,  zu  einem  Kenner  der 
Ke«ammtea  Zahlentheorie  zu  macheu,  sondern  er  wollte  nur  ios- 
Eesondere  Jedem  Mäterial  zur  Uebung  seines  UrtheilsvermOgens 
darbieten. " 

„Endlich  hatte  der  Vf.  zu  der  Wahl  der  Form  seiner  Schrift 
auch  einen  persönlichen  Gnind.  Kr  ist  nemlich  in  eirioni  jetzt 
schon  vorgerückten  Alter  und  mit  einer  gänzlich  zerrütteten 
CSeeondheit,  der  Beendiguiig  keiner  Arbeit»  die  er  unternimmt, 
mehr  sicher.  Begann  er  nun  eine  Schrift  nach  irgend  einem  weit 
ausgreifenden  System,  so  würde  jede  Unterbrechuno:  das,  was 
fertig  wurde,  zum  Stückwerk  von  geringem  Nutzen  machen.  So» 
wie  die  Schrift  jetzt  sein  ivird,  schadet  Ihr  eine  Unterbrechung 
nichts  weiter,  als  dass  das,  was  noch  kommen  sollte,  wenn  es 
überhaupt  et^vas  werth  war,  fehlt.  Was  da  ist,  Tiehält  immer 
seinen  verhiiltnissrnfissigen  Antheil  am  Zweck.  Auch  kann  man, 
wenn  man  etwa  insbesondere  irgend  etwas  ausheben  will,  dies 
recht  gut  tiinn.  Man  darf  nur  die  vorausgehenden  Sätze ,  welche 
sich  angegeben  finden,  aufsuchen  und  duichgeben;  die  flbr^n 
bleiben  dann  zur  Seite  liegen." 

Indem  ich  hiermit  diese  Auszüge  aus  der  iii  mehreren  Bezie- 
hungen lesensvrertben  Vorrede  schiiesse»  bemerke  ich  nur,  dass 
mir  gerade  in  dem  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  zuletzt  angegebenen 
Umstände,  TKimlich  in  der  äussern  Form  des  Werks,  eine  beson- 
dere Eigentiiiifnllchkeit  in  Bezug  auf  dessen  allgemeine  Gestaltung 
zu  liegen  scheint,  weshalb  ich  auch  auf  denselben  die  Leser  des 
Archivs  besonders  hinweise.  J^i  den  Bezeichnungen  hat  sich  der 
Herr  Vf.  an  seine  VorgKnjger  nicht  sclavisch  gebunden ,  und  mich 
nicht  selten  neue,  so  viel  als  möglich  ,  deutsche  l$enennungen 
gebildet.  Eine  ausführliche  An^be  des  luhaits  des  vorliegenoen 
ersten  Bandes  erlaubt  hier  läder  der  Ramn  nicht,  und  ich 
l>emerke  daher  in  dieser  ßezieliung»  ohne  zu  daulien»  damit  gaas 
da«  Richtige  getroffen  zu  haben,  ganz  in  der  Kflrzc  und  bloss  im 
Allgemeinen  nur  so  viel ,  dass  in  diesem  ersten  Bande  haupt- 
sScblich  , diejenigen   Lehren   der  Zableutheorie  enthalten  sind, 
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weleli«  wen^teas  nidii  unmittelbar  und  ob  bedingt  die 
eigentliche  Auflösung  der  unbestimmten  Aofj^beo  oder  die  «of^e* 

nannte  unbestimmte  Analytik  in  An*t}mich  nehmen ,  womit  ich 
des  Gegenstandes  kundigen  Le.sern  genug,  wenn  auch  freilich  in 
ziemlich  unbestimmter  Weise,  gesagt  zu  haben  glaube,  deüaen- 
nngeachtet  aber  noch  hinznftige,  dass  natdriieh  die  TheiJbarkeit 
der  Zaiileri  ,  die  Resle,  das  Ferniat'sche  und  ^^^Ison'st■ho  Theo- 
rem in  ihren  verschiedenen  Gestalten,  das  Keciprucitat«}- Gesell 
u.  8.  w.  eine  Hauptrolle  in  diesem  ersten  Bande  spielen. 

Ein  besflmmtes  Urtfaeil  über  das  vorliegende  Werk  ca  fUlep, 
roass  ich  mläi  gänzlich  enthalten,  weil  jedes  Urthell  Aber  ein 
Werk  des  von  mir  hochverehrten  Herrn  Vfs.  ,  wie  es  auch 
bei»cbaäeu  sein  möchte,  von  meiner  Seite  nur  befangen  erschei- 
nen müsete.  Wie  viele  Andere  (uhle  auch  ich  mich  demaetbeo  in 
nicbt  wenigen  Bezieljuni^^on  persönlich  zu  dem  innigsten  Danke 
verrHIrJitet ,  ein  Gefühl,  welchrs.  wenn  ich  auch  seihst  nicht 
meor  zu  den  Jünglingen  zu  zahlen  bin,  da  ich  im  nächsten  Jahre 
bereits  auf  eine  fünf  und  zwanzigjährige  amtliche  Wirksamkeit  als 
Lehrer  im  Staatsdienste  znrQcktnicken  kann,  doch  nichts  ▼OD  sei* 
ner  früheren  Wärme  verloren  hat  und  nie  etwas  verlieren  wird. 
Ohne  das  uerin^ste,  in  jetzifTer  Zeit  nicht  selten  hervortretende 
Haschen  nach  sogenannten  glänzenden  Erfolgen  hat  der  Herr  ^'f. 
eine  lange  Reihe  von  Jahren  mit  der  reinsten  und  nneigennOtzig- 
sten  gänzlichen  Hingebung  dem  Dienste  der  Wissenschaft  geweilit, 
und  mit  Aufnprcnini^cn  mancherlei  Art  zu  deren  weitem  riTid  all- 
gemeinern Verbreitung  und  zur  grosseren  Ausbildung  und  besseren 
Begründung  mehrerer  einzelner  Discipiinen  nicht  ivenig  beigetra- 
gen, von  welchem  Bestreben  anch  das  Torliegende  Werk  sowohl 
im  Allgemeinen  als  auch  in  seiner  ausftfarlichen  Vorrede  der  retnaln 
Spiegel  ist,  welche  letztere  uir  dnher  anch  insbesondere  jüngeren 
Gelehrten  zur  Beherzigung  entptchleu  miichten.  Jedenfalls  ist 
dieses  Werk»  so  weit  es  in  seinem  ersten  Bande  vorliegt,  die 
▼oUstiodi^ste  Sammlung,  wenn  auch  der  Herr  Vf.  selbst  den 
Nnmcti   eines  cnnsequent  durchgeführton  Systems  nTilchiit,  doch 


reiheter  Sätze  der  Zuhieulehre,  weiches  wir  bis  jetzt  besitzen, 
iwd  wird  daher  hlnfdro  in  k«^oer'milhettatischen  Bibliothek  feUen 
dflrfen,  von  keinem,  der  sish  filr  die  Fortschritte  dieses  so  hOcbst 
interessanten  Theils  der  ^Mathematik,  dessen  Wichtigkeit  filr  die 
ganze  Wissenschaft  sich  bis  jetzt  noch  gar  nicht  absehen  lässt, 
entbehrt  werden  können.  Ich  schliessc  ihit  dem  innigsten 
Wunsche,  dass  die  Vorsehung  dem  Herrn  Vf.  Krafl  schenken 
m<>c,  dieses  angdangene  Weik  In  mdglichst  fconer  Frist  ao  voH- 


Fi scher,  J.,  IrllemenlB  of  Geometry  for  iNaval  ^chools. 
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Geometrische  Aufgaben  nach  der  Methode  der 
Alte»,  fflr  SchttUn  bearbeitet  von  Dr.  F.  Luke,  Ober- 
lehrer am  Gymnnsium  7.n  rulm.  Er^tor  Theil.  Plani* 
metrische  Autifaben.    Thorn  1845.   8.    l  thlr.  i  ti^r. 

Der  vorliegende  eiaie  Theil  dieser  Sammlung  enthält  lüü  pla- 
nimatriache  Aufgaben.  Jeder  Au%abe  ist  die  Analysis,  die  Ucn* 
struction ,  die  Determination  und  cler  Beweis  beigegeben,  ganz  der 
Methode  der  alten  Geometer  gemäss.  Ein  VerzeicHniss  der  behan- 
deUeo  Angaben  ist  vorgedmät.  Wenn  auch  gleich  an  ähoUqhen 
Bachern  kein  sebr  fühlbarer  Mannl  ist,  .so  mase  dodi  der  geo- 
metrische Unterricht  nach  eulilioiecber  Metbode  nach  unserer 
festen  Ueberzeugung  immer  dio  Hauptirnintllaire  des  sran/en  niathe- 
niatiscben  Unterrichts  bleiben,  uml  jedes  Beförderungsmittel  des- 
eelbeo  nach  dieser  «Richtung  hin  muss,  wenn  es  nur  seinen  Zweck 
riebtiff  eikaont  hat,  dankbar  aufgenommen  werden.  WIr'rind  da- 
her ÜDerzefis^t,  dass  auch  die  vorliegende  Aufj^abenftanmilung  man- 
chem Lehrer  der  Matlieinatik  bei  seinem  T  nterrlrhte  ein  gutes 
'  Hulfsmittel  sein  wird.  Dass  die  Anzahl  der  neuen  Aufgaben  nicht 
groae  .aein  kann ,  ist  bei  einem  adion  so  vielfach  behandelten 
Gegenstände  uicht  ander-s  zu  er^vartcn.  Indess  kommt  es  hierbei 
hauptsachlieli  auf  die  Methode  an,  und  diese,  scheint  uns,  hat  der 
Herr  Vf.  meist  richtig  getroffen ,  in  welcher  Beziehung  daher  auch 
die  ScbriH  Foriiiffairease  von  nna  der  Beacbtnng  der  Lehrer  an 
bSbereo  Unteni^ts-Anstalten  empfohlen  wird. 

Mayr,  Dr.  A.,  Die  tangirendeo  Fliehen  erator  und  swaiiar 
Ordmmg.  4.  .Winiboig^Stö..  Jd.gg^. 


Triff  OBoinetrie. 


Deiatouche,  Gustave«  Trigonometrie  rectUigne  k  l'usage 
des  dl^ea  trau  ae  deafinent  aux  dcolea  du  gonvcmement,  Avee 
Spiamdbea.  P^fia  lSiS. 

^  'Suramarlanif  der  Goniometrie,  en  der  re^tlijuige  en  sphaerische 
Trigonometrie,  dienende  als  handleiding,  bij  het  volgen  van  Aca- 
demische  Lessen  over  deze  de^len  der  Meetkunde;  gr.  8vo.  Te 

Leiden  1845.   f  1,00. 

Kernte  Beginselen  der  Meetkunst  (tot  aan  de  vlakken)  en  Drie« 
hoeksmetins,  ten  gebruike  voor  het  middelbaar  en  privaat  Onder- 
idjas  kL  Are.       Rottetdam,  bij  H.  A.  Kranera.  f  lj90. 
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umi  «itark  venaehrte  Aufl. ,  zum  8eil»8tlinterrichte  bearlieitet  vuii 
J.B.Moiitag.  Mit48FigureDtareln.  a  Quedlinburg  1S46.  ithlr.Sggr. 


fltecliantk» 


finngsdorf,  G.  W.  vor,  Lehrbuch  der  £leiueutar - Mecha* 
uik.  gr.  a   Stuttgart  im,   21  g^r. 


Astronomie. 


Arago,  LegoDS  d'astronomie  profess^es  a  1  obt^ervatuire  royal. 
Recoeillies  pur  ud  de  «es  ^Aves.  4Äme  edit.  Pari«  1845.  3|  fr. 

Je  aus,  U.  W. ,  Kules  for  iindiog  tbe  nanies  aud  po^ition^  of 
all  tbe  Sta»  of  the  First  and  Seeood  Magnitnde.  Royal  9vo, 
London  1845.  doth.  3  e.  6  d.  •  « 

Der  ülerkardurchgaTig  durch  die  SonneDscheibe  am  8.  Mai  1845 
und  die  Sonnenüngterniss  d.  6.  Mai  1845  in  ihren  verschiedenen 
Umstünden  beschrieben.  Nebst  einer  kurzen  Erkifirun«;  der  Mer- 
kur8-  und  \  euui»durehgänge ,  sowie  der  Souuenüu6terult>i»e  über- 
banpt  Mit  1  Tafel  AbbU&^san.  a  Leipzig  1845.  8  Mgr. 

Hansen,  M^oire  svr  la  d^teminntion  de«  perturbations 
absolues  dans  les  ellipses  d'une  excentricite  et  d*iine  incliDaisoii 
quelcontines-.  Traduit  de  i'aUemand  par  M.  Victor  Mauvals. 
fn  8.  Parb  1645. 
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Baumgartner,  A.,  die  Naturlehre  io  ihrem  eegenukrtigeu 
Zustande,  mit  Rücksieht  auf  mathematische  ßegrQndung.  8.  ▼erm. 
und  uni.^earb.  Aufl.  2.  Abthl.  gr.  8.  Wien  1^5.  Preis  beider 
Abtheilungen  4  tblr.   (Veigi.  Uterar.  Ber.  Nr.  XXI.  8.  3^.). 


The  Cambridffe  Matbematical  Journal.  Nr.  XXIII. 

February  1845.  l.  On  the  Theory  «f  Linear  TransformatioiM 
(A  (  :iylev).  —  II.  On  Ma^ic  Squares  (R.  Mo?>n)  —  III.  Od  the 
Tlieurv  o(  Developments.  Part.  1.  (G.  Boole).  —  IV.  Demonstra- 
tion of  a  Fundamental  Proposition  in  the  Mechanieal  Theory  of 
Electricity  (W.  Thomson).  -  V.  On  the  Reduction  of  the  Ge- 
neral Equation  of  Snrhrr^  nf  thr  Srennf^  Order  (W.  Thomson).  — ► 
VI.  On  Certain  lnte£;ral  Transformations  (B.  Bronwin).  —  VUL  On 
C<ertain  Continued  Fractioos  (Percivai  i'  rost). 
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Balletin  de  la  cianse  physico -mathematiuue  de  1  ucad.  iiuper. 
dM  sdeoces  de  St.  PetenlioiuSi  Tom*  IV.  ar.  1^3.  gr«  .4»  >St 
Pdtmboiug  1845.  Compl.  2  tfir. 


Anzeige  eines  hemosanigebenden  Werkes« 

Der  Zweck»  dessen  Erreichung  der  Unterzeichnete  bei  dieser 

Arbeit  im  Auge  gehabt .  >v,»r  \m  Allgemeinen  ersten h  :  die  Stei- 
ner sehe  Methode  als  suiche  üu  ^inne  ihres  Erfinders  weiter  aus- 
zubildeo;  zweiteos:  den  UmfaDg  ihres  Gebietes,  sow^l  too  Sei- 
ten der  Allgemeinheit  als  andi  der  Individualitit  und  insbesondere 
der  qunrifif;itivrir  Form  der  ^geometrischen  Idee!?  zii  zeigen,  und 
drittens:  durch  beides  zugleich  die  Ueberzeuguag  zu  verschaffen, 
dass  die  neuere  Geometrie,  in  Steiners  Weise  behandelt,  nichts 
mehr  und  nichts  weniger  als  die  consequentej  durch  die  ErwMte- 
runs;  dnr  Wissrtisrhaft  uberliau|it  nothwendlig  gewordene  Fortbil- 
dutig  der  Geometrie  der  Alten  ist. 

Ich  habe  daher  nur  solche  Eigenscliaftcn  behandelt,  welche 
rein  aus  dem  Wesen  der  Projektivität  hervorgehen,  und  kaum  . 
unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  und 
dem  pythagnrischen  Lehrsatze  mir  erlaubt;  das  l^rincip  der  Invo- 
lutionen ist  als  besonderer  Fall  projeLtivlscher  Gebilde,  und  zwar, 
tim  den  Gegenstand  In  seinen  allgemeinsten  und  besondersten  Be- 
ziehungen zu  umfassen,  nach  allen  den  Seiten  und  Fällen»  welche 
dnrr  h  Steiner*«  unisiclitsvolle  Disk'Tission  des  alluemeineren  Prn?- 
ci{)8  gegeben  waren,  dargestellt.  —  Während  aber  d\e  Entwicke-  ^ 
luug  des  Princips  vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  fortschreitet, 
nimmt  die  Anwendung  auf  die  Eigenschaften  der  Fii^uren  den  um- 
ijckchrten  Gang,  so  dass  im  letzten  Kapitel  über  die  dopi><>!ff» 
lierülirung  der  Kes^eisrhnitte  fast  alle  vorhergehenden  Sätze  und 
Aufgaben  ihren  aligemeinsteu  und  meistens  auch  ihren  ein- 
fuchsten Ausdruck  erhalten.  Anderers^ts  aber  sind  gerade  dieie- 
nigeu  Eigenschaften  i  welche,  wie  die  der  zug.  Durcniwesser,  (ler 
Brennpunkte,  der  Oskulatiou  und  der  doppelten  Berührung,  nach 
Steiners  Ausdrucke  bisher  als  etwas  Eigenthümliches  und  Wun- 
derbares" dastanden,  mit  Vorüelm  behandelt  und  Ihr  Zusammen- 
hang mit  allgemeineren  Eigenschaften  nachgewiesen  worden.  — 
In  aer  äusseren  Darstellung  habe  ich,  so  viel  als  das  We^en  der 
neueren  Geometrie  verstattete,  io  den  Grundsätaeo  der  Betrach- 
tung selbst  aber  durchaus  mir  ^e  Allen  zum  Muster'  genommen. 
'Daner  ist  jeder  Aufgabe  ihr  vollständiger  Beweis  utid  den  schwie» 
rigeren  :\m  h  die  Analysls  beigefüi^t ,  und  die  Begründung  der  Lehr- 
sätze unterscheidet  sich  nur  insofern  von  der  gewöbniichen  Weise« 
als  sie  denselben  voran-  statt  nachgeschickt  ist.  Die  Betrachtung 
bewegt  sich  fortwfihrend  in  reellen,  d.  h.  durch  Konstruktion  gege- 
honen  VorsfelluML'e» ;  das  sog.  Gesetz  der  Continuitat  wir(t  nir- 
uends  in  Anspruch  genommen,  und  es  werden  die  gemeinschaft- 
lichen Eigeuschuftea  der  als  reelle  und  ideale  unterschiedenen 
Linien  und  Punkte  weder  durch  Ueliertragung  von  der  primitiven 
auf  die  correlative  Figur ,  noch  durch  besondere  Betracntung  bei- 
der für  sich  ,  sondern  in  Einem  zugleich  aus  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Delinition  enttvickelt.  Vor  Allem  aber,  habe  ich  mich, 
worin  ein  elgenthSmlicher  Vorzug  der  neueren  Geometrie,  vor  der 
der  Alten  besteht,  eines  einfiichen»  ungekünstelten,  bloss  der  Natur 
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der  Sache  folgendeo  Ideeogange»  beflissen  und  zu  diesem  Zwecke 
das  Ottilie  wiederholentlich  umgearbeltBt 

Den  Inhalt  betreffend,  hoffe  ich  manches  Nene  dariubieteo, > 
wohin  ich  unter  Anderem  die  JS.'itzp  fiher  die  zugeordneten  Ach- 
senpunkte und  Brennsehneo,  mehrere  über  Oskulatton  und  dop- 
pelte Berflhrung  und  «Xmintltche  KoiistniIctioMD  4m  Kta^mMm 
nrfttib  Jmagtoirer  Bedlogungen  oder  mittels  solcher  «od  xu  odm- 
riroTnlpr  oAvr  f?f)j)pclt  zu  bernhrender  Kegelschnitte  rechne,  abge- 
8ehen  von  den  »S/itzen ,  welche  durch  VeraUgeaeiBenHig  bekaootcr 
Eigenschafleu  sich  ergeben  babeu. 

D«fr  Yollständige  Titel  des  Werks  ist  ,,pas  Wasm  der  Invo- 
lutionen von  Punkten  und  Strahlen,  als  gemeinschaftliches  Princip 
Individueller  Eigenschaften  der  Figuren  ,  namentlirh  der  ein  -  und 
der  umgeschrieMnen  Vielecke,  der  harmonischen  Pole  und  Polaren, 
der'  zugeordnete«  Dnrchnesser  mid  Acfasenviiiilcte,  «der  fircM- 
puiikte  und  Brennsehnen,  der  gemeinschatUichen  Sekanten  -  uod 
Tangentendurebschnitte,  der  OsKulation.  der  doppelten  Berühmng 
und  sämnitlirhcr  Konstruktionen  der  Kegelschnitte  mittels  soge- 
nannter reeller  und  iiua^inärer  Uediu^'ungen  —  im  Zusammenliangc 
nilt  Jak.  Steiaars  Gaametria  dargestailt* 

Franz  Seydewits, 
Lchrar  der  IMathematik  und  Physik  am  KSalgffcbaii 
UyiDDaaium  zu  Ueiligenstadt. 

Der  Harr  Verfasser  des  vorher  aBgekflndi|;|aD  WaffcA  hat 

durch  mehrere  in  dem  Archiv  abgedruckte  umfangrefchcre  Abhand- 
lungen sich  nicht  bloss  als  einen  ausgezeichneten  Kenner  der  («so- 
genannten neueren  Geometrie  gezeigt,  sondern  auch  den  hinrei- 
cbeodea  Bewala  geliefert,  dass  er  mabt  nur  daa  baralla  Bekannte 
auf  eine  ansprechende  Weise  wieder  zu  geben ,  sondern  vielmehr 
sirh  anrh  ncne  Wege  zu  bahnen  und  den  bereits  gevronneneo 
Umkreis  der  Wissenschaft  nicht  onnesentlich  zu  erneitera  ver- 
atahc*  Daher  llaat  aieli  vor  dem  ^arher  an^ezeigteo  Warka'i» 
wiaaeaachaftlichar  Hinsicht  nur  etn^as  Vorzfiglichaa  anrartao,  and 
dass  df!«  mathematische  Publikum  überhaupt,  n»mentl1cb  aber 
auch  die  Lehrer  der  Mathematik  an  höheren  l  nterrichts-AnstaHen, 
lebhaften  Antheil  an  demselben  nehmen  werden,  darf  eben  so 
weaig  bezweifelt  werden ,  weil  die  sogenannte  neueva  daamatria, 
worauf  schon  mehrmals  in  dem  Archiv  hingewiesen  worden  ist, 
jedenfalls  ein  für  die  immer  grossere  Befiirdernnjj  des  Cirdeihens 
des  mathematischen  Unterrichts  sehr  nesentliches  und  wichtisea 
Hfilfamittal  nicht  bloaa  m  werden  verapiiebt,  aandam  aeboa  Hai« 
fach  gewafdan  iat>  wofllr  die  in  dam  Archive  abttedmckten  Ab- 
bandlungen mehrerer  buchst  achtbarer  Lehrer  der  Mathemntilc  und 
einige  neuerlich  erschienene,  in  den  literarischen  Berichten  ange- 
zeigte Schriften  das  vollgöltigste  Zeugniss  ablegen.  Sowohl  io 
dieser  Rücksicht,  als  auch  uegen  der  Naubalt  aalnaa,  die  Wl«- 
senschaft  erweiternden  (Gegenstandes  ist  es  dahor  sehr  zu  wün- 
schen, dass  dem  Herrn  Verfasser  recht  bald  eine  utMMunete  Gele- 

Seuheit  zur  Herausgabe  seines  verdienstlichen  Werkes  in  einar  * 
an  G^anstanda  wflfdigaa  Avastattiiog  gebatan  watdan  mOge. 
Gicifawald»  im  Mai  1816«  Grnnart 
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